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НТУ «Харковский политехнический институт», г. Харьков 

УНИВЕРСАЛЬНАЯ МАТРИЧНАЯ МЕТОДИКА РАСЧЕТА 
ТРЁХЗВЕННЫХ ПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ В АВТОМОБИЛЕ- И 

ТРАКТОРОСТРОЕНИИ 

Найдено внутреннее передаточное отношение несимметричного конического, 
симметричного конического дифференциала и планетарного ряда с привлечением комплексных 
чисел. Составлено кинематическое базисное матричное уравнение трехзвенного планетарно-
го механизма для рассматриваемых типов дифференциалов. 

Введение 
Широкое применение трёхзвенных дифференциальных механизмов (ТПМ) в транс-

миссиях автомобилей и тракторов говорит о том, что их усовершенствование и внедрение в 
автомобиле- и тракторостроение требует постоянного развития. Малые габариты, вес, низкие 
потери на трение и высокая надежность определяют их широкое использование в транспорт-
ном машиностроении. Развитие и универсализация расчетных методов ТПМ является акту-
альной задачей. 

Анализ последних достижений и публикаций 
Классический кинематический анализ планетарных механизмов изложен в трудах [1-

3]. Проблеме автоматизации анализа и синтеза планетарных передач посвящены десятки ра-
бот, из которых наиболее авторитетными трудами являются работы Кудрявцева В.Н., Кир-
дяшева Ю.Н. [1, 2], Кристи М.К., Красненькова В.И., Вашеца А.Д. [3, 9], Цитовича И.С. [10], 
Кисточкина Е.С [11].  

Попытка универсализации и автоматизации расчета ТПМ, предпринята в работах [4-
8], в которых была построена универсальная матричная методика расчета кинематики плане-
тарных передач, а также универсализирован алгоритм и автоматизирован расчет кинематики 
планетарных передач, что позволяет определить функциональность и работоспособность 
ТПМ как элементов трансмиссии. 

Цель работы 
Построение единой и универсальной матричной методики расчета трёхзвенных диф-

ференциальных механизмов (ТПМ). 

Основная часть 
Как известно к ТПМ относятся различные дифференциальные механизмы и планетар-

ные передачи. 
На основании уравнения Виллиса [1-3] для трёхзвенного планетарного механизма 

(ТПМ), имеющего в общем случае двухвенцовые сателлиты, имеем: 
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где 1 2 3, ,ω ω ω  — угловые скорости солнечной (1), коронной (2) шестерен, водила (3); 

стω  — угловая скорость сателлита; 

1 2,z z и 1 2,ст стz z — числа зубьев на соответствующих шестернях;  
S1, S2 — характерные параметры сателлитов, которые имеют физический смысл пере-

даточных отношений зубчатых зацеплений; 
 k — внутреннее передаточное отношение ТПМ. 
В случае одновенцовых сателлитов zст1 = zст2 = zст: 
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Основное кинематическое уравнение планетарного ряда записывается в виде 

 1 2 3( 1) 0k kω − ω + − ω = . (9) 

Легко убедиться, что любое из уравнений (1)-(4) или (5)-(8) есть тождественное след-
ствие трех других уравнений, что в итоге приводит к инвариантности кинематических базис-
ных матриц ТПМ. 

Основное кинематическое уравнение планетарного ряда и относительная угловая ско-
рость сателлита ωS в его относительном движении вокруг водила на основании формул (4) – 
(6) записываются в виде: 

 1 2 3( 1) 0k kω − ω + − ω = ;  
 т 3 1 1 1 3s c S Sω = ω − ω = ω − ω ;   (10) 
 т 3 2 2 2 3s c S Sω = ω − ω = ω − ω .  (11) 

Кинематические базисные матричные уравнения ТПМ имеют вид: 
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Опишем несимметричный конический дифференциал (рис. 1 а), симметричный 
конический дифференциал (рис. 1 б), планетарный ряд с одновенцовым сателлитом (рис. 1 в) 
с привлечением комплексных чисел. На рис. 1 ϕ  — угол между векторами угловых скоро-
стей солнечной и коронной шестерен.  
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На основании формул (6-8), найдем внутреннее передаточное отношение несиммет-
ричного конического дифференциала:  
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Рис. 1. Дифференциалы и графики векторов угловых скоростей их звеньев: 
а) несимметричный конический дифференциал; б) симметричный конический  

дифференциал; в) планетарный ряд с одновенцовыми сателлитами 
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Для симметричного конического дифференциала имеем: 
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Для планетарного ряда имеем: 
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На основании формул (6-8) были определены характерные параметры сателлитов — 
S1, S2 и внутреннее передаточное отношение — k, для соответствующих ТПМ.  

На рис. 2 приведен фрагмент программы в среде MathCAD, где проиллюстрирована 
инвариантность рассматриваемых дифференциалов при использовании кинематических ба-
зисных матричных уравнений (12), (13) и найденных внутренних передаточных отношений 
ТПМ (14-22). 

Рассмотрим кинематику дифференциалов. 
На рис. 1 изображены ТПМ, с точками 1 и 2 (точки зацепления сателлитов с солнеч-

ной и коронной шестернями).  
Найдем в точке 1 скорости 1AV  1BV (здесь индексы А и В относятся к точкам контакта 

сателлита с соответствующими им шестернями): 

 1 1 1AV r= ω , (23) 
 1 3 1B ст стV r r= −ω + ω . (24) 

Приравняв 1AV , 1BV , получим: 

 1 1 3 1 0ст стr r rω − ω + ω = .  (25) 

Найдем в точке 2 скорости 2 AV  и 2BV : 

 2 3 2A ст стV r r= ω + ω ,  (26) 
 2 2 2BV r= ω .  (27) 

Приравняв 2 AV , 2BV , получим: 
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 2 2 3 2 0ст cтr r rω − ω − ω = ,  (28) 

где  1
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а)  
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в)  
Рис. 2. Фрагмент программы для дифференциалов при использовании комплексных чисел:  

а) несимметричный конический дифференциал; б) симметричный конический дифференциал; 
в) планетарный ряд с одновенцовыми сателлитами 
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Уравнения (25) и (28) запишем в виде: 

 [ ] [ ]1 2 3 1 10 0T
ст стz z zω ω ω ω ⋅ − = ;  (32) 

 [ ] [ ]1 2 3 2 20 0T
ст стz z zω ω ω ω ⋅ − − = .  (33) 

Складывая два уравнения (32) и (33), получаем: 

 1 1 2 2 3 1 2( ) 0z z z zω + ω − ω + = . (34) 

Разделив уравнение (34) на 1z , получим основное кинематическое уравнение плане-
тарного ряда (35), что является следствием уравнения Виллиса: 

 1 2 3( 1) 0k kω − ω + ω − = . (35) 

Определим из уравнений (32), (33) относительную угловую скорость сателлита ωст: 
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Составим кинематические базисные матричные уравнения ТПМ для рассматриваемых 
типов дифференциалов: 
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Проиллюстрируем инвариантность кинематических базисных матриц (40), (41). Подго-
товительный шаблон с использованием кинематических базисных матриц показан на рис. 3.  

 
Рис. 3. Кинематический подготовительный шаблон 
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По приведенному кинематическому подготовительному шаблону в среде MathCAD для 
вектора неизвестных кинематических параметров ω=[ωД ω1 ω2 ω3 ωст]T кинематические мат-
ричные системы ТПМ имеют решения в виде, приведенном во фрагменте программы на рис. 4. 

а) исходные данные: 

 

 
б) исходные данные: 

 

 
в) исходные данные: 

  

 
Рис. 4. Фрагмент программы для: 

а) несимметричного конического дифференциала; б) симметричного конического 
 дифференциала; в) планетарного ряда с одновенцовыми сателлитами 
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Выводы 
1. Описаны ТПМ с привлечением комплексных чисел и проиллюстрирована инвари-

антность кинематических матричных систем. 
2. Рассмотрена кинематика дифференциалов в точках зацепления сателлитов с сол-

нечной и коронной шестернями, и построена универсальная матричная методика расчета 
трёхзвенных дифференциальных механизмов.  
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