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УДК 539.2:536.423 

ПРИМЕНЕНИЕ  ТРЁХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО  ПОТЕЦИАЛА 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  В  СТАТИСТИЧЕСКОЙ  МОДЕЛИ  ЖИДКОГО 

СОСТОЯНИЯ 

 

Локтионов И.К.,  Гусар Г.А.,  Шевченко Т.С. 

Донецкий национальный технический университет 

 

Показано, що для парного трьохпараметричного потенціалу взаємодії 

виконується закон відповідних станів, а знайдені термодинамічні властивості 

системи не залежать явно від параметрів потенціалу, але є функціями від деякої  

їх  комбінації. Проведено порівняння отриманих результатів з відомими 

експериментальними даними. 

В работе [1]  рассмотрены некоторые термодинамические свойства 

систем с простейшими парными, в том числе, отталкивательными потенциалами 

взаимодействия и получены, по нашему мнению, обнадёживающие результаты. 

Это обстоятельство стимулировало дальнейшие исследования однокомпонентных 

систем в направлении поиска и  использования «реальных» потенциалов в рамках 

подхода предложенного в [2].  При изучении термодинамики системы желательно 

получить теоретически  обоснованное аналитическое уравнение состояния в 

замкнутой, удобной для последующих применений форме. В нашем подходе 

получение такого уравнения связано с определёнными существенными 

ограничениями при выборе модельного потенциала  взаимодействия.   

Потенциал должен быть устойчивым, обладать свойствами «реальных» 

потенциалов, иметь фурье-образ, интегрирование с которым, как будет видно 

ниже, может быть выполнено до конца, т.е. не прибегая к каким-либо 

приближениям. Среди всех модельных аппроксимаций потенциалов мы 

остановимся  на следующем потенциале  
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который при определенном  выборе неотрицательных параметров BAa ,,  имеют 

потенциальную яму, отталкивательный характер на малых расстояниях и 

притягивающий на «больших» (предложенный нами потенциал не является, 

конечно, дальнодействующим, а его отталкивание не достаточно интенсивно). 

Для потенциала  (1) наличие указанных свойств, а также положительность его 

фурье-образа    
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обеспечивается  выполнением неравенства 10 2  AaB , ( 0,0  BA , 

0a ), 
2aAw  ,  1d .  

Потенциал (1) будет приводить к правильному термодинамическому поведению 

системы (плотность числа частиц constVNn  , при VN, ), если 

взаимодействие удовлетворяет условиям быстрого убывания и устойчивости [3,4]. 

Оба условия для потенциала (1) выполняются.  

Помимо перечисленных качеств потенциал (1) интересен ещё и тем, что 

для него можно найти аналитические зависимости глубины потенциальной ямы, 

точки  минимума и нуля потенциала  от  его параметров: нуль,  точка  минимума  

и минимум  потенциала  соответственно равны   

                                   aR 20  ,      aRm 211  ,                         (3) 

минимум потенциала         
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 Теоретические предпосылки,  на которых основаны дальнейшие расчёты, 

подробно изложены в работе [2]. Было показано, что конфигурационный интеграл 

системы N  частиц, размещенных в объёме V  и взаимодействующих 

посредством парного центрального потенциала  rv


 с фурье-образом )(~ kv , 

преобразуется к интегралу типа Лапласа. Оценка полученного интеграла с учётом 

квадратичных членов разложения была выполнена методом перевала. В 

результате для свободной энергии Гельмгольца  получено  выражение    

    
 

  


 )(~)(~1ln
22

0~

2 3

32

kvnkvn
kdV

v
Vn

FF id 


,          (5) 

где TkB1  — обратная температура, Bk  — постоянная Больцмана,   — 

область определения функции )(~ kv ,   3ln  nTNkF Bid , 

Tkmh B02   — тепловая длина волны де Бройля,  h — постоянная 

Планка, 0m  — масса частицы.  

Заметим, что при больших k  подынтегральная функция в (5)  

    2)(~21)(~)(~1ln kvnkvnkvn   , поэтому сходимость интеграла 



обеспечивается, если 
231)(~ kkv  , т.е. показатель степени k  должен быть не 

менее 23 . Этому условию удовлетворяют модельный потенциал  (1).  

Проинтегрируем (5)  с  фурье-образом   (2),   
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где  )(22)( xqxxQQ  ,   xdxqq  1)( ,  wnx  . 

Уравнение состояния имеет вид     
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 где   )()(3)(2)( 3 xQxqxQxJ  

                   )()()()()()(3 1

2

11 xQxQxqxQxQxqx  ,   

величины )(2)(1 xqdxq  ,   )(2)(21)( 11 xQxqxQ   связаны с 

производными )(),( xQxq  по  n .         

Параметры потенциала (1) можно установить, принимая во внимание определение 

критического состояния      0,0 22 
cc

nPnP .   Индекс «с» 

указывает на то, что производные от давления (7) вычисляются в критической 

точке (КТ).  
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где  )()()()(2)()()( 21121 xqxQxQxqxQxqxJ  
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  определяются соответственно вторыми и 

третьими производными от )(),( xQxq  по n .         

Система  (8)  приводится к  однопараметрическому уравнению  относительно 

безразмерной величины wnx ccc  :  

                               0),(),(),( 2

2

1   cccc xJxqxxJ .                            (9) 

Уравнение (9) решено численно. Однако, учитывая асимптотики cx  при 0  

и при 1  можно построить аппроксимационные выражения для cx  

различной точности. Погрешность формулы      12 3

cx  относительно 

численного результата не превышает  3.8%,   а  

     152310 43

cx  - не более 1.8% в интервале  1;0 .  Зависимости 

корня cx  от параметра   представлены на рисунке 1.  

 
Рис.1. Кривая 1 – численный расчёт по уравнению (9); 2 – аппроксимация по формуле 

     12 3

cx ; 3 — аппроксимация по формуле 

     152310 43

cx .    

Чтобы найти параметры BAa ,,  потенциала (1), во-первых, необходимо задать 

значение  1;00   и решив уравнение (9), определить соответствующее 



значение cx . Во-вторых, используя экспериментальные cn  и  cT  - определить 

2

00 aAnxw ccc   . В третьих, разрешив первое уравнение системы (8) 

относительно параметра a ,  вычислить 0a  и waA 2

00  . Наконец, третий 

параметр устанавливается  по  заданному 0 :   
2

0000 aAB  .      

 Прежде чем приступить к расчётам термодинамических характеристик 

системы, укажем на  некоторые интересные свойства потенциала (1). Из первого 

уравнения системы (8)  выразим  параметр  экранирования  

                                                      3
cc nxa  ,                                          (10) 

где  
 
 

0
4

31

1

2

2
















cc

c

c
xJx

xq
x


,  т.к.   01 cxJ  и подставим  в  формулы 

(3)  для 0R  и mR :     
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Увеличение 0R  и mR  с уменьшением критической плотности характерно для 

нейтральных жидкостей, в частности, для инертных газов.  С помощью (10) 

найдем  произведение    cBcc TkxxAa 3 ,  после подстановки которого в (4), 

замечаем, что глубина потенциальной ямы при заданном   пропорциональна 

критической температуре cT  
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«Фактически величина этого минимума 

для всех веществ по порядку величины 

равна cBTk  (более точно она близка к 

cBTk5.1 )»[5]. В нашей модели 

коэффициент  при  cBTk   зависит от    и 

не превышает минимального значения 



2

min 10617.1  , которое достигается при 88.0 . Интересно отметить, 

что одному значению mV  при фиксированной температуре cT  соответствуют два 

различных значения  . Это вытекает из рассмотрения  зависимости   ,  

представленной на рисунке 2. Поэтому существуют две системы частиц с 

потенциалами равной  глубины и одинаковыми cT  и cn ,   но  разными cP   и 0R , 

mR . 

 УС в приведенных переменных cPP , cTT ,  cnn  имеет вид             
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 ,    cccc RTVPZ  .   

Используя (10), заменим cna3
 в  УС  (12)  на  cx3    
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Теперь ясно, что  УС будет иметь один и тот же вид для всех веществ при 

фиксированном  , т.е. принцип соответственных состояний выполняется для 

трёхпараметрического потенциала (1). При этом следует иметь в виду, что 

 cc xx  .   Фактор сжимаемости в КТ является  функцией только   
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Зависимость фактора сжимаемости от   представлена на рисунке 2.     Из  (14) 

следует,  что выбор значения 0   для  расчетов свойств вещества можно 

осуществлять на основании экспериментального значения cZ .  Дальнейшее 

использование  значения 0  описывается  в представленной выше процедуре. 



 
Рис.3. Кривая 1 — результаты численного расчёта по уравнению (9); 2 — аппроксимация по формуле 

     12 3

cx ; 3 — аппроксимация по формуле 

     152310 43

cx .    

Для определения параметров потенциала цезия использованы координаты 

критической точки [6] KTc 1924 ,  

ПаPc

5105.92  ,
3379 мкгс  (

32710717.1  мMNn Acc  ), при 

этом 203.0cZ , 965.0  и 296.32cx . Молярная масса цезия 

молькгM 1329.0 .   Получены следующие значения параметров потенциала 

взаимодействия (1) для цезия 
1910011.1  мa , мДжA  2810105.5 , мДжB 1010035.5  . 

 С помощью (6), используя известные термодинамические соотношения, 

легко найти выражения для энтропии, энтальпии, теплоёмкости и других 

экспериментально наблюдаемых величин.  Удельные  энтропия,  энтальпия  и  

теплоёмкость вычислены для пара цезия и сравниваются с соответствующими 

экспериментальными  величинами при ПаP 5106  .  Удельная величина  

.уделX  связана с молярной величиной MX  соотношением MXX M

удел .
.    

На рисунках 3,4,5,7 представлены две кривые зависимости удельных величин от 

температуры.  Кривая 1 — эксперимент [7],  кривая 2 — расчёт.   

Молярная  энтропия   имеет  вид  
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, cBc Tkmh 02  , 0m  — масса атома 

цезия,  функция  ,J  определена  после формулы  (7).  Подчеркнём, что 

индивидуальность вещества содержится  только  в  идеальной  части  энтропии. 



Результаты вычисления энтропии дублировались расчётами по формуле, 

получаемой с помощью УС  
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Рис. 4.  Зависимость удельной энтропии от температуры. 

Молярная изобарная теплоёмкость вычисляется по формуле  
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Рис. 5.  Зависимость удельной изобарной  теплоёмкости от температуры. 

 



 

Рис. 5. Температурные зависимости мольных долей 1,2 XX  двухатомного и одноатомного 

компонентов паров цезия по данным [7]  при  ПаP 5106  . 

 

Рассматривая рис.5., заметим, что при KT 2000  распад двухатомных 

комплексов (появление дополнительных степеней свободы) происходит более 

интенсивно, чем при температурах выше K2000 . Об этом можно судить по 

более крутому наклону кривой  TX 2  при KT 2000 . Поэтому можно было 

бы ожидать, что значительные отклонения от экспериментальной теплоемкости 

должны наблюдаться  при температурах KT 2000 , а не при KT 2000 . 

Однако возникает  совершенно противоположная картина, которая  к настоящему 

времени  не нашла  разумных  доводов, её объясняющих.  

Те же результаты по изобарной теплоёмкости можно получить несколько иначе, 

прибегнув к формуле,  получаемой  из  УС при constP    
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.    Заметим, что ни  энтропия,  ни  изобарная теплоемкость, 

как и следующие две величины не зависят явно от  параметров  BAa ,, ,  и  кроме 

того изохорная теплоемкость  не зависит от координат КТ.  

 Молярная энтальпия  PVUH   вычисляется  с помощью внутренней 

энергии   
V

TFTFU  ,   выражение для которой  в случае потенциала  

(1)  можно записать в форме 
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Рис. 6. Зависимость удельной энтальпии  от температуры. 
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— производная по удельному объёму 1v ,  
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Рис. 7.  Зависимость скорости  звука  от температуры. 

 

Для расчёта всех представленных выше  величин требуется  знание плотности 

вещества в некотором термодинамическом состоянии.  Плотность   при 

температуре cTT  и давлении cPP  определяется  решением 

уравнения    0,   . 

Система  уравнений, описывающая  равновесие сосуществующих фаз  и  

устанавливающая связь их плотностей l  и g  с температурой    
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не содержит явно ни критических параметров, ни параметров потенциала 

взаимодействия (присутствует только их комбинация в виде безразмерного  ), 

поэтому её решения  l  и g  зависит только от   и  .  Это означает, что при 

фиксированном     линии сосуществующих фаз для разных веществ с 

одинаковыми  cZ  совпадают, как это и должно быть в случае выполнения закона  

соответственных состояний.  Что неудивительно,  если принять во внимание  

выражение для химического потенциала системы    
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где   ,qq  ,   ,11 qq  ,    ,QQ  ,   ,11 QQ  . 

Плотности  сосуществующих фаз l  и g  могут быть использованы для расчета 

термодинамических свойств  на  линии насыщения.  

  Отметим, что расчёт теплофизических свойств жидких металлов помимо 

академического, имеет важное практическое значение, поскольку они 

используются как теплоносители первого контура   реактора  на быстрых 

нейтронах, и как рабочее тело ядерной энергетической установки, выполненной 

по схеме с бинарным циклом. Преимущества жидких металлов по сравнению с 

водой составляют высокая температура кипения, низкое давление насыщенных 

паров, высокая радиационная и термическая стойкость, высокая 

теплопроводность, обеспечивающая интенсивную теплоотдачу. К недостаткам 

следует отнести невысокую теплоемкость (кроме лития) и высокую для щелочных 

металлов химическую активность по отношению к воде и воздуху. 
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