
Міністерство  освіти  і  науки, молоді та спорту України 

Донецький національний технічний університет 

 

 

Кафедра "Вища математика" 

 

 

 

 

 

 

 

Збірник науково-методичних робіт 

 

 
Випуск  7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Донецьк -2011 

   

 



УДК  5:371.214.114, 621.923, 517.95(09), 531.18, 915.77.54, 531.38, 517.9, 

          517, 518, 531, 517.8, 539.5, 517.926. 

 

 

Рекомендовано до друку Радою Донецького Національного технічного 

університету   

Протокол  № 5    від    20.05.2011 р.  

 

 

 

Збірник науково-методичних робіт. - Вип. 7. - Донецьк: ДонНТУ, 2011. –353 c.  

 

 В збірнику представлено деякі проблеми та аспекти викладання вищої 

математики у техничному вузі, також різні напрямки застосування математичних 

методів до розв’зання інженерних задач, а саме, задач механіки твердого тіла, 

фізики магнітних явищ, статистичної фізики та інших.  

 Науково-методичні роботи є узагальненням досвіду викладачів кафедри 

по удосконалюванню математичної підготовки спеціалістів.  

 

 

 

 

 

 Видання розраховано на широке коло наукових робітників, а також 

аспірантів та студентів старших курсів техничніх університетів. 

  

 

 

Редакційна колегія:  проф. Улiтін Г.М. -  редактор,  проф. Петренко О.Д.,  проф. 

Лесіна М.Ю,   проф. Косолапов Ю.Ф., проф. Скафа О.І., доц. Евсеева О.Г. , 

ст. викл. Локтионов И.К.  

  

 

Адреса редакційної колегії :  Україна, 83050, м. Донецьк, вул. Артема, 96, 

ДонНТУ,  3-й учбовий корпус,  кафедра "Вища математика",  тел. (062) 3010901. 

 

 

 

 

 Донецький Національний технічний університет, 2011 р.  

 

 

 

 

 



УДК 539.2:536.423 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ  МОДЕЛЬ  МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ  ЖИДКОСТИ С 

ДВУХПАРМЕТРИЧЕСКИМИ ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ ПОТЕНЦИАЛАМИ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

 

Локтионов И.К., Шевченко Т.С. 

Донецкий национальный технический университет 

 

Для опису  теплофізичних властивостей рідких металів застосовуються 

осцилюючі потенціали взаємодії. Отримані рівняння стану і співвідношення, що 

зв'язують критичні параметри модельних систем з параметрами потенціалів. 

Виконано порівняння  температурних залежностей ентропії і ізобарної 

теплоємності з відповідними експериментальними результатами. 

Прямая задача статистической физики состоит, как известно, в 

определении теплофизических свойств веществ на основе имеющейся 

информации о силах взаимодействия между частицами  вещества.  

Цель настоящей работы заключается в установлении функциональных 

зависимостей между измеряемыми свойствами щелочных металлов и 

микроскопическими параметрами  потенциалов взаимодействия.  Одним из 

последовательных подходов к решению этой задачи является подход Гиббса, для 

реализации которого необходимо вычислить конфигурационный интеграл 

системы  частиц, зависящий, как известно, от  межчастичного потенциала. 

Стартовой позицией для всех расчётов является полученное в [1] 

выражение для свободной энергии однокомпонентной системы N  размещенных 

в объеме  V  и взаимодействующих посредством парного центрального 

потенциала  rv
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где TkB1  – обратная температура, Bk  – постоянная Больцмана, 

VNn  – плотность числа частиц, )(~),( kvrv  – парный центральный 

потенциал взаимодействия и его фурье-образ, соответственно,   – область 

определения  функции )(~ kv , )0(0 vv   – значение потенциала при 0r , 

)0(~vw   – значение фурье-образа при 0k ,  3ln  nTNkF Bid ,  

Tkmh B 2 – длина волны де Бройля, h  – постоянная Планка,  m  – 

масса частицы.  Выражение (1) позволяет получить с помощью стандартных 

соотношений термодинамики все искомые характеристики (свойства) системы.  

 Расчёты парных взаимодействий жидких металлов, выполненные 

Харрисоном [2] показывают, что в качестве  потенциалов парных взаимодействий 

могут служить  осциллирующие потенциалы. Поэтому для дальнейших расчетов 



мы будем использовать следующие двухпараметрические осциллирующие 

потенциалы  вида 
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 где aA,  - положительные параметры потенциалов. Для каждого из потенциалов 

(2) и (4) приводятся соответствующие им фурье-образы (3) и (5). 

Задание аналитической формы потенциалов позволяет установить связь 

некоторых свойств щелочных металлов с параметрами потенциалов  

взаимодействия (2), (4) и является достаточным для сравнения теплофизических 

характеристик с экспериментальными данными, поскольку в силу принципа 

соответственных состояний молярные свойства не зависят, как это будет показано 

ниже, от параметров потенциалов. Однако вычисление числовых значений 

параметров a  и A  представляет интерес для сопоставления модельных 

потенциалов (2), (4) с другими потенциалами, используемыми в расчётах 

термодинамических свойств жидких металлов. 

 Различные способы нахождения a  и A  используют  соотношения, 

связывающие эти параметры с измеряемыми на опыте величинами. Один из них, 

требующий минимальной экспериментальной информации, основан на 

определении критической точки (КТ), в которой выполняются условия    

                                   0,0 22 
TT

nPnP ,                                (6) 

где P  — давление, вычисляемое через свободную энергию F :   
T

VFP  .  

Отсюда найдём уравнение состояния (УС) 
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Интегрирование (7) по k  с фурье-образами (3) и (5) приводит к следующим УС 
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здесь wnx  , xxq  1)( ,   



Система (6) сводится к одному уравнению делением первого уравнения на второе 

и в случае потенциалов (2), (4) имеет точное (и  единственное) решение     

    3149
59250 cna  , ccc nxaA 4 , 54 wnx ccc  ,        (10)                                       

    3125
35108 cna  ,  ccc nxaA 6 ,   32 wnx ccc  .         (11)  

Таким образом,  для получения числовых значений a  и A  нужно использовать 

только экспериментальные значения плотности и температуры в КТ. Следующая 

таблица содержит значения параметров a  и A , а так же расчётные значения 
.теор

сP   для пяти щелочных металлов.   

Таблица. Параметры осциллирующих потенциалов (2), (4) 

 Li Na K Rb Cs 

KTc ,  3610 2656 2305 2017 1924 

3, мкгc  100 196 189 292 379 

MПаP эксп

c ,.  71 37.3 19.8 12.45 9.25 

молькгM 310, 
 6.94 22.99 39.10 85.47 132.91 

мa 110, 10
       (2) 1.934 1.624 1.434 1.197 1.127 

мДжA 810, 
(2) 64.290 39.709 28.523 22.234 19.968 

MПаPтеор

c ,.      (2) 118.460 51.565 25.373 15.696 12.495 

мa 110, 10
        (4) 2.193 1.842 1.524 1.359 1.279 

31310, мДжA (4) 42.686 18.582 9.143 5.656 4.503 

MПаPтеор

c ,.       (4) 118.877 51.748 25.463 15.752 12.539 

Экспериментальные данные по давлению, температуре и плотности  для  Li, Na, K 

заимствованы из [3], а для  Rb и Cs из [4]. 

 
Рис.1. Потенциальные кривые, построенные для потенциала (2) с параметрами из таблицы.  

Очевидно, что глубина потенциальной ямы увеличивается с ростом критической 

температуры, при этом точка минимума смещается влево с уменьшением 

критической плотности. Аналогичная картина наблюдается и в случае потенциала 



(4). Взаимное расположение кривых с характерным изменением минимума в 

зависимости от cT  и точки минимума — от cn   наблюдается и на рисунке 2, на 

котором представлены потенциалы Морзе [5], параметры которых рассчитаны с 

использованием кристаллических свойств  щелочных металлов (литий 

отсутствует в этом списке). 

 

 
Рис.2. Потенциальные кривые, построенные для потенциала Морзе по данным  [5] . 

 

Соотношения (10) и (11) позволяют привести УС (8) и (9) к безразмерной форме 

(порядок записи уравнений соответствует порядку введения потенциалов в 

статье) 
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где cTT , cnn , cPP —приведенные температура, плотность и 

давление,  cxq  1),( . Изотермы, построенные в приведенных 

координатах    имеют характерные ван дер ваальсовы петли, что 

свидетельствует о происходящем в системе фазовом переходе 1-го рода 

(изотермы здесь не представлены в силу широчайшей известности их вида).   

 Плотности сосуществующих фаз определяются из условий равенства 

давлений и химических потенциалов, т.е. из решения системы нелинейных 

уравнений  

                             ,,;,, 2121  ,                         (12) 

Химический потенциал   и свободная энергия F  системы связаны 

соотношением 
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Для модельных потенциалов (2), (4) замкнутые выражения   химических 

потенциалов найдем путем вычисления  интеграла по k  в (13)  с  фурье-образами  

(3) и (5): 
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Эти формулы сохраняют особенности, присущие конкретному веществу  в  виде  

c ,  cn   и   . 

Система (12) решена численно. Результаты решения в виде линий 

сосуществующих фаз в координатах    представлены на рисунке 3.  

 

 
Рис.3. Линия 1 - расчёт для потенциала ОСЦ-4 (2); линия 2 - расчет для потенциала ОСЦ-6 

(4); кривые 3 и 4 построены по экспериментальным данным [4] для цезия и рубидия 

соответственно.   

Молярная энтропия S  в рамках рассматриваемого подхода вычисляется 

по формуле  

   




















 )(~1ln)(~1ln

)2(2 3

3

kvn
n

nkvn
kdR

S
T

F
S id 


,       (14) 

где 















 3

23
ln

2

5
ccid nRS 




, 

cB

c
Tkm

h




2
 , Ab NkR  - 

универсальная газовая постоянная,  AN  – число Авогадро, h — постоянная 

Планка, m — масса частицы. Очевидно, что давление (7) и энтропия (14) 

определяются одинаковыми интегралами по k , поэтому энтропия в моделях с 

потенциалами (2) и (4) соответственно будет иметь вид  
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Для  определения значения изобарной теплоемкости PC  при температуре 

cTT  и давлении cPP  по формулам 
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между молярной и удельной теплоёмкостями определяется равенством  

MCC M

P

óäåëüí

P .
), необходимо найти  плотность cnn . Искомая  

плотность  дается  решением  уравнения  

                                0,  , 

где   ,  — одно из УС  для потенциала (2) или (4). Здесь необходимо 

упомянуть о том, что   используется также и в расчётах  энтропии.              

Нахождение изобарной теплоёмкости, как видно, связано, во-первых, с 

вычислением конфигурационной части 
M

VC  т.е. интеграла по k  с фурье-образом 

(2) или (4) и, во-вторых,  с дифференцированием соответствующего УС по   и 

 1 . Ниже приводятся результаты этой рутинной работы в виде вполне 

обозримых  формул.  Для потенциала ОСЦ-4 (2): 
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Для ОСЦ-6 (4):   
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Заметим, что эти формулы не содержат индивидуальных параметров вещества, а 

входящие в них величины определены выше. 

 

 

На рисунке 4. представлены теоретические зависимости  TC p  при 

МПаP 1  — кривые 1,2, построенные для систем с потенциалами (2) и (4) с 

параметрами для цезия (см. табл.); кривая 3 – экспериментальные данные по 

цезию [6]  при давлении МПаP 1 .  

На рисунке 5. кривые 1,2 и 3 представляют теоретические для 

потенциалов (2) и (4)  и  экспериментальную зависимости энтропии  TS  цезия 

при МПаP 1  соответственно. На  рисунках  4  и  5  экспериментальные точки 

соединены плавной линией 3.  Все кривые построены в диапазане температур от  

1200 К  до 3000 К с шагом  100 К.  

Следует отметить, подобная картина поведения   TC p  и  TS  цезия 

наблюдается и при давлениях МПаP 1 . Аналогичные расчёты были 

выполнены и для рубидия. Сравнительный анализ расчётов для Cs  и Rb  в 

указанных на рисунках диапазонах температур не позволил обнаружить какие-

либо  качественные преимущества расчётов для Cs  и Rb   при сопоставлении с 

экспериментальными данными. Количественные отличия не имеют 

принципиального значения.  
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