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Статтю присвячено питанням існування умовних екстремумів 

та порівняльному аналізу відповідних методів. 
Мы говорили [1, 2] о методике изучения общей задачи на уcлов-

ный экстремум в терминах функции Лагранжа и, для установления 
достаточных условий, - матрицы Гессе. Скажем несколько слов о ра-
боте с матрицей Гессе в условиях простейшей задачи на условный екс-
тремум 

    0,;,  yxyxfz  . 

Если  000 ,, yx  - стационарная точка функции Лагранжа   

          ,0,,,,,,, 00
2

00
2  yxyxyxyxfyxL yx   

то для установления существования в этой точке условного экстрему-
ма используют две формы матрицы Гессе - 

 
   

     
     











































00000000

00000000

0000

000

,,,,,
,,,,,

,,0
,,

yxLyxLyx
yxLyxLyx

yxyx

LLL
LLL
LLL

yxH

yyyxy

xyxxx

yx

yyyxy

xyxxx

yx











  

в случае   0, 00
2  yxx  и 
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если     .0,но,0, 00
2

00
2  yxyx yx  В обоих случаях  

;01  02  , 

т.е. первый отличный от нуля главный минор имеет «нужный» знак 
 11 . Если теперь 

03   или 03  , 

то на основании общей теории имеем в точке  00; yx  соответственно 
условный минимум или максимум [1, 2]. Отметим, что в книге [3] на-
личие условного экстремума ставится в зависимость от знака одного 
только определителя 
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без указания на условие   0, 00
2  yxx . В нашей терминологии это оз-

начает использование только первой формы матрицы Гессе, а этого, 
как мы видели, недостаточно.  

В качестве примера рассмотрим задачу: 

  22, yxyxf  ,   4,4 2222  yxyxyx  . 
Стационарными точками функции Лагранжа 

       4,,,, 2222  yxyxyxyxfyxL   
являются здесь две пары 

       
       .2;0;1;;;2;0;1;;

;0;2;1;;;0;2;1;;

444333

222111




yxyx
yxyx




 

Для каждой пары имеем соответственно 
        .02,0,,02,0;00,2  yjjyxx yx   

Поэтому для первой пары мы берем первую форму матрицы Гессе, а 
для второй – другую, именно 

  ;2,1,
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Для точек  0;2;1  и  0;2;1   имеем соответственно 

    ;2,1,064
400

004
040

0,2,1,, 33 





 iyx iii   

Для другой пары точек  2;0;1 ,  2;0;1   аналогично 03  .  

Следовательно, данная функция имеет условный максимум 4 в 
точках  0;2 , и условный минимум 4 в точках  2;0  . 



Если бы при решении задачи мы исходили из сказанного в [3], 
то не смогли бы довести исследование до конца.  

Разговор о достаточных условиях существования условного экс-
тремума в стационарных точках функции Лагранжа мы начали в тер-
минах матрицы Гессе ввиду достаточной прозрачности используемых 
здесь процедур. Но нельзя не отметить, что привлечение матрицы свя-
зано с необходимостью достаточно громоздкой вычислительной рабо-
ты. Так, в приведенной нами задаче на екстремум функции трех пере-
менных с двумя наложенными связями нужно было вычислять опреде-
лители до пятого порядка включительно. И хотя их вычисление можно 
поручить одной из математических программ (Maple, MathCad и пр.), 
интересно рассмотреть и другие подходы, не основанные, по крайней 
мере изначально, на матрице Гессе.  

Обратимся прежде всего к методу, основанному на исследова-
нии знака дифференциала второго порядка функции Лагранжа в ее 
стационарной точке [4, 5, 6]. Позже мы скажем несколько слов и еще 
об одном подходе. 

Пусть  
 ,, 00 x     01000100 ,...,,,..., nk xxx    

- стационарная точка функции Лагранжа в общей задаче на условный 
екстремум. Возьмем сначала частный (по пространственным перемен-
ным nxx ,...,1 ) дифференциал второго порядка функции в точке 0x , то 

есть 
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1,

0000
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n

ji
jixxx dxdxxLxLd
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                             (*) 

Необходимо учесть заданные связи   0xi , .,1 ki  Для этого фигу-

рирующие в них функции заменяем значениями их дифференциалов в 
точке 0x , 
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и получаем систему линейных уравнений относительно дифференциа-
лов .,...,1 ndxdx Ранг матрицы значений производных   ji xx  0 пред- 

полагается равным ,k а поэтому k дифференциалов idx можно выра-

зить через остальные ,kn  которые являются независимыми. Заменяя 



в (*) найденные дифференциалы их значениями, представляем второй 
дифференциал функции Лагранжа в точке  00 , x  в виде квадратичной 

формы от kn  независимых дифференциалов. Например, если первые 
дифференциалы выражены через nk dxdx ,...,1 , то получаем форму вида 
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В случае ее положительной (отрицательной) определенности функция 
имеет в точке 0x  условный минимум (максимум).  

В качестве примера рассмотрим задачу  

  22, yxyxf  , 422  yx . 
Стационарными точками функции Лагранжа здесь, как мы знаем, яв-
ляются  0;2;1   при 1 и  2;0;1   при 1 . Частный диффе-

ренциал второго порядка функции Лагранжа по yx,  равен 

      222 2222,, dydxyxLdxy   . 

Уравнение связи после дифференцирования 
.022  ydyxdx  

Для первых двух стационарных точек имеем 

  ,40,2,1 22 dyLdxy   

а из уравнения связи получаем в точках  0,2  

  .0,04,00222  dxdxdydx  

Таким образом, дифференциал  0,2,12 Ld xy , содержащий, на 

основании заданной связи между yx, , только ,dy  отрицателен для 

всех значений dy , кроме 0dy . Следовательно, в точках  0;2  дан-
ная функция имеет условный максимум. 

Аналогично для точек  2;0   

    ,0,02202,42,0,1 22  dydydxdxLdxy  

дифференциал  2,0,12 Ld xy  положителен для всех значений ,dx кроме 

,0dx и данная функция имеет в точках  2;0   условный минимум. 



Мы получили тот же результат, что и выше, но формально более 
простым способом (формально потому, что мы, например, ничего не 
говорили о связи между дифференциалом второго порядка функции 
Лагранжа и условном экстремуме функции, а аккуратный разговор об 
этом, как мы знаем, совсем непрост). 

Применим такой же метод к решению ранее рассмотренной за-
даче на условный экстремум функции xyzu  при двух условиях (свя-

зях) .8,5  zxyzxyzyx Мы уже знаем стационарные точки 
функции Лагранжа 

     85,,,, 21221121  zxyzxyzyxxyzfzyxL  ,  

которые полезно разделить на две таких группы: 
 ,1,2,2,2,4      ,2,2,1,2,4      2,1,2,2,4  ; 
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Частный дифференциал функции Лагранжа по переменным zyx ,,  

          ,222,,,, 22221
22 dydzxdxdzydxdyzzyxLdPLd xyzxyz  

наложенные связи (после их дифференцирования) дают  
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Для точки  ,1,2,2,2,4   имеем 
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dxdyPLd xyzxyz  

Аналогично для точек  ,2,2,1,2,4   2,1,2,2,4   получаем соответст-
венно 
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Следовательно, данная функция имеет условный минимум в точках 
     .2,1,2,2,2,1,1,2,2  Аналогично доказываем, что в других точках 

     34,37,34,34,34,37,37,34,34 имеем условный максимум. 
Конечно, в других задачах дифференциал второго порядка фун-

кции Лагранжа может оказаться более сложным, и тогда мы определя-



ем его знак с помощью критерия положительной (отрицательной) оп-
ределенности квадратичной формы от независимых дифференциалов 
независимых переменных (формально – по знакам главных миноров 
соответствующей матрицы). Так, в задаче 

 zyxzyxu ,sinsinsin  

(задача о максимальной сумме синусов внутренних углов треугольни-
ка) частный дифференциал функции Лагранжа 

     zyxzyxzyxL sinsinsin,,,  
в стационарной точке    3,3,3,21,,, 0000  zyx  (с учетом 
связи dydxdz  ) равен 

  222 3333,3,3,21 dydxdydxLdxyz    

и принимает (при 022  dydx ) только отрицательные значения. Дей-
ствительно, для соответствующей матрицы  















323
233A  

(матрицы квадратичной формы, матрицы Гессе) имеем 0,0 21  , 
и в точке  3,3,3   достигается условный максимум. 

Мы считаем полезным обратить внимание студентов на сущест-
вование еще одного способа решения задач на условный экстремум 
(см., например, [5, 6]), применимого к большой группе интересных за-
дач, в том числе ко всем задачам, разработанным на кафедре высшей 
математики ДонНТУ в качестве индивидуального задания. Здесь не 
используются ни матрица Гессе, ни второй дифференциал функции 
Лагранжа.  

Так, в уже рассмотренной задаче 
  22, yxyxf  , 422  yx  

мы можем, после записи известных уравнений 
    022,,,022,,  yyyxLxxyxL yx  , 

сложить первое, умноженное на ,x со вторым, умноженным на .y Полу-
чим 

      ,4,,022 2222222222   yxyxyxyxyx  
  4, yxf . 

Так как мы уже знаем, что 1,1 21   , то сразу получаем значения 
условных максимума и минимума (4 и 4 ) в точках  0;2  и  2;0   
соответственно. 



В связи с излагаемым методом представляет интерес случай, ко-
гда функция Лагранжа имеет единственную стационарную точку. О 
характере возникающих здесь трудностей и путях их разрешения мож-
но судить по следующей задаче. Другая задача подобного рода рассмо-
трена в книге [5] (см. также [7, №№ 3672-3674]). 

Докажем, что среднее арифметическое трех неотрицательных 
чисел не меньше их среднего геометрического, 

                                                ,
3

3 xyzzyx


                                       ( * )  

причем равенство возможно тогда и только тогда, если эти числа рав-
ны (для произвольного количества положительных чисел рассуждения 
проводятся аналогично). 

Для этого рассмотрим задачу на условный экстремум функции 

  3,, xyzzyxfu  при условии ,Czyx  где 0C . 

Частные производные функции Лагранжа здесь равны 

                        ,03,,, 3 2 




  xyzyzzyxLx                            ( а ) 

                     ,03,,, 3 2 




  xyzxzzyxLy                        ( б ) 

                       .03,,, 3 2 




  xyzxyzyxLz                      ( в ) 

Сумма уравнений (а), (б), (в), предварительно умноженных на zyx ,,  
соответственно, дает  

   3,, xyzzyxfu  

Решая систему уравнений (а-в) с учетом условия Czyx  , получа-

ем стационарную точку функции Лагранжа  .3,3,3,3 CCCC  Функ-

ция  zyxfu ,, имеет в точке  3,3,3 CCC значение 30 C . Бу-
дучи непрерывной в замкнутой ограниченной области (треугольнике, 
который образуется пересечением плоскости Czyx  с коорди-
натными плоскостями и который лежит в первом октанте), функция 
достигает в ней наибольшего и наименьшего значений - 30 C  в    
стационарной точке и нуля на границе. Следовательно, неравенство (*) 
справедливо в плоскости Czyx  , 



,
3

,
33

33 xyzzyxzyxCxyz 


  

а ввиду произвольности C - во всем первом октанте.  
Таким образом, мы вкратце рассмотрели три основных способа 

решения задач на условный экстремум. Конечно, студенту полезно 
знать их все, и тогда он может в зависимости от ситуации выбрать 
наиболее подходящий способ. Например, рассмотренную выше задачу 
на условный экстремум функции xyzu  с двумя наложенными связя-
ми проще решать с помощью исследования второго дифференциала 
функции Лагранжа. Задачу на нахождение максимума суммы синусов 
внутренних углов треугольника можно достаточно просто решить с 
помощью как матрицы Гессе, так и дифференциала второго порядка 
функции Лагранжа. Но ни одну из этих двух задач нельзя решать с 
помощью третьего метода. С другой стороны мы видели, что возмож-
ность воспользоваться последним позволяет избежать громоздких по-
строений первых двух методов. Чем большим арсеналом подходов 
владеешь, тем лучше. И это, конечно, относится не только к методам 
решения задач на условный экстремум.  

В дальнейшем мы предполагаем заняться локальными экстре-
мумами функций нескольких переменных на базе теории квадратич-
ных форм и теории собственных векторов и собственных значений их 
матриц.  
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