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INTEGRAL CALCULUS 
 

LECTURE NO. 19. PRIMITIVE AND INDEFINITE INTEGRAL 

POINT 1. PRIMITIVE 

POINT 2. INDEFINITE INTEGRAL AND ITS PROPERTIES 

POINT 3. INTEGRATION BY SUBSTITUTION (CHANGE OF A VARI-

ABLE) 

POINT 4. INTEGRATION BY PARTS 

 

POINT 1. PRIMITIVE 
 

The major problem of the differential calculus: to find the derivative  xf   

or the differential    dxxfxdf   of a given function  xf .  

The major problem of the integral calculus is inverse one: to find a function 

 xF knowing its derivative    xfxF   or its differential      dxxfdxxFxdF  . 

Ex. 1. Find the equation of the curve through the point  3;2A  such that at any 

point  yxM ;  of the curve the slope of the tangent is 2x . 

Let  xyy   be a sought equation of the curve. By condition and geometrical 

sense of the derivative   2xxy  . We must find a function  xy  knowing its deriva-

tive 2x . 

It’s obviously that   Cxxy  33  where C is a constant. We can find it from 

the condition   32 y . Hence 

31,323 3  CC . 

Therefore the curve has the equation 

   xxy . 

Def.1. A function  xF  is called a primitive [a primitive function, an antideri-

vative] of a function  xf  on a segment  ba,  if for any  bax ,  the derivative of the 

function  xF  equals  xf , 
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                                                               xfxF                                                    ( 1 ) 

Ex. 2. The function   33xxF  in Ex. 1 is a primitive of the function   2xxf  , 

and functions 

      16sin,5sin,sin 321  xxFxxFxxF  

are primitives of a function   xxf cos  on   ,1  because of for any 1x  

         xfxxFxFxFxxF  cos, 321
2 . 

Theorem 1 (existence of a primitive). If a function  xfy   is continuous one 

on a segment  ba, , then it has a primitive on ba, . 

We’ll prove this theorem later. 

Properties of primitives 

1. If a function  xF  is a primitive of a function  xf , then for any constant C 

the sum   CxF   is also a primitive. 

■Indeed, if    xfxF  , then for any constant C one has 

        xfxfCxFCxF  0 , 

and the function   CxF   is a primitive of the function  .xf ■ 

2. If functions    xFxF 21 ,  be two primitives of a function  xf  on a segment 

 ba, , then they differ only by a constant summand, that is their difference is constant 

one on  ba, , 

     CxFxF 21  const. 

■By condition      xfxFxF  21  and so 

             02121  xfxfxFxFxFxF  

identically on  ba, . By virtue of the corollary from Lagrange theorem (see Lecture 

16, point 2) the difference    xFxF 21   is constant one on  ba, .■ 

Corollary. This latter property permits to obtain the general form of a primi-

tive of a function  :xf  each primitive can be represented in the form of the sum: 

                                                              CxF  ,                                                      ( 2 )   
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5 
where  xF  is some one primitive of  xf  and C is an arbitrary constant.  

Note 1. It can be said that the expression (2) represents the set of all primitives 

of the function  xf . This set is a family of functions depending on one parameter C. 

Note 2. Geometrically, the set of all primitives is that of parallel curves. 

 

POINT 2. INDEFINITE INTEGRAL AND ITS PROPERTIES 
 

Def. 2. The set of all primitives of a function  xf  is called the indefinite in-

tegral of this function and is denoted by a symbol   dxxf . 

On the base of the definition and the Note 1 

                                                         CxFdxxf  ,                                            ( 3 ) 

where  xF  is some primitive of the function  xf  and C is an arbitrary constant. 

Ex. 3. We know that the function   33xxF   is one of primitives of the func-

tion   2xxf  , so 

  Cxdxx 332 . 

In general for each real number 1  a function    11   xxF  is one of 

primitives of a function   xxf  , therefore 

 





1,
1

1





 Cxdxx . 

In particular for 0  one has 

  





Cxxdxxdx
10

10
0 . 

In the case 1  we have a function   xxf 1 with one of primitives   xF  

xln , hence 

  Cx
x

dx ln . 

Def. 3. Finding the indefinite integral of a function  xf  (or finding its primi-
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tive) is called integration of  xf . To integrate a function means to find its indefi-

nite integral (or its primitive). 

Def. 4. The symbol ∫ is called the integral sign;  xf  is called the integrand (or 

the function under the integral sign, the function to be integrated);  dxxf  the inte-

grand (or the expression to be integrated, the expression under the integral sign, the 

element of integration, the integration element), x the variable of integration, C the 

constant of integration. 

On the base of the definition of an indefinite integral and the table of the deri-

vatives we can form the next table. 

Table of simplest indefinite integrals 

1.  





1,
1

1





 Cxdxx ; 

1 a)   ;Cxdx    1 b) ;2  Cx
x

dx      1c)   C
xx

dx 1
2 . 

2.   Cx
x

dx ln . 

3. Cedxe xx  ;       3 a) ,1 Ce
k

dxe kxkx   k - const. 

4. C
a

adxa
x

x  ln
;     4 a)  ,

ln
C

ak
adxa

x
kx   k - const. 

5.   Cxxdx sincos ;     5a)   Cax
a

axdx sin1cos , a - const. 

6.   Cxxdx cossin ;  6a)   Cax
a

axdx cos1sin  , a - const. 

7.   CtgxCx
x

dx tan
cos2 .              8.   CctgxCx

x
dx cot

sin 2 . 

9. CarctgxCx
x

dx


 arctan
12  10. C

a
xarctg

a
C

a
x

aax
dx




1arctan1
22  

11.  


Cx
x

dx arcsin
1 2

.                     12.  


C
a
x

xa
dx arcsin

22
. 

13. C
ax
ax

aax
dx






 ln

2
1

22  formula of a high logarithm. 

14.  


Caxx
ax

dx 2
2

ln  formula of a long logarithm. 
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It's useful to take into account the next integrales in applications 

15. Caxxaaxxdxax  222 ln
22

. 

16.   C
a
xaxaxdxxa arcsin

22

2
2222 . 

17.   C
ba

bxabxbebxdxe
ax

ax 



 22
cossincos . 

18.   C
ba

bxbbxaebxdxe
ax

ax 



 22
cossinsin . 

19. CxCshxxchxdx   sinhcosh . 

20.  CxCchxxshxdx   coshsinh . 

21.     CxCthx
x

dx
xch

dx tanh
cosh22 . 

22.    CxCcthx
x

dx
xsh

dx coth
sinh 22 . 

The formulas 1 – 12, 19 - 22 are evident. The rest of formulas will be proved 

below (or can be directly checked by differentiation). All integrals of the table are 

called those tabular. 

Properties of indefinite integral 

1. The derivative (the differential) of an indefinite integral is equal to the func-

tion (corr. to the expression) under the integral sign: 

         dxxfdxxfdxfdxxf 


 , . 

■                  dxxfdxdxxfdxxfdxfxFCxFdxxf 





 , ■ 

Corollary. Correctness of integration can be tested by differentiation. 

2. The indefinite integral of the derivative (of the differential) of a function 

equals the sum of this function and an arbitrary constant: 

      CxFxdFdxxF   . 

Corollary. A function can be recovered from its derivative or differential with 

accuracy to an additive constant. 

Ex. 4. Cxdx  . 
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3 (additivity). The indefinite integral of an algebraic sum of a finite number of 

functions equals the sum of their integrals, in particular 

           dxxgdxxfdxxgxf . 

■It’s sufficient to prove that the derivatives of the left and right sides of the 

equality are equal. But by the property 1 

         

              .

,

xgxfdxxgdxxfdxxgdxxf

xgxfdxxgxf


















 ■ 

4 (homogeneity). A constant factor can be taken out of the integral sign: 

     dxxfkdxxkfconstk , . 

Prove the property yourselves. 

Corollary 1 (linearity). For any functions    xgxf ,  and constants lk ,  

          dxxgldxxfkdxxglxfk . 

Corollary 2. On the base of the linear property and the table of simplest inte-

grals one often can fulfil so-called direct integration.  

Ex. 5.   









  2222 253625

1
25362525362536 x

dx
x

dx
x

dx
x

dx   

 
CxCx

x
dx




  6
5arctan

30
1

56
arctan

56
1

25
1

5625
1

22 . 

Ex. 6.     






 2222

151315
1

1513151513 x

dx
x

dx
x

dx   

CxCx


13
15arcsin

15
1

1513
arcsin

15
1 . 

Ex. 7.  
  




xx
xdx

xx
xdx

xx
dxxx

xx
dx

22

2

22

2

22

22

22 cossin
cos

cossin
sin

cossin
cossin

cossin
 

        212122 cottancottan
sincos

CCxxCxCx
x

dx
x

dx  
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  Cx
x
xC

xx
xxC

xx
xx







 2cot2
2sin
2cos2

cossin2
sincos2

cossin
cossin 2222

, 

where 21 CCC   is an arbitrary constant because of arbitrariness of 1C and 2C . 

Ex. 8. On the base of Ex. 5-7  

 













dx

xxxx 2222 cossin
7

1513
9

2536
11  

   






xx

dx
x

dx
x

dx
2222 cossin

7
1513

9
2536

11  

  














  321 2cot27

13
15arcsin

15
19

6
5arctan

30
111 CxCxCx  

Cxxx
 2cot14

13
15arcsin

15
9

6
5arctan

30
11 , 

where 321 7911 CCCC   is an arbitrary constant by virtue of arbitrariness of the 

constants 321 ,, CCC . 

In future we'll not introduce arbitrary constants for each indefinite integral, but 

we'll use at once unique arbitrary constant C.  

 

POINT 3. INTEGRATION BY SUBSTITUTION  
(CHANGE OF A VARIABLE) 

 
Theorem 2. Let functions      ttxxf   ,,  be continuous in corresponding 

intervals and the function  tx   has a continuously differentiable inverse function 

 xt  . In this case the next formula (formula of change of a variable) is true 

                                      
 

 
    dtttf

dttdx

tx
dxxf 









  ationdifferenti                      ( 4 ) 

The formula implies returning to preceding variable x after integration with respect to 

the variable t. The word “differentiation” always means finding the differential.  

■The first method. The derivatives of the left and right sides of the formula (4) 
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are equal because of 

    ;xfdxxf 


  

                     
 

    .

11

xftf
t

ttf
x

ttftdtttfdtttf
t

xtx















 



  

The second method. If  xF  is a primitive of the function  xf , then the func-

tion   tF   is the primitive of the function     ttf    on the strength of 

             ttfttFtF t   . 

Therefore by virtue of definition of the indefinite integral 

             dxxfCxFCtFdtttf  .■ 

Note 3. The formula (4) is often applied “from the right to the left”, and in this 

case it’s useful to write it in the next form 

                                     
 

 
  




 dttf

dtdxx

tx
dxxxf




 ationdifferenti .                         ( 5 ) 

The formula (5) means: if an integrand is represented as a product of some function f 

of a function  x  and the derivative  x  of this latter then it’s well to put   tx  . 

Note 4. We can use any letter instead t in the formula (5). 

Ex. 9. 

    






 Cax
a

Ct
a

tdt
a

dt
a

t

dt
a

dxdtadx

dtaxd
tax

axdx sin1sin1cos11cos
1,

,
,put  sLet'

cos . 

Ex. 10. Prove yourselves that Cax
a

axdx  cos1sin .  

Ex. 11.  
     
















 1
1

1
,
,Let 

2222222 t
dt

ata
adt

aat
adt

adtdx
atddx
atx

ax
dx  
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.arctan1arctan1 C
a
x

a
Ct

a
  

Ex. 12. Evaluate the indefinite integral  
dx

x
x

24
. 

The integrand x
xx

x





 22 4
1

4
 is a product of a function of   24 xx  , 

namely 
 x

1 , and the derivative of   24 xx   (up to a constant factor 2 , for 

  xx 24 2 


 ). On the base of the formula (5) we can put   txx  24  or better 

224 tx  . We suppose that 0t  and so 24 xt  . Therefore  

   
  













CxCtdt
t

tdt
t
tdt

tdtxdx
tdtxdx

tdxd
ttx

x
xdx 2

2

22

22

2
4

,22
,4
,0,4

4
. 

Ex. 13. Calculate the indefinite integral   x
xdx

20cos100
20sin

2
. 

The integrand x
xx

x 20sin
20cos100

1
20cos100

20sin
22







 is a product of the 

function of   xx 20cos  and (up to a factor -20) the derivative of x20cos . So, put-

ting   yxx  20cos , we reduce the given integral to a tabular one (see the tabular 

formula (12) where we must take 10,1002  aa ) 

 

.
10

20cosarcsin
20
1

10
arcsin

20
1

1020
1

10
20
1

20
120sin

,20sin20
,20cos

,20cos

20cos100
20sin

22222

CxCy

y
dy

y

dy

dyxdx

dyxdx
dyxd

yx

x
xdx



















 

 

Ex. 14. The case when an integrand is a fraction, the numerator of which is the 

derivative of the denominator. The integral is reduced to a tabular one. Namely, 
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                      
 

 
  

 
   








CxfCz
z

dz

dzdxxf
dzxfd
zxf

xf
dxxf lnln,

,Let 
                  ( 6 ) 

For ex. a)  
  










Cbax

abax
dxbax

abax
adx

abax
dx ln111 ,                ( 7 ) 

in particular 

                                       .ln  






Cbx

bx
dxbx

bx
dx                                   ( 7 a )   

b)   






























dx

axaxaaxaxaaxax
dx 11

2
111

2
11

2222  

   





































  ax

dxaxdx
ax
ax

aax
dx

ax
dx

a 2
1

2
1  

  C
ax
ax

a
Caxax

a





 ln
2
1lnln

2
1 . 

c)   
 





















dx
x

xdx
x

xxdx
x

xdx
x
x

1
11

1
111

1
11

1

22

 

  Cxxx
x

dxxdxxdx
x
dxdxxdx 







  1ln

21
1

1

2

. 

             d)   Cbax
abax

dxbax
abax

axdx
abax

xdx






















   





 ln          ( 8 )  

Ex. 15. Prove that      Cbax
abax

xdx


 2
2

1                                        ( 9 ) 

Solution. Using the method of Ex. 12 we put baxzzzbax  222 ,0, . 

Hence, 
   

Cbax
a

Cz
a

dz
az

zdz
a

zdz
a

xdx
zdzaxdx

zdbaxd
zbax

bax
xdx










  2

22

22

2

111
1

1
22

,

. 

Ex.16. Indefinite integrals  
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                                               
 






cbxax
dxBAx

cbxax
dxBAx

22 ,                                     ( 10 ) 

which contain the quadratic trinomial cbxax 2  are reduced to sums of two inte-

grals, namely of the type (8) or (9) and a tabular one, with the help of the substitution 

                                                     tcbxax 


2

2
1 ,                                             ( 11 ) 

whence                   ;1,
2

1,
2

,2
2
1 dt

a
dxbt

a
xtbaxtbax 






   

;
22







 






 

a
AbBt

a
ABbt

a
ABAx  
















 






  c

a
bt

a
bbbtt

a
cbt

a
bbt

a
acbxax

24
1

22
1 22

2
2

2
2  

,
4

1
4
41

4
1

24
1 2

2
2

2
2

22
2 






 







 




















Dt
a

acbt
a

acbt
a

acbbbtbtt
a

 

where acbD 42   is the discriminant of the quadratic trinomial. 

For example: a) Using the substitution (11), the formula (8) and the tabular in-

tegral No.13 (the formula of a high logarithm), we get 

 

   

 
 

   
 

  
























 2

22

22

2

2

2 20
314

2020
81683244

48484,314
24323,,4

,428
2
184

2
1

84
23

t
dtt

tt
tttt

txxt
txdtdxtx

txxxx

xx
dxx  

 







































    
 C

t
tt

t
dt

t
tdt

t
dtt lnln

  




















  C
x
xxx lnln  

C
x
xxx 











  lnln . 
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           b) With the help of (11), (9) and the tabular integral No.12 we obtain 

 
 

  



















 2

22

2

2 20
314

2084
,31423,,4

,484
2
1

84
23

t
dtt

txx
txdtdxtx

txxx

xx
dxx  

 











  Ctt

t
dt

t
tdt

t
dtt

20
arcsin14203

20
14

20
3

20
143 2

222
 

Cxxx 



52

4arcsin14843 2 . 

Ex. 17. To evaluate the indefinite integral 

  xe
dx

523
 

we put 2523 ze x  , ,0z whence (with the help of the tabular integral No. 13) 

 
   

C
e
e

z
z

z
dz

z
dz

zz
zdz

z
zdz

e
zdzdx

zdzdxe
ze

e
dx

x

x

x

x

x

x



























































 

lnln

,
,

3  

Ex. 18. To prove the tabular formula No.14 we’ll use so-called Euler’s substi-

tution xtax 2  which permits to express dxx,  and ax 2  in terms of t. The-

refore 



 

























.lnln
2

2

22
,

2
,

2

,2,

2

2

2

2

22
2

2

22

2222

2

CxaxCt
t
dt

t
at

dt
t

at

t
at

t
attaxdt

t
atdx

t
atx

xtxtaxxtax

ax
dx
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POINT 4. INTEGRATION BY PARTS 

 
Theorem 3. Let    xvvxuu  ,  be two continuously differentiable functions. 

The next formula (formula of integration by parts) is true 

                                                      vduuvudv                                                 ( 12 ) 

■It’s known that the differential of a product of two functions    xvvxuu  ,  

equals 

  vduudvuvd  . 

Integrating this equality we obtain 

    vduuvudvvduudvuvvduudvuvd ,, .■ 

According tо the formula (12) we represent the expression under the integral 

sign in the form of a product of two functions, namely u and dv. Then we differenti-

ate the first function and integrate the second one. 

Ex. 19. 

 







 dx

x
xxxxdxxx

x
x

dxvdxdu

x
dxdvxu

x
xdx

cos
sintantantan

tan
cos

,
then

;
cos

,

put sLet'

cos

2

2

2

 
  





 Cxxx

x
dxxxxdx

x
xxx coslntan

cos
costan

cos
sintan . 

Ex. 20. 

CxxxCxxxxdxxx

dxxxxxxdxvdxdu

xdxdvxu
xdxx



























3sin
9
13cos

3
13sin

3
1

3
13cos

3
13cos

3
13cos

3
1

3cos
3
13cos

3
1

3cos
3
13sin,

;3sin,
3sin

 

Note 5. Integration by parts can be performed by necessity several times. 

Ex. 21. Let's calculate the indefinite integral    dxexx x42 953 . 

With the help of double integration by part we'll get 
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     

   

      .
32
356

16
1953

4
1

4
656

4
1

4
1

953
4
1

4
1,6

;,56
56

4
1

953
4
1

4
1,56

;,953
953

444244

42
4

4

4

42
44

42

42

Сeexexxdxeex

exx
evdxdu

dxedvxu
dxex

exx
edxevdxxdu

dxedvxxu
dxexx

xxxxx

x
x

x

x

x
xx

x

x







 

















 

 

Ex. 22.   xdxv
x

dxxduthendxdvxuLetxdx ,ln2;,lnln 22  





  xvxdxduthen

xdvxulet
xdxxx

x
dxxxxx

;
;,ln

ln2lnln2ln 22  

    .ln2lnln2lnln2ln 222 Cxxxxxdxxxxx
x

dxxxxxx 





    

Note 6. Sometimes integration by parts leads to an equation in a required inte-

gral 

Ex. 23. Let  xdxeI x 3cos2 . 

After double integration by parts we'll have  














 







 xexxdxvdxedu

xdxdveu
xdxeI x

x

x

x sinsincos,

cos,
cos  



















 






 xexxdxvdxedu

xdxdveu
xdxe x

x

x

x sincossin,

sin,
sin  

.cossincoscos Ixexexdxexe xxxx


















 












    

We’ve got the equation in the sought integral I and hence 

,3cos
9
23sin

3
1

9
13,

9
43cos

9
23sin

3
1 2222 xexeIIxexeI xxxx   

  CxxeCxexexdxeI
x

xxx   3cos23sin3
13

3cos
13
23sin

13
33cos

2
222  

By the same method one proves the formulas for tabular integrals No. 17, 18. 
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Ex. 24.  

 

.ln
22

,ln2  Therefore .ln

,

,

222

2222

2

22

2

2
2

2

2
2

2

2

2

CaxxaaxxdxaxI

axxaaxxIaxxaIaxx
ax

dxadxaxaxxdx
ax

aaxaxx

ax
dxxaxxxdxv

ax
xdxdu

dxdvaxu
dxaxI




























  

 

 

We've proved the formula for the tabular integral No. 15. Prove yourselves the 

formula for the integral No. 16. 

Note 7. There are no general rules to choose  dvu, . But in some cases one can 

give certain advices. 

In the cases of integrals 

      kxdxxPkxdxxPdxexP kx cos,sin, , 

where  xP  is a polynomial, it’s well to put  xPu  . 

In the cases of integrals 

          dxarcxPdxxPxdxxPxdxxPxdxxP cot,arctan,arccos,arcsin,ln  

it’s well to put  dxxPdv  . 

Ex. 25. 








  2

2 1
arcsin,

1

;,arcsin
arcsin

x
xdxxxxdxv

x
dxdu

dxdvxu
xdx  

Cxxx
ba




 21arcsin
1,1with 

(9) formula by the
. 

Ex. 26. 


 2
,

1
;,cotcot

2

2

xv
x

dxduxdxdvxarcuxdxxarc  








  dx

x
xxarcxdx

x
xxarcx

2

22

2

22

1
11

2
1cot

212
1cot

2
 




















  dx

x
dxxarcxdx

x
xarcx

2

2

2

2

1
1

2
1cot

21
11

2
1cot

2
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  .arctan
2
1cot

2

2

Cxxxarcx
  

Note 8. Evaluating indefinite integrals one often can combine both methods of 

changing a variable and integration by parts. 

Ex. 27. 



 



tdtttdtt
tdtdx
ttx

dxx sinsin
,,

sin
let 

 

  



  tdtxxdtttt

tvdtdu
tdtdvtu

coscoscoscos
cos,

,sin,
 

CxxxCtxx  sincossincos . 

Ex. 28.  








  








dtteet
evtdtdu
dtedvtu

dtet
dttdx

tx
dxe tt

t

t
tx

,
,

 

    



   dteteet
evdtdu

dtedvtu
dtteet ttt

t

t
tt

,
,,

 

        CxxeCeexexeteet xxxxttt     

. 

Ex. 29. 




















 




x
x

x

x

x

x

x

x

x

etdt
t
tdt

tdtdxe
te

e
dxevdxdu

e
dxedvxu

e
dxxe

,,,
 
















 



2
2

2
t

tdttex
t

tdt
e
tdtdx

tdtdxete
dxeex x

x

xx

xx
,

 

 



















  dt
t

ex
t

dttex
t

dttex xxx
22

2

2

2

1444  

C
e
eeexC

t
ttex

x

x
xxx 































 lnln 44 . 

Ex. 30.  

 

   

   











 
233

1
3
1

3
1

3
1,23

23

,32  then,23, let

23 22

3232

2

32

xtt
dtdtdxtx

x
dxv

exxduxdxdvexu

x
dxex

xx
x
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        















  dxxe
x
exexx

xx
ex x

x
x

x
3

32
3

32

3
1

233
32

233
1

233
 

  





 







 

dxexe
x
ex

edxevdxdu

dxedvxu
xx

x

xx

x

33
32

33

3

3
1

3
1

3
1

233
3
1,  have llwe'

,, put  weif
 

 
 

  .
2327

23
9
1

32333
1

3
1

3
1

3
1

233

323
33

32

C
x

exCx
x
xeCexe

x
ex xx

xx
x
























 


  

Ex. 31. Evaluate the next indefinite integral:   dxx 2arccos . 

     


 xv
x
xdxdudxdvxudxx ,

1
arccos2;,arccosarccos

2

22  

 
 








  2

2
2

2

1sin,cos,
1

then

;0arccosput slet'

1
arccos2arccos xttxdt

x
dx

ttx

x
xdxxxx


 

    tvdtdutdtdvtutdttxx sin,;cos,cos2arccos 2  

          Ctttxxtdtttxx cossin2arccossinsin2arccos 22  

    Cxxxxx  arccos12arccos 22 . 



 

LECTURE NO.20. CLASSES OF INTEGRABLE FUNCTIONS 
 
POINT 1. RATIONAL FRACTIONS (RATIONAL FUNCTIONS) 

POINT 2. TRIGONOMETRIC FUNCTIONS 

POINT 3. IRRATIONAL FUNCTIONS 

 

POINT 1. RATIONAL FUNCTIONS (RATIONAL FRACTIONS) 
 

Def. 1. A rational function is called a function which can be represented in the 

form of a rational fraction that is as a ratio of two polynomials 

                  
  0,0,

...
...

01
1

1

01
1

1 



 





mnm
m

m
m

n
n

n
n

m

n ba
bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xPxR .            ( 1 ) 

Def. 2. A rational fraction (1) is called proper one if mn   and improper 

otherwise ( mn  ). 

Theorem 1 (extraction of integer part of an improper rational fraction). Every 

improper rational fraction can be represented as a sum of some polynomial (so-called 

integer part) and a proper rational fraction. 

■Let mn  . Dividing the numerator  xPn  by the denominator  xQm  we get 

 
)(

)()(
)(

)()()()(),()()(
xQ

xrxS
xQ

xrxSxQxRxrxSxQxP
mm

m
mn 


  

where polynomials    xrxS ,  are respectively the quotient and the remainder and 

)()( xQxr m  

 is a proper rational fraction.■  

Ex. 1. Extract an integer part of an improper rational fraction 

1
)(

2




x
xxR  

a) The first (theoretical) way. After division of 2x  by 1x  we get 

       ,1,1,1112  xrxxSxxx     
1

11
1

111
1

2








 x

x
x

xx
x
x  

b) The second way. Subtracting and adding 1 in the numerator we’ll have 
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 
1

11
1

11
1

11
1

222












 x

x
x

x
x

x
x
x  

There are partial [simplest, elementary] rational fractions of 1- 4 types. 

1. 
bax

A


; 

2. 
  N

k
bax

A
k , ; 

3.  042
2 


 acbD

cbxax
BAx ; 

4. 
 

 04, 2

2




 acbDk
cbxax

BAx
k N . 

We’ve integrated the fractions 1, 3 in the Point 2 of the preceding lecture (ex. 14, 16). 

To integrate the fraction 2 we can put tbax  . Integration of the fraction 4 with the 

help of the substitution  

  tcbxax 


2

2
1  

leads to a linear combination of a simple integral 

 
 

 
 
    
















 C

k
mtC

k
zdzz

z

dz

dztdt

zmt

mt
tdt kk

k
kk 12122

12
1

2
1

, 1221
22

22
 

and the next one 

  
kmt

dt
22

. 

As to evaluation of this latter see textbooks. For small values of k ( 3,2  kk ) one 

can use the next substitution: zmt tan . 

Ex. 2. 

   






















   dzzzdz

z

z
dz

z
z

zx
z

dzdxzx

x
dt

2
2cos1

8
1cos

8
1

cos
4

cos
2

cos
41tan4
4tan44

,
cos

2,tan2

4
2

2

2

2

2
2

22

2

22
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  CxxCzzzdzdz 





 






   2

arctan2sin
2
1

2
arctan

16
12sin

2
1

16
12cos

16
1 . 

Thus we can say that we able to integrate the partial fractions 1 – 4. 

Theorem 2 (a partial decomposition of a proper rational fraction). Every pro-

per rational fraction can be represented as a linear combination of partial fractions. 

For example 

  

  

     
.

;

;

2222

23

22

2

cdxcx
SRx

bax
Q

bax
P

cdxcxbax
DCxBxAx

cdxcx
RQx

bax
P

cdxcxbax
CBxAx

dcx
Q

bax
P

dcxbax
BAx


































 

Here SRQP ,,,  are some unknown numbers (undetermined coefficients), which one 

can find by so-called method of undetermined coefficients. 

Corollary. Every rational function can be integrated by virtue of the linear pro-

perty of indefinite integral. 

Rule of integration of a rational function. To integrate a rational function it’s 

necessary: 

1. To extract its integer part if it is an improper rational fraction or contains an 

improper fraction. 

2. To factorize the denominator of obtained proper fraction into a product of 

polynomials of degree not higher than two. 

3. To make a partial decomposition of the proper fraction. 

4. To integrate all the terms of the obtained algebraic sum. 

5. To write an answer.   

Ex. 3.   
  

















dxxdxdx
x

xdx
x

xxdx
x
x

1
11

1
111

1

2

  

  Cxxxdx
x
xxxdx

x








  1ln

21
1

21
1 22

. 
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Ex. 4. Evaluate the indefinite integral   22 ax
dx . 

1 step (factorizing the denominator of the proper rational fraction). 

  axaxax  22 . 

2 step (a partial decomposition of the proper fraction). 

          (*)1,11
22 axBaxAaxax

ax
B

ax
A

axaxax












      

Let’s assign two particular values to x in (*), namely axax  , . 

.11
2
12

1
2
1

1

;
2
1,21

;
2
1,21

22 































axaxaax
a

ax
a

ax
a

BaB
a

AaA

ax
ax

 

3 step (integration of the given function by integration of its partial decomposi-

tion). 




























   ax
dx

ax
dx

a
dx

axaxaax
dx

2
111

2
1

22  

  C
ax
ax

a
Caxax

a





 ln
2
1lnln

2
1  

Ex. 5. Calculate the next indefinite integral 

 
   


 2

2

843
1427

xxx
dxxxI  

1 step (a partial decomposition of the proper rational fraction with factorized 
denominator). 

     2
22

2

843
843843

1427 xxx
xx

CBx
x

A
xxx

xx











 , 

                                  3841427 22  xCBxxxAxx .                         (**)  
Assigning tree arbitrary values to x in (**), for example 1,0,3  xxx , we get a 
system of linear equations in CBA ,, , 

   .
84

23
3

2
843

1427

;3
,2

,2

;22512
,3414
,2958

1
0
3

22

2

xx
x

xxxx
xx

B
C
A

CBA
CA
A

x
x
x
































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24 
2 step (integration of all the terms of obtained partial decomposition of the in-

tegrand) 
 

 

 



































19 No. Lect. of 16 Ex. seelnln

;ln

С
x
xxxdx

xx
x

Cx
x

dxx
x
dx

x
dx

 

Answer. С
x
xxxxI 











  lnlnln  

 
 

 

POINT 2. TRIGONOMETRIC FUNCTIONS 
 

In this point we study the methods of integration of a rational function 

                                                          xxR sin,cos                                                 ( 2 ) 

or two arguments xcos , xsin .  

 

Universal trigonometrical substitution 
 

 
Theorem 3. Integration of a function (2) always reduces to that of a rational 

function of one variable t with the help of so-called universal trigonometrical sub-

stitution (UTS) 

                                                           tx


2
tan                                                       ( 3 ) 

■On the base of  (3) we have 

















































t
t

xtan

xtan

xcos:

xcos:

xsinxcos

xsinxcosxsinxcos
xcos , 

2
22

2

22 1
2

2
tan1

2
tan2

2
cos:

2
cos:

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

1
2

cos
2

sin2
sin

t
t

x

x

x

x

xx

xxxx

x

























 , 
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21
2,arctan2,arctan

2 t
dtdxtxtx


 . 

Therefore,  

                                222

2

1
2,

1
2sin,

1
1cos

t
dtdx

t
tx

t
tx










 ,                              ( 4 ) 

and 

     












 dttR

t
dt

t
t

t
tRdxxxR 1222

2

1
2

1
2,

1
1sin,cos , 

where a function of the argument t 

  222

2

1 1
2

1
2,

1
1

tt
t

t
tRtR












  

is a rational one■ 

Ex. 6. 

 
 

 























  dt
t
ttdt

t
t

tt
dtt

t
t

t
dt

tx
UTS

x
dx

3

24

3

22

23

32

3

2

2

3
12

4
11

4
1

1
1

8
2

1
2

1
2

2
tansin

 

















 



 Cx
x

x

Ctttdt
tt

t

2
tan8

1
2

tanln
2
1

8
2

tan

13
ln2

24
112

4
1

2

2
132

3





















 Cx
xx

xx

Cx
x

x

x

x

2
tanln

2
1

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

8
1

2
tanln

2
1

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

8
1

22

44

2

2

2

2

 

Cx
x
xCx

xx

xxxx








 





 


2
tanln

2
1

sin
cos

2
1

2
tanln

2
1

2
cos

2
sin4

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
1

2
22

2222

. 

Evaluation of a rather like integral 

 x
dx

3cos
 

with the help of UTS leads to very complicated integral. Indeed, 
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 
  .
1

12

1
1

1
2

2
tan

УТП

cos 32

22

3

2

2

2

3  
















t
dtt

t
t

t
dt

tx
x

dx  

Ex. 7. To calculate the integral 

 x
dx

11cos3  

it's well to reduce it to the integral of the preceding example by changing a variable, 

namely 

ty
UTS

y
dy

dydx

dydx

yx

x

dx
x

dx















 

 
2

tansin11
1

11
1

11

11
2

11
2

sin11cos 3
3

3




 

and so on (see Ex. 6). 

Ex. 8. 














  yy

dy

dydx

dydx
yx

xx
dx

sincossincos
 

 
  






























  1535
1

1
1

1
25

1
142

1
2

5
1

1
2sin,

1
1cos

1
2,

2
tan

22

2

22

2

2

22

2

2

tt
dt

t
t

t
t

t
t
t

dt

t
ty

t
ty

t
dtdyty

 

 























 






 





  2

2

222
2

2

2
375

1

12
37

3

3
5
1

12
37

3
1

6
5

3
5

6
5

3
3153

3
,

6
5

3
,

2
53153

2
1

z

dz
z

dz

zzztt

dzdtztzttt
 

Cx

x

x

y

tz

C
z

z



















375
2

5tan6

375
2

5tan6
ln

375
1

2
5

2
5tan3

2
5

2
tan3

2
53

2
37
2
37

ln
375

1  
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Other substitutions 

 

I. If a function (2) is odd with respect to xcos , 

                                           xxRxxR sin,cossin,cos  ,                                  ( 5 ) 

then it can be transformed to the next form: 

    xxRxxR cossinsin,cos 2 , 

where  xR sin2  is a rational function of one variable xsin . Substitution 

                                                           tx sin                                                       ( 6 )    

reduces integration of the given function to that of a rational function of t. 

II. If a function (2) is odd with respect to xsin , 

                                            xxRxxR sin,cossin,cos  ,                                  ( 7 ) 

one can bring it to the form 

  xxRxxR sin)(cossin,cos 3  

( )(cos3 xR  is a rational function of xcos ) and apply the substitution 

                                                           tx cos                                                        ( 8 ) 

   III. If a function (2) is even with respect both to xsin  and xcos Если функ-

ция (2) четна относительно совокупности двух аргументов xsin  и xcos , то есть  

                                           xxRxxR sin,cossin,cos  ,                                   ( 9 ) 

it’s transformable into a rational function )(tan4 xR of xtan , 

  )(tansin,cos 4 xRxxR  , 

and can be integrated with the help of one of substitutions  

                                                   txtx  cot,tan .                                             ( 10 ) 

Ex. 9. Calculate the indefinite integral  xdxx 7sin7cos 65 . 

The integrand xx 7sin7cos 65  is odd function with respect to x7cos , because of 

  xxxx 7sin7cos7sin7cos 6565  , 

and so 
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 

   











dtttdtxdx

dtxdxtx
xdxxx

xdxxxxdxxxxdxx

7
11

7
17cos

,7cos7,7sin
7cos7sin7sin1

7cos7sin7cos7cos7sin7cos7sin7cos

622622

6226465

  
















 CxxxCtttdtttt

7
7sin

9
7sin2

11
7sin

7
1

79
2

117
12

7
1 79117911

6810 . 

Ex. 10. 








   18

1

18
1,arctan

8
1

,arctan8,8tan
8tan

8cot 2

5

2

5
5 z

dzz

z
dzdxzx

zxzx
xdx

x
dx  

  
 





















 






dz
z

zzzdz
z

zzzz  

  Cxxx
z

zdzzz














































 







 tanlntantan . 

Ex. 11. Find the indefinite integral  x
dx

3sin10 . 

  







x
dxx

x
dx

xxx
dx

x
dx

3sin
3cot1

3sin3sin
1

3sin3sin3sin 2

42
2

4

22810  

   

CxxxxxCtttt

tdtttttdtt
dt

x
dx

dt
x

dxtx
















 

3cot
3
1

9
3cot4

15
3cot6

21
3cot4

27
3cot

3
4

5
6

7
4

93
11464

3
11

3
1

3
1

3sin

,
3sin

3,3cot

3579357

9
246842

2

2

 

 Ex. 12. Calculate the indefinite integral   xx
xdxx

9cos9sin
9cos9sin

44 . 

The integrand 
xx

xdxx
9cos9sin

9cos9sin
44 

 is even function with respect both to x9sin  

and x9cos  because of 

  
    xx

xx
xx

xx
9cos9sin

9cos9sin
9cos9sin

9cos9sin
4444 



 . 

So 
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    










  dt
x

dx
tx

xx
xdx

xx
xdxx

xx
xdxx

9
1

9cos

9tan

19tan9cos
9tan

19tan9cos
9cos9sin

9cos9sin
9cos9sin

2
424444  

  CxCy
y

dy
dytdt

yt

t
tdt











  9tanarctan

18
1arctan

18
1

118
1

2
1

,

19
1 2

2

2

4  

Note 1. Substitutions of this point can be applicable to some irrational func-

tions of xsin  and xcos . 

Ex. 13. Evaluate the indefinite integral  xdxx 13sin13cos6 . 

  .13cos
91
613cos

91
6

713
6

13
6

13
613sin,613sin13

,13cos,0,13cos
13sin13cos

6 776
7

6
55

66

6

CxCxCy

dyy
dyyxdxdyyxdx

xyyyx
xdxx







 

 

Ex. 14. For positive xx cos,sin  

 
 



























x
dx

x
xxdx

x
xxdx

x
xxdx

x
x

sinsin
cossin

sin
cossin

sin
cossin

sin
sin

  


 










dttdt
x

dx
tx

x
dxx

x
dx

x
xx

2
6

sin

,cot

sin
cot

sinsin
cossin  

xxCxCCxCt cotcotcotcot 
















 . 

Some other methods 

a) Application of power reduction formulas  
 

                      
2

2cos1sin 2 xx 
 ,                        

2
2cos1cos 2 xx 

                   ( 11 ) 

Ex. 15.   Cxxdxxxdx 





   30sin

30
1

2
130cos1

2
115sin 2 . 

Ex. 16.    





 

 dxxdxxxdx
2

224

2
10cos15cos5cos   
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  





 

  dxxxdxxx
2

20cos110cos21
4
110cos10cos21

4
1 2  

  Cxxxdxxx 





   20sin

20
110sin

5
23

8
120cos10cos43

8
1 . 

Ex. 17. 

   





 

 xxdxxdxxxdx 6cos36cos31
8
1

2
6cos13sin3sin 2

3
326  

   





 


  xdxxdxxxxdxx 6cos6sin1

2
12cos136sin

6
3

8
16cos 23  

  














 


  dttxxxxdtxdx

tx
21

6
112sin

12
1

2
36sin

2
1

8
1

6
16cos

6sin
 

















 Cxxxxx

3
6sin6sin

6
112sin

8
16sin

2
1

2
5

8
1 3

 

Cxxxx 





  6sin

18
112sin

8
16sin

3
2

2
5

8
1 3 . 

 

b) Application of product formulas 
 

1)    
2

sinsincossin yxyxyx 
 ;    2)    

2
coscoscoscos yxyxyx 

 ; 

                                 3)    
2

coscossinsin yxyxyx 
                                ( 12 )    

Ex. 18. 

  Cxxdxxxxdxx 







  3cos

3
1

11cos
11
1

2
1

3sin11sin
2
1

4cos7sin . 

Ex. 19.           


  dxxxxdxx
2

4cos1
2

2cos12sincos 22  

  

   xxxdxxxxx 2sin

2
14sin

4
1

4
14cos2cos2cos4cos1

4
1  

   





   Cdxxxxxxdxxx 2cos6cos

2
12sin

2
14sin

4
1

4
14cos2cos  
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




  Cxxxxx 2sin

4
112sin

12
12sin

2
14sin

4
1

4
1  







  Cxxxx 12sin

12
12sin

4
14sin

4
1

4
1  

  .12sin2sin34sin312
48
1 Cxxxx   

 



 
POINT 3. IRRATIONAL FUNCTIONS 

Linear and linear-fractional irrationalities 
 

Evaluation of indefinite integrals of the type 

                                                     dxbaxxR n, ,                                               ( 13 ) 

with so-called linear irrationality n bax  , reduces to integration of a rational func-

tion of one variable t with the help of the substitution 

                                                          ntbax                                                     ( 14 ) 

■From (14) we get 

        .,1,,,1
1

11  





   dttR

a
ndtttbt

a
R

a
ndxbaxxRdtt

a
ndxbt

a
x nnnnn  

We’ve got an integral of a rational function     1
1 ,1 






  nn ttbt

a
RtR .■ 

Indefinite integrals of the type 

                                                   








 dx

dcx
baxxR n,                                               ( 15 ) 

with a linear-fractional [homographic] irrationality n
dcx
bax


  is reduced to that of a 

rational function by the substitution 

                                                          nt
dcx
bax



                                                     ( 16 ) 

Prove this assertion yourselves. 

Ex. 20.  

  










 2

3
2

3
3,62

,0,32
32232

3

23

5

55

6

3 t
dtt

tt
dtt

dttdxdttdx
ttx

xx
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Cxxxx
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Ex. 21. 

 
  


























 dt

t
t

t
tdtttt

xt
tdtdx

t
txtt

x
x

x
dx

x
x

1
2

1
4

2
1

2
1

1
1,

1
4

,
1
1,0,

1
1

11
1

2

2

22

2

2

22

2

2
2

 

  




























 C
x
x

x
xCttdt

t
dt

t
t

1
1arctan

1
12arctan2

1
112

1
112 22

2

 

Quadratic irrationalities. Trigonometric substitutions 
 

Indefinite integral of the type 

                                                     dxxaxR 22,                                               ( 17 ) 

reduces to that with an integrand, depending on xx cos,sin , by a trigonometric sub-

stitution 

                                                           tax sin .                                                   ( 18 )    

The same is true for an integral 

                                                       dxxaxR 22,                                              ( 19 ) 

if one introduces a substitution 

                                                            tax tan ,                                                   ( 20 ) 

and for an integral 

                                                        dxaxxR 22,                                              ( 21 )   

provided a substitution 

                                                    
t

atax
cos

sec                                                ( 22 )  

■Let’s consider the integral (17) and put tax sin . We’ll have tdtadx cos , 

  .cos,cossinsin taxatatataaxa    

       dtttRtdtatataRdxxaxR cos,sincoscos,sin, 1
22 , 
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where     tatataRttR coscos,sincos,sin1  .■ 

Consider the integrals (19), (21) yourselves. 

Ex. 22. 

 



 tdttdt

t
t

txtdtdx
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x

x 2
2

22
2

2
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,
2

0 suppose we ,sin24 
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4
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1 2
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Ex. 23. 
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Ex. 24. 
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Quadratic irrationalities (general case) 
 

Indefinite integral of the form 

                                                dxcbxaxxR 2,                                            ( 23 ) 

can be reduced to one of integrals (17), (19), (21) with the help of the substitution 

                                                   tcbxax 


2

2
1                                             ( 24 ) 
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There are many other methods of evaluating the integral (23). For example one 

can reduce integration to that of rational function with the help of Euler substitutions. 

The first Euler substitution (if 0a ): 

                                             txacbxax 2 ;                                      ( 25 ) 

the second Euler substitution (if 0c ): 

                                               cxtcbxax 2 ;                                       ( 26 ) 

the third Euler substitution (if the trinomial cbxax 2  has two real roots 21 , xx ): 

                                                   txxcbxax 1
2  .                                      ( 27 ) 

Ex. 25. 
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       There are many indefinite integrals which can’t be expressed in terms of ele-

mentary functions. For example: 

    dxxdxxdx
x

xdx
x

xdx
x

xdxe x 22 cos,sin,cos,sin,
ln

,
2

.



 
INDEFINITE INTEGRAL: Basic Terminology RUE 

 
1. быть выразимым с 
помощью элементарных 
функций 

бути виразним за допо-
могою елементарних 
функцій 

can be expressed in terms 
of èleméntary functions  

2. быть разложенным на 
множители 

бути розкладеним на 
множники 

be fáctorized expán-ded 
into fáctors  

3. быть разложимой в 
сумму простейших дро-
бей вида …  (о правиль-
ной рациона-льной дро-
би) 
 

бути розвивним в суму 
найпростіших дробів ви-
гляду   …  (про правиль-
ний ра-ціональний дріб) 
 

be dècompósable into (a 
sum of) símplest fráctions 
of the form…(of a próper 
rátional fráction)  

4. быть разложимым в 
про-изведение многочле-
нов степени не выше 
второй (о многочлене) 

бути розкладним в добу-
ток многочленів степеня 
не вище другого (про 
многочлен) 

be fáctorable into (can be 
written as) a próduct of 
pòlynómials of degrée not 
hígher than two (of a pòly-
nómial) 

5. быть/являться эле-
мен-тарной функцией 

бути елементарною 
функцією 

be an èleméntary function 

6. ввести новую пере-
мен-ную 

ввести/запровадити нову 
змінну 

ìntrodúce a new váriable 

7. внеинтегральный 
член 

позаінтеґральний член term óutsíde the íntegral, 
íntegrated term 

8. возвратиться к (ста-
рой, первоначальной, 
предыдущей) перемен-
ной х 

повернутися до (старої, 
початкової, попередньої) 
змінної х 

retúrn to the oríginal/ 
inítial/precéding/prévious 
váriable x 

9. выделение целой час-
ти неправильной рацио-
на-льной дроби 

виділення цілої частини 
неправильного раціона-
льного дробу 

extráction of an íntegral 
part of an impróper frác-
tion 

10. выделить целую часть 
неправильной дроби 
 

виділити цілу частину  
неправильного дробу 
 

extráct an íntegral part of 
the impróper fráction 

11. выражаться с помо-
щью элементарных 
функций  

виражатися за допомо-
гою елементарних функ-
цій, через елементарні 
функції  

be expréssed in terms of 
èleméntary functions 

12. выразить (ко)синус 
че-рез тангенс половин-
ного аргумента 

виразити (ко)синус через 
танґенс половинно-го 
арґументу 

expréss (co)sine in terms 
of the half árgument (half-
angle) tángent 

13. выразить (ко)синус 
че-рез тангенс того же 

виразити (ко)синус через 
танґенс того ж арґу-

expréss (co)sine in terms 
of the tángent of the same 
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аргумента менту  árgument  
14. вычисление обчислення compúing/evàluátion/ 

eváluating/fínding/cálcula-
tion 

15. вычислить обчислити compúte/cálculate/ eválu-
ate 

16. давать/приписывать 
(ча-стные) значения ар-
гмен-ту  

давати/приписувати (ча-
стинні) значення арґу-
менту  

give/assígn partícular 
válues to the árgument  

17. дробно-линейная ир-
ра-циональность 

дробово-лінійна іраціо-
нальність 

línear-fráctional irrà-
tionálity 

18. замена переменной заміна  змінної chánge (of) a váriable 
19. заменить переменную замінити змінну chánge a váriable 
20. знак (неопреде-
лённого) интеграла  

знак (невизначеного) ін-
теґрала 

indéfinite íntegral sign 

21. интеграл (не) может 
быть выражен с помо-
щью элементарных 
функций 

інтеґрал  (не) може бути 
виражений за допомо-
гою елементарних функ-
цій 

íntegral can(n't) be ex-
pressed in terms of èle-
méntary fúnctions 

22. интеграл вычислен 
дво-йным (тройным) ин-
тегрированием  по час-
тям 

інтеґрал обчислено под-
війним (потрійним) інте-
ґруванням частинами 

íntegral is compúted/ 
eváluated/cálculated/ 
fóund by double (triple) 
integrátion by parts  

23. интегрирование інтеґрування ìntegrátion 
24. интегрирование по 
час-тям 

інтеґрування частинами ìntegrátion by parts 

25. интегрирование под-
ста-новкой, заменой 

інтеґрування підстанов-
кою, заміною 

ìntegrátion by a sùbs-
titútion 

26. интегрировать інтеґрувати íntegrate 
27. интегрировать по час-
тям 

інтеґрувати частинами íntegrate by parts 

28. интегрировать под-
становкой  

інтеґрувати підстанов-
кою 

íntegrate by a sùbstitú-tion 

29. иррациональная 
функция 

іраціональна функція irrátional fúnction 

30. иррациональность іраціональність irràtionálity  
31. квадратичная ирра-
циональность 

квадратична іраціональ-
ність 

quadrátic irràtionálity 

32. линейная иррацио-
наль-ность 

лінійна іраціональність línear irràtionálity 

33. линейность лінійність lìneárity  
34. метод интегрирова-
ния 

метод інтеґрування méthod of ìntegrátion 

35. метод неопреде- метод невизначених ко- méthod of úndetérmined 
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лённых коэффициентов ефіцієнтів còeffícients 
36. многочлен многочлен pòlynómial   
37. многочлен n-ой сте-
пени 

многочлен n-го степеня n-th degrée pòlynómial  

38. множество всех пер-
во-образных 

множина всіх первісних set of all prímitives [án-
tiderívatives] 

39. называть, назвать називати call 
40. неопределённый ин-
тег-рал 

невизначений інтеґрал  indéfinite íntegral 

41. неправильная дробь неправильний дріб impróper fráction 
42. нечётная функция от-
носительно (ко)синуса 

непарна функція віднос-
но (ко)синуса 

odd fúnction with respéct 
to (co)sine 

43. обозначать  позначати denóte/désignate 
44. обозначаться позначатися be denóted/désignated 
45. обратная задача для ... обернена задача для ... ínvérse/cónverse próblem 

of... 
46. обратная операция 
для ... 

обернена операція для ... ínvérse/cónverse ope-
rátion of... 

47. обратная функция обернена функція ìnvérse fúnction 
48. основная задача основна задача májor/máin/príncipal 

próblem 
49. отношение двух мно-
го-членов 

відношення двох много-
членів 

rátio of two pòlynómials 

50. первообразная первісна  prímitive  [ántideríva-tive] 
51. перейти к переменной 
t 

перейти до змінної t pass to the váriable t 

52. переменная ин-
тегриро-вания 

змінна інтеґрування  váriable of ìntegrátion 
 

53. подстановка, замена підстановка, заміна sùbstitútion 
54. подынтегральная 
функ-ция 
 

підінтеґральна функція 
 

íntegrand, fúnction to be 
íntegrated [under the ínte-
gral sign], sùbíntegral 
fúnction 

55. подынтегральное вы-
ра-жение 

підінтеґральний вираз íntegrand, expréssion to be 
íntegrated, exprés-sion 
under the íntegral sign 

56. получать окончатель-
но 

діставати остаточно get/recéive/obtáin fí-nally 

57. получать табличный 
интеграл 

діставати табличний ін-
теґрал 

get/recéive/obtáin a tábu-
lar íntegral 

58. получать/давать сис-
тему уравнений относи-
тельно (для нахождения)   
неопределённых коэф-

отримувати/давати сис-
тему рівнянь відносно 
(для знаходження)   не-
визначених коефіцієнтів 

get/set up/form/deríve/ ob-
táin/give the sýstem of 
equátions in (to detérmine) 
the úndetérmined còeffí-
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фициентов 
 

 cients 

59. пользоваться чем-то 
ещё раз, несколько раз 

користуватися чимось 
ще раз, декілька разів 

make use (once) again 
(some times) of smth 

60. постоянная интегри-
ро-вания 

стала інтеґрування  cónstant of ìntegrátion 

61. правильная дробь правильний дріб próper fráction 
62. приводить дроби к 
об-щему знаменателю 
 

зводити  дроби до спіль-
ного знаменника 
 

redúce the fráctions to the 
cómmon denóminator 

63. приравнивание (чис-
ли-телей, коэффи-
циентов при одинаковых 
степенях x) 
 

прирівнювання (чисель-
ників, коефіцієнтів при 
однакових степенях x) 
 

équalize [equáting/ équal-
izátion/sétting équal/ idèn-
tificátion/idéntifying] (the 
numerators, the còef-
fícients of équal (of the 
same) degrées/pówers (in 
like pówers) of x) 

64. приравни-
вать/отождест-влять 
(числители, коэф-фи-
циенты при одинаковых 
степенях x) 

прирівнювати/ототож-
нювати (чисельники, ко-
ефіцієнти при однакових 
степенях x) 

equáte/set équal/idéntify 
(the númerators, còef-
fícients of équal (of the 
same) degrées/pówers (in 
like pówers) of x) 

65. проверить правиль-
ность интегрирования 
дифферен-цированием 

перевірити правиль-ність 
інтеґрування дифе-
ренціюванням  

check/vérify corréct-
ness/truth   of ìntegrátion 
by dìfferentiátion  

66. произвести под-
становку, замену x= (t), 
t= (x) 

виконати, зробити, здій-
снити підстановку, за-
міну x= (t), t= (x) 

make, cárry out, réalize, 
fulfíl, ímplemènt, éxe-cùte  
the sùbstitútion  
x= (t), t= (x) 

67. произволь-
ная/аддитив-ная посто-
янная 

довільна/адитивна стала árbitrary/ádditive cónstant 

68. простейшая ра-
циональная (эле-
ментарная) дробь перво-
го (второго, третьего, 
четвёртого) типа 

найпростіший раціона-
льний (елементарний) 
дріб першого (другого, 
третього, четвертого) ти-
пу 

pártial/símplest/èle-
méntary rátional fráction 
of the first (second, third, 
fourth) type/kind 

69. прямое (непосредст-
венное) интегрирование  

пряме (безпосереднє) 
інтеґрування  

diréct ìntegrátion 

70. разложение мно-
гочлена на множители 
 

розклад многочлена на 
множники 
 

fàctorizátion/fáctoring/ 
expánsion of the pòlynó-
mial (into fáctors) 

71. разложение пра-
вильной рациональной 

розвинення правильного 
раціонального дробу на 

rèsolútion/expánsion/ 
devéloppement/dècompo-
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дроби на простейшие 
дроби (в сумму про-
стейших дробей) 
 

найпростіші дроби (в су-
му найпростіших дробів) 
 

sítion of a próper rational 
fráction into (a sum of) 
pártial/símplest/èleménta-
ry fráctions partial frác-
tion dècomposítion of... 

72. разложить в сумму 
простейших дробей 
 

розвинути в суму най-
простіших дробів 
 

resólve/expánd/devé-
lop/dècompóse into (a sum 
of) símplest fráctions 

73. разложить многочлен 
на линейные и квадра-
тичные (с отрицате-
льными дискрими-
нантами) множители 

розкласти многочлен на 
лінійні й квадратичні (з 
від"ємними дискриміна-
нтами) множники 

fáctor/fáctorize/expánd the 
pòlynómial into línear and 
quadrátique (with négative 
discríminants) fáctors 

74. рациональная дробь раціональний дріб rátional fráction 
75. рациональная функ-
ция 

раціональна функція rátional fúnction  

76. сводить интегрирова-
ние к интегрированию 
рациона-льной функции 

зводити інтеґрування до 
інтеґрування раціональ-
ної функції 

redúce the ìntegrátion to 
that of a rátional fúnction 

77. сводить неопределён-
ный интеграл к… 

зводити невизначений 
інтеґрал до … 

redúce the indéfinite ínte-
gral to … 

78. свойство линейности, 
линейное свойство 

властивість  лінійності, 
лінійна властивість 

lìneárity próperty 

79. семейство функций 
(за-висящее от единст-
венной постоянной) 

сім"я  функцій (яка за-
лежить від єдиної сталої) 

fámily of fúnctions (which 
depénds on a single cón-
stant) 

80. существование існування exístence 
81. существовать існувати exíst 
82. таблица простейших 
интегралов 

таблиця найпростіших 
інтеґралів  

táble of símplest íntegrals 

83. табличный интеграл табличний інтеґрал tábular íntegral 
84. универсальная триго-
но-метрическая подста-
новка 

універсальна тригоно-
метрична підстановка 

ùnivérsal trìgonomé-
tric(al) sùbstitútion 

85. функция интег-
рируется посредством (с 
помощью) элементарных 
функций 

функція інтеґрується в 
елементарних функціях 
(за допомогою елемен-
тарних функцій)  

fúnction is íntegrated by 
means of èleméntary fúnc-
tions 

86. целая часть неправи-
льной дроби 

ціла частина неправиль-
ного дробу 

íntegral part of the im-
próper fráction 

87. чётная функция отно-
сительно (ко)синуса 

парна функція відносно 
(ко)синуса 

éven fúnction with respéct 
to (co)sine 



 
INDEFINITE INTEGRAL: Basic Terminology ERU 

 
1. árbitrary/ádditive cón-
stant 

произвольная/аддитив-
ная постоянная 

довільна/адитивна стала 

2. be an èleméntary func-
tion 

быть/являться элемен-
тарной функцией 

бути елементарною 
функцією 

3. be dècompósable into 
(a sum of) símplest frác-
tions of the form…(of a 
próper rátional fráction)  

быть разложимой в сум-
му простейших дробей 
вида …  (о правильной 
рациона-льной дроби) 
 

бути розвивним в суму 
найпростіших дробів ви-
гляду   …  (про правиль-
ний ра-ціональний дріб) 
 

4. be denóted/désignated обозначаться позначатися 
5. be expréssed in terms 
of èleméntary functions 

выражаться с помощью 
элементарных функций  

виражатися за допомо-
гою елементарних функ-
цій, через елементарні 
функції  

6. be fáctorable into (can 
be written as) a próduct of 
pòlynómials of degrée not 
hígher than two (of a pòly-
nómial) 

быть разложимым в про-
изведение многочленов 
степени не выше второй 
(о многочлене) 

бути розкладним в добу-
ток многочленів степеня 
не вище другого (про 
многочлен) 

7. be fáctorized expán-
ded into fáctors  

быть разложенным на 
множители 

бути розкладеним на 
множники 

8. call называть, назвать називати 
9. can be expressed in 
terms of èleméntary func-
tions  

быть выразимым с по-
мощью элементарных 
функций 

бути виразним за допо-
могою елементарних 
функцій 

10. chánge (of) a váriable замена переменной заміна  змінної 
11. chánge a váriable заменить переменную замінити змінну 
12. check/vérify corréct-
ness/truth   of ìntegrátion 
by dìfferentiátion  

проверить правильность 
интегрирования диф-
ферен-цированием 

перевірити правиль-ність 
інтеґрування дифе-
ренціюванням  

13. compúing/evàluátion/ 
eváluating/fínding/cálcula-
tion 

вычисление обчислення 

14. compúte/cálculate/ 
eváluate 

вычислить обчислити 

15. cónstant of ìntegrátion постоянная интегриро-
вания 

стала інтеґрування  

16. denóte/désignate обозначать  позначати 
17. diréct ìntegrátion прямое (непосредствен-

ное) интегрирование  
пряме (безпосереднє) 
інтеґрування  

18. pòlynómial   многочлен многочлен 
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19. équalize [equáting/ 
équalizátion/sétting équal/ 
idèntificátion/idéntifying] 
(the numerators, the còef-
fícients of équal (of the 
same) degrées/pówers (in 
like pówers) of x) 

приравнивание (числи-
телей, коэффициентов 
при одинаковых сте-
пенях x) 
 

прирівнювання (чисель-
ників, коефіцієнтів при 
однакових степенях x) 
 

20. equáte/set équal/idén-
tify (the númerators, còef-
fícients of équal (of the 
same) degrées/pówers (in 
like pówers) of x) 

приравнивать/отождест-
влять (числители, коэф-
фициенты при одинако-
вых степенях x) 

прирівнювати/ототож-
нювати (чисельники, ко-
ефіцієнти при однакових 
степенях x) 

21. éven fúnction with re-
spéct to (co)sine 

чётная функция относи-
тельно (ко)синуса 

парна функція відносно 
(ко)синуса 

22. exíst существовать існувати 
23. exístence существование існування 
24. expréss (co)sine in 
terms of the half árgument 
(half-angle) tángent 

выразить (ко)синус че-
рез тангенс половинного 
аргумента 

виразити (ко)синус через 
танґенс половинно-го 
арґументу 

25. expréss (co)sine in 
terms of the tángent of the 
same árgument  

выразить (ко)синус че-
рез тангенс того же ар-
гумента 

виразити (ко)синус через 
танґенс того ж арґу-
менту  

26. extráct an íntegral part 
of the impróper fráction 

выделить целую часть 
неправильной дроби 
 

виділити цілу частину  
неправильного дробу 
 

27. extráction of an ínte-
gral part of an impróper 
fráction 

выделение целой части 
неправильной рациона-
льной дроби 

виділення цілої частини 
неправильного раціона-
льного дробу 

28. fáctor/fáctorize/expánd 
the pòlynómial into línear 
and quadrátique (with 
négative discríminants) 
fáctors 

разложить многочлен на 
линейные и квадратич-
ные (с отрицательными 
дискриминантами) мно-
жители 

розкласти многочлен на 
лінійні й квадратичні (з 
від"ємними дискриміна-
нтами) множники 

29. fàctorizátion/fáctoring/ 
expánsion of the pòlynó-
mial (into fáctors) 

разложение многочлена 
на множители 
 

розклад многочлена на 
множники 
 

30. fámily of fúnctions 
(which depénds on a sin-
gle cónstant) 

семейство функций (за-
висящее от единствен-
ной постоянной) 

сім"я  функцій (яка за-
лежить від єдиної сталої) 

31. fúnction is íntegrated 
by means of èleméntary 
fúnctions 

функция интегрируется 
посредством (с помо-
щью) элементарных 
функций 

функція інтеґрується в 
елементарних функціях 
(за допомогою елемен-
тарних функцій)  

32. get/recéive/obtáin a получать табличный ин- діставати табличний ін-
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tábular íntegral теграл теґрал 
33. get/recéive/obtáin fí-
nally 

получать окончательно діставати остаточно 

34. get/set up/form/deríve/ 
obtáin/give the sýstem of 
equátions in (to detérmine) 
the úndetérmined còeffí-
cients 

получать/давать систему 
уравнений относительно 
(для нахождения)   неоп-
ределённых коэффици-
ентов 
 

отримувати/давати сис-
тему рівнянь відносно 
(для знаходження)   не-
визначених коефіцієнтів 
 

35. give/assígn partícular 
válues to the árgument  

давать/приписывать (ча-
стные) значения аргмен-
ту  

давати/приписувати (ча-
стинні) значення арґу-
менту  

36. impróper fráction неправильная дробь неправильний дріб 
37. indéfinite íntegral неопределённый интег-

рал 
невизначений інтеґрал  

38. indéfinite íntegral sign знак (неопределённого) 
интеграла  

знак (невизначеного) ін-
теґрала 

39. íntegral can(n't) be ex-
pressed in terms of èle-
méntary fúnctions 

интеграл (не) может 
быть выражен с помо-
щью элементарных 
функций 

інтеґрал  (не) може бути 
виражений за допомо-
гою елементарних функ-
цій 

40. íntegral is compúted/ 
eváluated/cálculated/ 
fóund by double (triple) 
integrátion by parts  

интеграл вычислен дво-
йным (тройным) интег-
рированием  по частям 

інтеґрал обчислено под-
війним (потрійним) інте-
ґруванням частинами 

41. íntegral part of the im-
próper fráction 

целая часть неправи-
льной дроби 

ціла частина неправиль-
ного дробу 

42. íntegrand, expréssion 
to be íntegrated, exprés-
sion under the íntegral 
sign 

подынтегральное выра-
жение 

підінтеґральний вираз 

43. íntegrand, fúnction to 
be íntegrated [under the 
íntegral sign], sùbíntegral 
fúnction 

подынтегральная функ-
ция 
 

підінтеґральна функція 
 

44. íntegrate интегрировать інтеґрувати 
45. íntegrate by a sùbstitú-
tion 

интегрировать подста-
новкой  

інтеґрувати підстанов-
кою 

46. íntegrate by parts интегрировать по частям інтеґрувати частинами 
47. ìntegrátion интегрирование інтеґрування 
48. ìntegrátion by a sùbs-
titútion 

интегрирование подста-
новкой, заменой 

інтеґрування підстанов-
кою, заміною 

49. ìntegrátion by parts интегрирование по час-
тям 

інтеґрування частинами 
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50. ìntrodúce a new vári-
able 

ввести новую перемен-
ную 

ввести/запровадити нову 
змінну 

51. ìnvérse fúnction обратная функция обернена функція 
52. ínvérse/cónverse ope-
rátion of... 

обратная операция для ... обернена операція для ... 

53. ínvérse/cónverse pró-
blem of... 

обратная задача для ... обернена задача для ... 

54. irrátional fúnction иррациональная функ-
ция 

іраціональна функція 

55. irràtionálity  иррациональность іраціональність 
56. línear irràtionálity линейная иррациональ-

ность 
лінійна іраціональність 

57. línear-fráctional irrà-
tionálity 

дробно-линейная ирра-
циональность 

дробово-лінійна іраціо-
нальність 

58. lìneárity  линейность лінійність 
59. lìneárity próperty свойство линейности, 

линейное свойство 
властивість  лінійності, 
лінійна властивість 

60. májor/máin/príncipal 
próblem 

основная задача основна задача 

61. make use (once) again 
(some times) of smth 

пользоваться чем-то 
ещё раз, несколько раз 

користуватися чимось 
ще раз, декілька разів 

62. make, cárry out, réal-
ize, fulfíl, ímplemènt, éxe-
cùte  the sùbstitútion  
x= (t), t= (x) 

произвести подстановку, 
замену x= (t), t= (x) 

виконати, зробити, здій-
снити підстановку, за-
міну x= (t), t= (x) 

63. méthod of ìntegrátion метод интегрирования метод інтеґрування 
64. méthod of úndetérmi-
ned còeffícients 

метод неопределённых 
коэффициентов 

метод невизначених ко-
ефіцієнтів 

65. n-th degrée pòlynómial  многочлен n-ой степени многочлен n-го степеня 
66. odd fúnction with re-
spéct to (co)sine 

нечётная функция отно-
сительно (ко)синуса 

непарна функція віднос-
но (ко)синуса 

67. pártial/símplest/èle-
méntary rátional fráction 
of the first (second, third, 
fourth) type/kind 

простейшая рациональ-
ная (элементарная) 
дробь первого (второго, 
третьего, четвёртого) 
типа 

найпростіший раціона-
льний (елементарний) 
дріб першого (другого, 
третього, четвертого) ти-
пу 

68. pass to the váriable t перейти к переменной t перейти до змінної t 
69. prímitive  [ántideríva-
tive] 

первообразная первісна  

70. próper fráction правильная дробь правильний дріб 
71. quadrátic irràtionálity квадратичная иррацио-

нальность 
квадратична іраціональ-
ність 

72. rátio of two pòlynó-
mials 

отношение двух много-
членов 

відношення двох много-
членів 
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73. rátional fráction рациональная дробь раціональний дріб 
74. rátional fúnction  рациональная функция раціональна функція 
75. redúce the fráctions to 
the cómmon denóminator 

приводить дроби к об-
щему знаменателю 
 

зводити  дроби до спіль-
ного знаменника 
 

76. redúce the indéfinite 
íntegral to … 

сводить неопределён-
ный интеграл к… 

зводити невизначений 
інтеґрал до … 

77. redúce the ìntegrátion 
to that of a rátional fúnc-
tion 

сводить интегрирование 
к интегрированию ра-
циона-льной функции 

зводити інтеґрування до 
інтеґрування раціональ-
ної функції 

78. rèsolútion/expánsion/ 
devéloppement/dècompo-
sítion of a próper rational 
fráction into (a sum of) 
pártial/símplest/èleménta-
ry fráctions partial frác-
tion dècomposítion of... 

разложение правильной 
рациональной дроби на 
простейшие дроби (в 
сумму простейших дро-
бей) 
 

розвинення правильного 
раціонального дробу на 
найпростіші дроби (в су-
му найпростіших дробів) 
 

79. resólve/expánd/devé-
lop/dècompóse into (a sum 
of) símplest fráctions 

разложить в сумму про-
стейших дробей 
 

розвинути в суму най-
простіших дробів 
 

80. retúrn to the oríginal/ 
inítial/precéding/prévious 
váriable x 

возвратиться к (старой, 
первоначальной, преды-
дущей) переменной х 

повернутися до (старої, 
початкової, попередньої) 
змінної х 

81. set of all prímitives 
[ántiderívatives] 

множество всех перво-
образных 

множина всіх первісних 

82. sùbstitútion подстановка, замена підстановка, заміна 
83. táble of símplest ínte-
grals 

таблица простейших ин-
тегралов 

таблиця найпростіших 
інтеґралів  

84. tábular íntegral табличный интеграл табличний інтеґрал 
85. term óutsíde the ínte-
gral, íntegrated term 

внеинтегральный член позаінтеґральний член 

86. ùnivérsal trìgonomé-
tric(al) sùbstitútion 

универсальная тригоно-
метрическая подстанов-
ка 

універсальна тригоно-
метрична підстановка 

87. váriable of ìntegrátion 
 

переменная интегриро-
вания 

змінна інтеґрування  

 



 
LECTURE NO. 21. DEFINITE INTEGRAL 

 

POINT 1. PROBLEMS LEADING TO THE NOTION OF A DEFINITE 

INTEGRAL 

POINT 2. DEFINITE INTEGRAL 

POINT 3. PROPERTIES OF A DEFINITE INTEGRAL 

POINT 4. DEFINITE INTEGRAL AS A FUNCTION OF ITS UPPER 

VARIABLE LIMIT 

POINT 5. NEWTON-LEIBNIZ FORMULA 

POINT 6. MAIN METHODS OF EVALUATION A DEFINITE INTEGRAL 

 

POINT 1. PROBLEMS LEADING TO THE CONCEPT OFA  DEFINITE 
INTEGRAL 

Problem 1. Area of a curvilinear 
trapezium 

 
Def. 1. Curvilinear trapezium on the 

xOy -plane is called a figure bounded by 

two straight lines ax  , bx  )( ba  , 

Ox -axis and a curve  xfy    0xf  

                              Fig. 1                            (fig.1). It’s useful to denote a curvilinear 

trapezium as the next point set on the xOy -plane 

                                               xfybxayx  0,:; .                                    ( 1 ) 

            To define the notion of the area of a curvilinear trapezium (1), fig.1, we carry 

out the next construction. 

1. With the help of points  

bxxxxxxa nii   ...... 1210  

we divide the segment  ba,  into n parts (subintervals) 

       nnii xxxxxxxx ,,...,,,...,,,, 112110   



 Definite Integral 

 

47 
of the lengths 

11122011 ,...,,...,,   nnniii xxxxxxxxxxxx , 

and let  ni xxxx  ,...,,...,,max 21 . 

2. We take an arbitrary point i  in every part   ,,1,,1 nixx ii   find the value of 

the function at this point and multiply it by 1 iii xxx . 

3. Adding all these products   ii xf   we get a sum 

                      



n

i
iinnii xfxfxfxfxf

1
2211 ......       ( 2 ) 

- the area of a step-type figure generated by rectangles with bases ,,, nixΔ i   and 

altitudes   nif i ,1,  . 

4. Let  ni xxxx  ,...,,...,,max 21  tend to zero. If there exists the limit of 

the sum (2), it is called the area of the curvilinear trapezium (1) (fig.1) and is denoted 

                                     





n

i
iitrapcurv xfSS

1
00_ limlim 


.                                ( 3 ) 

Problem 2. Produced quantity 
 

Let  tf  be a labour productivity of some factory at a time moment t. Find its 

produced quantity U  during a time interval  T,0 . 

If   Fconsttf  , then TFU  . 

But as a rule   consttf  , and we do as follows. 

1. We divide the time segment 0, T into n parts  

        nitttTtttttttttt iiinnnii ,1,;,0,,,...,,,...,,,, 10112110   , 

and put 

 ni tttt  ,...,,...,,max 21 . 

2. We take an arbitrary point i  in every part   ,,1,,1 nitt ii   find the value of 

the function  tf  at this point and multiply it by 1 iii ttt .  
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3. Adding all the products   iii tfU    we find an approximate value of the 

produced quantity U  during 0, T, that is 

                                         



n

i
ii

n

i
i tfUU

11

 .                                        ( 4 ) 

4. Tending   to zero we find the exact value of the produced quantity 

                                             





n

i
ii tfU

1
00

limlim 


.                                        ( 5 ) 

Problem 3. Length path.  
 

Find the length path L traveled by a material point with a given velocity  tv  

during a time interval T (from the time moment t = 0). 

If   vconsttv   then TvL  . 

For a variable velocity  tv  we do by the same way as in preceding problems. 

1. We divide the interval 0, T into n parts  

        nitttTtttttttttt iiinnnii ,1,;,0,,,...,,,...,,,, 10112110    

and put 

 ni tttt  ,...,,...,,max 21 . 

2. In every time interval   ,,1,,1 nitt ii   we take arbitrary moment i , find the 

value of the velocity at this moment and multiply it by 1 iii ttt .  

3. Adding all the products   iii tvL    we find an approximate value of the 

length path L traveled by a material point during 0, T, that is 

                                         



n

i
ii

n

i
i tvLL

11

 .                                        ( 6 ) 

4. Tending   to zero we find the exact value of the length path L 

                                             





n

i
ii tvL

1
00

limlim 


.                                        ( 7 ) 
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POINT 2. DEFINITE INTEGRAL 

 
Def. 2. Let a function  xfy   be given on a segment a, b (fig. 2). 

1. We divide the segment into n parts (subintervals) 

       nnii xxxxxxxx ,,...,,,...,,,, 112110   

by points (division points) 

bxxxxxxa nii   ...... 1210 ; 

let 

11122011 ,...,,...,,   nnniii xxxxxxxxxxxx , 

 ni xxxx  ,...,,...,,max 21 . 

2. We take an arbitrary point i  in 

every subinterval   ,,1,,1 nixx ii   find the 

                        Fig. 2                                value of the function  xf  at this point and 

multiply this value by the length 1 iii xxx  of the subinterval. 

3. Adding all these products   ii xf   we get a sum (Cauchy1-Riemann2 inte-

gral sum) 

                      



n

i
iinnii xfxfxfxfxf

1
2211 ......  .    ( 8 ) 

4. If there exists the limit of the integral sum (8) as 0 , this limit is called 

the definite integral of the function  xf  over the segment a, b and is denoted 

                                            





n

i
ii

b

a

xfdxxf
1

00
limlim 


.                                ( 9 ) 

We read the left side of (9) as “definite integral from a to b of   dxxf ”. 

    xdxxfxf ,, have the same names as for indefinite integral; a is called the 

lower limit of integration, b the upper limit of integration. 

Def. 3. A function  xf  is called integrable on [over] the segment a, b, if its 

                                         
1 Cauchy, A.L. (1780 - 1859), an eminent French mathematician 
2 Riemann G.F.B. (1826 - 1866), an eminent German mathematician 
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definite integral (9) exists. 

Theorem 1 (existence theorem). If a function  xf  is continuous one on the 

segment a, b then it is integrable over this segment. 

Geometric sense of a definite integral. If a function is non-negative,   0xf , 

then by (2), (3) its definite integral is the area of a curvilinear trapezium (1), fig. 1,  

                             




b

a

n

i
iitrapcurv dxxfxfSS

1
00_ limlim 


                        ( 10 ) 

Economical sense of a definite integral. If a function  tf  is a labour producti-

vity of some factory, then its produced quantity U during a time interval 0, T by vir-

tue of (4), (5) is represented by a definite integral, 

                                       




Tn

i
ii dttftfU

01
00

limlim 


.                               ( 11 ) 

Physical sense of a definite integral. If a function  tv  is the velocity of a mate-

rial point then, on the base of (6), (7), the length path L traveled by the point during a 

time interval from t = 0 to t = T is given by a definite integral 

                                         




Tn

i
ii dttvtvL

01
00

limlim 


                                ( 12 ) 

Ex. 1. Prove that 

                                                          abdx
b

a

                                                    ( 13 )    

■The integrand   1xf , and so the integral sum (8) equals the length of the 

segment  ba, , that is 

abxxxxx
n

i
ini  

1
21 ...... , 

therefore its limit, which is the integral (13), equals ab .■ 

Note 1. Definite integral doesn’t depend on a variable of integration that is 

                                       ... 
b

a

b

a

b

a

b

a

dttfdzzfdyyfdxxf                     ( 14 ) 
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Def. 4 (definite integral with equal limits of integration). 

                                                         0
a

a

dxxf                                                      ( 15 ) 

Def. 5 (interchanging limits of integration). 

                                                     
a

b

b

a

dxxfdxxf                                              ( 16 )  

 

POINT 3. PROPERTIES OF A DEFINITE INTEGRAL 
 

1 (homogeneity). A constant factor k can by taken outside the integral sign, 

    
b

a

b

a

dxxfkdxxkf . 

■ Integral sums for the left and right sides are equal, because of 

       xf

n

i
ii

n

i
iixkf kxfkxkf   

 11

, 

therefore their limits are also equal.следовательно, их пределы также равны.■ 

2 (additivity with respect to an integrand). If    xfxf 21 ,  be two integrable 

functions, then  

         
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121 . 

Prove this property yourselves. 

Corollary (linearity). For any two integrable functions    xfxf 21 ,  and arbi-

trary constants 21 , kk   

         
b

a

b

a

b

a

dxxfkdxxfkdxxfkxfk 22112211 . 

3 (additivity with respect to an interval of integration). For any a, b, c 

      
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf  
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if all three integrals exist. 

■1) Let's suppose at first c(a, b). We form an integral sum such that c be a 

division point. In this case (notations are clear) 

     bccaba ,,,   , 

and the passage to limit as 0  gives the property in question. 

2) Now let a disposition of points a, b, c be arbitrary, for example a < b < c. 

Using the first case and the definitions 4, 5 we’ll have  

          , 
b

c

b

a

c

b

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

      
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf .■ 

Integration of inequalities 
 

4. If a < b and an integrand is non-negative (   0xf ) on the segment  ba, , 

then 

  0
b

a

dxxf . 

The integral is strictly positive if a function  xf is continuous on the segment  ba,  

and if it doesn’t equal zero identically. 

■ Nonnegativity of the integral immediately follows from nonnegativity of the 

integral sum for the function  .xf  Its strict positivity, as can be proved by more 

complicated  reasonings, is the result of continuity of the function.■ 

5. If a < b and    xgxf   on  ba, , then  

    
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

The integrals are connected by strict inequality in the case of continuity of the func-

tions    xgxf ,  on the segment  ba,  and if these functions don’t equal identically. 

■It’s sufficient to apply the preceding property to a difference    xgxf  ■ 
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Ex. 2.  
2

0

2

0

2 sinsin



xdxxdx , because of xx sinsin 2   on the segment 





2
,0  . 

6. If a < b then 

                                                      
b

a

b

a

dxxfdxxf                                             ( 17 ) 

■ It’s sufficient to apply the property 5 to the inequality 

     xfxfxf  ■ 

7 (two-sided estimate of a definite integral). Let a < b, and a function  xf  be 

continuous on a segment a, b. Then a double inequality is valid 

                 
 

 
 

 xfMxfmabMdxxfabm
baba

b

a
,,

max,min,    where .       ( 18 ) 

■Proving follows from the property 5, the inequality   Mxfm  on  ba,  

and the integral (13).■ 

Ex. 3. Estimate the integral   
4

1

2 14123 dxxxI . 

           

 
   

 
    ,3,4,1,144max,22min

;144,22,51;2 if0,126,14123

4,14,1

2




abbafxfMfxfm
fffxxfxxfxxxf

 

and by the formula (18) 

  ,3141412332
4

1

2   dxxx  

  42141236
4

1

2   dxxx . 

8. Mean-value theorem. If a function  xf  is continuous on a segment  ba,  

then there exists a point  bac ,  such that 

                         abcfdxxf
b

a

                             ( 19 ) 

■ For example let a < b. After dividing of both sides of the inequality (18) by the po- 
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sitive number ab  we get 

  Mdxxf
ab

m
b

a




 
1 . 

By Bolzano1–Cauchy theorem for a function, 

continuous on a segment  ba, , there is a point  bac ,  

                  Fig. 3                  such that 

        abcfdxxfcfdxxf
ab

b

a

b

a


 
1 . 

The case ba   is studied by the same way. Do it yourselves.■  

Geometric sense of mean-value theorem (fig. 3). The area of a curvilinear tra-

pezium (1) equals the area of the rectangle ABCD with the same base AD=a, b and 

the altitude  cf . 

Def 6. The expression 

                                                


b

a
avmean dxxf

ab
ff 1                                   ( 20 ) 

is called the mean value (the average value) of the function  xf  on the segment 

a, b. 

 

POINT 4. DEFINITE INTEGRAL AS A FUNCTION OF ITS UPPER 
VARIABLE LIMIT 
 

Let xa, b. We consider a function 

                             
x

a

dttfx ,                        ( 21 )   

that is a definite integral with variable upper limit x. 

Geometrically (for   tf ) this integral represents 

                   Fig. 4                       the area of a part of a curvilinear trapezium 

                                         
1 Bolzano, B. (1781 - 1848), a Czech mathematician, philosopher, and logician 
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    tfybtayt  ,:,  

which lies between straight lines xtat  ,  (fig. 4). 

Theorem 2. If a function  xf  is continuous on a segment a, b then for any 

 bax ,  the derivative of the integral (21) equals 

                                                  xfdttfx
x

a












  ,                                        ( 22 ) 

that is the derivative of a definite integral with a variable upper limit x, with respect 

to this limit x, equals the value of the integrand at the point x. 

■By definition of the derivative 

       
x

xxx
x
xx

xx 








 00
limlim . 

Using the additivity of a definite integral with respect to an interval of integration we 

get 

                ., 



xx

x

xx

x

x

a

xx

a

dttfxxxxdttfdttfdttfxx  

For example let 0x . By virtue of the mean-value theorem there is a point c  in the 

interval  xxx ,  such that 

         xcfxxxcfdttf
xx

x




. 

This point xc   as 0x . Taking into account continuity of the function f we get 

         xfcf
x

xcf
x
xx

xxx











 000
limlimlim .■ 

Corollary (Fundamental theorem of the integral calculus). Every function 

which is continuous one on a segment a, b has a primitive on a, b.  

■One of such primitives is a definite integral (21) with variable upper limit x.■ 

Ex. 4. The derivative of the function 
x

x

dtt
cos

sin

2  equals 
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    























































 xdtt
xd

dxdtt
xd

ddttdttdtt
xxxxx

x

sin
sin

cos
cos

sincossincoscos

sin

   .sincossinsincoscossincossinsincos xxxxxxxxxxx 



   

 
POINT 5. NEWTON-LEIBNIZ FORMULA 

 
Theorem 3. If a function  xf  is continuous one on a segment a, b, and F(x) 

is one of its primitives, then Newton1-Leibniz2 formula for evaluation of the definite 

integral of the function over the segment a, b is true  

                                               aFbFxFdxxf
a

bb

a

                                      ( 23 ) 

■ We have two primitives:  xF  and the integral (21) with upper variable limit 

x. By corresponding property of primitives the difference 

        const  CxFdttfxFx
x

a

. 

To find the value of the constant C we put ax  . So 

           aFCCaFaFdttfaFa
a

a

  ,0 , 

and therefore 

     aFxFdttf
x

a

 . 

Substituting x by b and t by x we obtain the formula (23).■ 

Note 1. The expression 

 
a

b

xF , 

which means the action    aFbF  , is often called the double substitution.  

                                         
1 Newton, I. (1642 - 1727), the great English scientist 
2 Leibniz, G. (1646 – 1717), the great German philosopher and mathematician 
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Ex. 5. Calculate the definite integral .cos






xdx  

A primitive of xcos  is xsin  and therefore by Newton-Leibniz formula 

.sinsinsincos 












xxdx
2

 

Ex. 6. Find the area of a figure bounded by the next lines 
2xy  , 0,2  yx  (fig. 5).  

          The figure in question is a curvilinear trapezium, and so its 

area by the formula (10) equals the definite integral 

67.2
3
8

3 0

232

0

2  
xdxxS . 

  Fig. 5                    Ex. 7. A particle moves in a straight line and t sec. after 

passing a point O the velocity of the particle is    2411 ttv   ft. per sec. Find the 

distance of the particle from O after 2 sec. 

On the base of the formula (12) the distance in question equals 

        3421212121411 3

0

2
3

2

0

2
2

0

  ttdttdttvL  ft. 

Ex. 8. Find the mean value of the function xy sin  on the segment   , . 

On the base of the formula (20) 

   




























 sinsinsincos xxdxymean . 

Ex. 9. Find the mean value of the velocity    2411 ttv   of the particle of the 

example 7 during the time interval from t  to t . 

By (20) (and taking into account the result of integration in ex. 7) we get 

   



















 










dttdttvvmean . 
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POINT 6. MAIN METHODS OF EVALUATION A DEFINITE INTE-

GRAL 

Change of a variable (substitution method) 
 

Theorem 4. Let: 1) a function  xf  is continuous on a segment [a, b]; 2) a 

function  tx   is continuous with its derivative on a segment [α, β]; 3) φ (α) = a,  

φ (β) = b. Then the next formula (formula of change of a variable) is true  

                         
   

    dtttf
t

bax
dttdxtx

dxxf
b

a




 






 
,,

.                      ( 24 ) 

■Let  xF  be some primitive of a function  xf . Then   tF   is the primitive of the 

function     ttf   . By Newton-Leibniz formula  

       aFbFxFdxxf
a

bb

a

 ; 

                 aFbFFFtFdtttf  






.■ 

Note 2. As distinct from an indefinite integral it isn’t necessary to return to the 

preceding variable after integration by the formula (24). 

Ex. 9. Calculate the definite integral 
 


2

2
2sin4

cos

 x
xdxI . 

          Let’s put tx sin . Then 
11

22
,cos





t
x

dtxdx


, so 

2
1arctan

2
1arctan

2
1arctan

2
1

2
arctan

2
1

4sin4
cos

1

11

1
2

2

2
2 

























t
t

dt
x

xdxI




 

Ex. 10. Find the area of a figure bounded by an 

ellipse 12

2

2

2


b
y

a
x  (fig. 6). 

It’s sufficient to find the quadruplicated area of the 

                Fig. 6                    part OAB of the figure. 
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The first way. From the equation of the ellipse 22 xa
a
by  , and so 




 

2

0

2
22

0

22 cos4
20

0
,cos

,cos,sin
44




tdtab

t
ax

taxa

tdtadxtax
dxxa

a
bSS

a

OAB

abttabtdtdtabdttab 


























 

0

2

0

22

0

2

0

2

0

2sin
2
122cos2

2
2cos14  

The second way. It’s better to pass to parametric equations of the ellipse, na-

mely tbytax sin,cos  1. In this case 




 

2

0

2
0

2

2

0

sin4sin4
02

0
sin

sin,cos
44




tdtabtdtab

t
ax

tdtadx

tbytax
ydxSS

a

OAB  

abttabtdtdtabdttab 


























 

0

2

0

22

0

2

0

2

0

2sin
2
122cos2

2
2cos14 . 

 

Integration by parts 
 

Theorem 5. If functions    xvvxuu  ,  are continuous with their derivatives 

on a segment  ba, , then the next formula (formula of integration by parts) is true 

                                                     
b

aa

bb

a

vduuvudv                                              ( 25 ) 

■To prove this formula it’s sufficient to integrate from a to b both parts of the 

identity 

  vduuvdudv   

and apply Newton-Leibniz formula for the integral of the expression  uvd ■ 

Ex. 11. Evaluate the definite integral 
1

0

arctan xdx . 

                                         
1 See Lect. No. 8, Point 4, Ex. 12 
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  












 

1

0
2

1

0
2

0

1

2

1

0 1
2

2
1

41
arctan,

1

,arctan
arctan

x
xdx

x
xdxxxxv

x
dxdu

dxdvxu
xdx   

    44.0347.0785.02ln
2
1

4
1ln

2
1

41
1

2
1

4 0

1
2

1

0
2

2







 
 x

x
dxx  

Ex. 12. Find the area of a figure boun-

ded by two curves xyxy 2ln,ln   (see 

fig. 7). 

The curves xyxy 2ln,ln   inter-

sect at the points    1;,0;1 eBA  and form a 

given figure AmBnA. Its area is equal to the 

difference of the areas of two curvilinear tra- 

                   Fig. 7                                     peziums AmBCAnBC, . 

    

     










 









 








eeee

ee

AmBCAnBC

dxxxxv
x
dxdu

dxdvxu
dxxxdx

x
x

x

xxxxvdx
x

x
x

du

dxdvxxu
dxxxSSS

1111

1

2

2

1

2

21ln2,2
,,1ln2

1ln2ln21

lnln,ln21
,,lnln

lnln

    28.03121  eee . 

Ex. 13. Let ,...3,2,1,0,cos,sin
2

0

2

0

  nxdxJxdxI n
n

n
n



. Prove that 

22
1,1







 nnnn J
n

nJI
n

nI . 

■
 

  



 






0

21
2

12

0

cossin
cos,cossin1

sin,sin
sin




xx
xvxdxxndu

xdxdvxu
xdxI n

n

n
n

n  

          ,sinsincossin nn
nn InIndxxxnxdxxn  










 

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      


 nnnnnnn I
n

nIInnIInInI ,, ■ 

For example .
15
81

15
8sin

15
8

3
2

5
4

5
4sin

2

0
135

2

0

5  


xdxIIIxdx  

49.0
248

15
48
15

2
1

4
3

6
5

4
3

6
5

6
5cos

2

0
0246

2

0

6  




dxJJJJxdx . 

Ex. 14. Find the remainder  xRn  of Taylor formula in Lagrange form. 

Let, for example, n , and 

          xRxxxfxfxfxf 10000  . 

By Lagrange formula  

      00 xxcxx   . 

Taking    xfx   we get 

      00 xxcfxfxf  , 

and after integration over the segment  xx ,0  

                  

             .

,

















 


xxcfxxxfxfxfxfΔ

xxcfxxxfxfxfdxxxcfdxxfdxxf
x

x

x

x

x

x

,

Therefore 

           .
!








 












 xxcfxxcfxxcfxR  

To get  xRn  for any n we write 

               xRxxxfxxxfxxxfxfxf n
nn  


 ... , 

then we put     xfx n  and integrate n times over  xx ,0 . As the result we’ll get 

 
  
    .

!
1

1

1









 n
n

n xx
n

cfxR  

 



 

 

LECTURE NO.22. APPLICATIONS OF DEFINITE INTEGRAL 

 

POINT 1. PROBLEM – SOLVING SCHEMES. AREAS. 

POINT 2. ARС LENGTH 

POINT 3. VOLUMES 

POINT 4. ECONOMIC APPLICATIONS 

 

POINT 1. PROBLEM – SOLVING SCHEMES. AREAS 
 

There are two schemes for finding some quantity Q. 

1) Setting integral sum, expression Q as the limit of this integral sum, that is in 

the form of a definite integral. 

Ex. 1. See three problems in P. 1 of the 21-th lecture and corresponding formu-

las (10), (11), (12) in P. 2 of the same lecture. 

2) Finding an element (in fact the differential) dQ of Q and then expression Q 

as a sum of all these elements. This procedure leads by the other way to a definite in-

tegral to evaluate Q. 

To illustrate this second scheme we’ll consider the same three problems as in 

the lecture No. 21.  

Ex. 2. The area of a curvilinear trapezium 

    xfybxayx  0,:;  (fig. 1). 

 Element (differential) dS of the area S (the area of a 

hatched strip with the base  dxxx ,  on fig.1) equals 

                                   dxxfdS  . 

            Adding all these elements from a to b we get the re- 

              Fig. 1                 required area as known definite integral 

                                                
b

a

dxxfS                                                     ( 1 ) 

Ex. 3. Produced quantity U of a factory during a time interval 0, T. Let  tf   
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be a labour productivity of the factory at an arbitrary time moment t . The element 

dU  of the produced quantity during an infinitely small time interval  dttt ,  equals 

 dttfdU  . 

Adding all these elements from 0 to T we get the sought produced quantity U, namely 

                                                         
T

dttfU
0

                                                      ( 2 ) 

Ex. 4. The length path L traveled by a material point during a time interval 

from t = 0 to t = T with the velocity  tv . 

An element dL of the length path traveled during an infinitely small time inter-

val  dttt ,  is equal to 

 dttvdL  , 

and the sum of all these elements from 0 to T gives the length path L to be found 

                                                          
T

dttvL
0

.                                                     ( 3 ) 

Certainly, results (1), (2), (3) coincide with those (10), (11), (12) of the preced-

ing lecture. 

 

Additional remarks about the areas of plane figures 
 

a) The case of nonpositive function. The area of a figure 

       0,0,:,  xfyxfbxayx , 

represented of the fig. 2, equals 

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 
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                                                         
b

a

dxxfS .                                                  ( 4 )   

b) The case when a function has different signs on various intervals. Let a 

function  xf  be nonnegative on the interval  ba,  and nonpositive on the interval 

 cb, . The area of a corresponding figure, represented on the fig. 3, equals 

                                           
c

b

b

a

dxxfdxxfSSS 21 .                                     ( 5 )  

c) The case when a figure lies between two curves. The area of a figure 

      xfyxfbxayx 21,:,  , 

represented on the fig. 4, equals 

                                                      
b

a

dxxfxfS 12 .                                             ( 6 )  

Ex. 5. Find the area enclosed by two curves 2,4 22  xyxy  (fig. 5). 

Intersection points of the curves have abscises 3 . The 

figure is symmetric about the Oy-axis; we may find double area 

of its right part. 

       



  

0

3
3

3

0

2
3

0

22

3
262262242 xxdxxdxxxS  

Fig. 5                                       9.133833
3
2362 






  . 

d) Figures oriented with respect to the Oy-axis. Areas of figures 

    ygxdycyx  0,:,  (see fig. 6), 

       0,0,:,  ygxygdycyx  (see fig. 7), 

         0,:,0,:,  xygeydyxygxdycyx   (see fig. 8), 

      ygxygdycyx 21,:,   (see fig. 9), 

are equal respectively 

                                                       
d

c

dyygS ,                                                      ( 7 )  
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                                                       
d

c

dyygS ,                                                    ( 8 ) 

                                            
e

d

d

c

dyygdyygSSS 21 ,                                    ( 9 ) 

                                                     
d

c

dyygygS 12 .                                           ( 10 )   

Ex. 6. Find the area of a figure bounded by curves 42,44 22  xyxy   

(fig. 10). 

It’s well to write the equations of the curves in the next 

form 

       ADByygxACByygx
2

4,
4

4 2

2

2

1





  

and to utilize the formula (10). 

          Fig. 10                   By virtue of symmetry of the figure with respect to the Ox-

axis 

       2312
2
1

4
4

2
4222

2

0

2
2

0

222

0
12 







 



  dyydyyydyygygSS BCD . 

e) The case of parametrically represented curve. 

Let, for example, be given a curvilinear trapezium 

                       xfybxayx  0,:; , (fig. 1), 

but a curve  xfy   is determined by parametric equa- 

                 Fig. 11                 tions 

           Fig. 6              Fig. 7       Fig. 8 
           Fig. 9 
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   tyytxx  ,  

( ax   for t  and bx   for t ). 

           To find the area of such the trapezium we change a variable in the integral (1), 

namely 

 
     
      







dttxty

t
bax

dttxdx

tyxftxx
dxxfS

b

a
,

,
. 

Ex. 7. Find the area of the loop of a curve 
3

,
3

2 ttytx   (fig. 11). 

To construct the curve point by point and to see the loop we equate to zero the 

expressions 
3

,
3

2 ttytx  , 21,2 tytx   and then form the next table 

t -2 - 3  -1 0 1 3  2 

x 4 3 1 0 1 3 4 

y 
3
2  

0 
-

3
2  

0 
3
2  

0 
-

3
2  

Point A B C O D E F 

From the fig. 11 we see that ODEOSS 2 , and so 

 
 

5
38

3
42

3
2

30
30

,2

3
,

22
3

0

4
2

3

0

3

3
2

3

0























  dttttdttt

t
x

tdtdx

ttxftx
dxxfSS ODEO . 

 f) The area in polar coordinates. 

 Given a curvilinear sector (or a curvilinear triangle) that is a plane figu- 

             Fig. 12           Fig. 13 

       

                  

 

 

               Fig. 14                
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re, bounded by two rays    :,: OBOA  and a curve AB  given in po-

lar coordinates   f  (fig. 12). Find the area of the curvilinear sector.An element 

dS  of the area is the area of a hatched circular sector with the radius   fOM   

and a central angle d , 

  


 dfddOMdOMdS 


 222
2

2
1

2
1

2
1

2
. 

Adding all these elements from   to   we get the area in question 

                                            








dfdS   22

2
1

2
1 .                                        ( 11 ) 

Ex. 8. Find the area of a figure bounded by a cardioid   cos1 a 1 (fig. 

13). 

Desired area equals the twofold area of the upper part of the figure, which is a 

circular sector with the rays   ,0 . 

  


dadadS
0

22

0

2

0

2 )coscos21())cos1((
2
12  

2

0

2

0

2

2
32sin

4
1sin2

2
3)

2
2cos1cos21( aada 









 


  . 

Ex. 9. Find the area of a figure bounded by Bernoulli lemniscate2 

   222222 yxayx  . 

The figure is symmetric with respect to the Ox-, Oy-axes and lies in the angles 

determined by the straight lines  xyxy   (fig. 14). Passing to polar coordinates 

222,sin,cos   yxyx , we write the equation of the lemniscate in more 

suitable form  

           
  .2cos,2cos,sincos

cossin,sincossincos
222222

224222222




aaa
a


  

Then we calculate the quadruplicated area of the circular sector bounded by the lem-
                                         
1 See Lecture NO. 4, Point 2, Ex. 4 
2 Ib., Ex. 5 
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niscate and the rays 0  4  . We’ll obtain 

  2

0

42
4

0

2
4

0

2
4

0

2 2sin2cos22cos2
2
14 aadadadS  




 . 

 

POINT 2. ARС LENGTH 
Let ˘ AB  be an arc of some curve, and it’s necessary to find its length.  

The first method. We divide the arc ˘AB into n parts by points 

BMMMMAM nn   ,,...,,, 1210  and inscribe the 

poly-gonal line nn MMMMM 1210 ...   in ˘AB (fig. 

15). Let 

                Fig. 15                        nn

n

i
iin MMMMMMMMP 12110

1
1 ... 


   ( 12 ) 

is the perimeter of the polygonal line and iii
MM 1max  . If there exists the limit 

                                                            nPL
0

lim





                                                    ( 13 ) 

it is called the length of the arc ˘AB. 

Let an arc ˘ AB  of a curve be determined in Cartesian coordinates by an equa-

tion 

                                                             xfy                                                        ( 14 ) 

on a segment  ba, , and  niyx ii ,0,   be the coordinates of the point  iiii yxMM ,, ,  

bxax n  ,0 . In this case 

          21
2

1
2

1
2

11   iiiiiiiiii xfxfxxyyxxMM , 

and by Lagrange theorem there is a point  iii xxc ,1  such that 

      11   iiiii xxcfxfxf . 

Denoting iii xxx  1  we get   iiii xcfMM 
2

1 1  and therefore 

 



n

i
iin xcfP

1

21 . 
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Passage to the limit gives the desired arc length as a definite integral from a to b, 

                                                   
b

a

dxxfL 21 .                                               ( 15 )    

The arc length L exists if a function  xf  is continuous with the first derivative 

on the segment  ba, . 

The second method. We find at first an element (or the differential) ds of the 

desired arc length and then the arc length as the sum of all the elements. 

By Pythagorean theorem ,222 dydxds   and 

                                                     22 dydxds  .                                                ( 16 )  

For an arc ˘ AB  determined by an equation (14) 

 dxxfdx
dx
dyds 2

2

11 





 , 

and the sum of all the elements from a to b leads to the same formula (15). 

If an arc ˘ AB of a curve is determined parametrically by equations 

                                                  ttyytxx ,, ,                                        ( 17 ) 

we have from (16) 

   dttytxdydxds 2222  , 

and therefore 

                                                     




dttytxL 22 .                                          ( 18 ) 

If an arc ˘ AB of a curve is given in polar coordinates by an equation 

                                                     ),(                                             ( 19 ) 

we pass to parametrical equations of the arc 

                                          ,sin,cos yx                                  ( 20 ) 

and apply the formula (18). Since 

      ,,cossin,sincos 2222  ddydxddyddx   

 dds 22   
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the formula (18) gives 

                                                     




 dL 22 .                                             ( 21 )              

Ex. 10. Find the arc length of a curve xy ln  for 31  x . 

By virtue of the formula (15) we have 

  






  22
31

,
,1111ln1

223

1

23

1
2

3

0

2

t
x

tdtxdx
tx

dx
x

xdx
x

dxxL  

  04.0
1
1ln

2
1

1
11

1
11

1 2

22

2
2

2

2
2

22

2
2

22

2

2

































  t
ttdt

tt
dtt

t
dtt

xx
tdtt  

Ex. 11. Find the length of the loop of the curve 
3

,
3

2 ttytx   (fig. 11). 

By the formula (18) 

       















3

0

24
3

0

222
3

0

2
32

2 122122
3

22 dtttdtttdttttLL ODE  

    93.634
3

21212
0

333

0

2
3

0

22 







  ttdttdtt . 

Ex. 12. Find the length of the cardioid   cos1 a  (fig. 13). 

With the help of the formula (21) 

   



00

2222

0

22 cos12sincoscos2122 dadaadL  

  aadadada 8
2

sin8
2

cos4
2

cos42cos122
000

2

0







 

  . 

Ex. 13. Find the length of an ellipse 12

2

2

2


b
y

a
x .  

Parametrical equations of the ellipse ,20,sin,cos  ttbytax and by 

the formula (18)  
2

0

2222 cossin dttbtaL . 
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The integral can be found in a finite form only for some particular values of a and b 

for example if ba  . In general case we can find only approximate values of L for 

concrete values of a and b because of a primitive of the integrand is inexpressible in 

terms of elementary functions. 

Ex. 14. Prove that the length of Bernoulli lemniscate    222222 yxayx   

(fig. 14) can be represented by the next integral 

 










0
2

0 sin21
4

2cos
4 dadaL . 

A primitive of the integrand is also inexpressible in terms of elementary functions . 

 

POINT 3. VOLUMES 
 

Volume of a body with known areas of its parallel cross-sections 
 

Let some body be situated between the planes 

ax  , bx  , and for any  bax ,  the area  xS  of its 

cross-section by a plane perpendicular to Ox-axis is 

known (see fig. 16). The volume of the body equals the 

                 Fig.16                    integral 

               
b

a

dxxSV .                           ( 22 ) 

■ An element dV  of the volume is the volu-

me of a right cylinder with the base  xS  and the 

altitude dx , dxxSdV )( . Adding all these ele- 

                    Fig. 17                        ments we get the required volume representted by 

the formula (22).■ 

     Ex. 15. Find the volume of the triaxial ellipsoid 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x  (fig. 17) 



 Applications of Definite Integral 

 

72 
It’s evident that axaax  , . For any  aax ,  the cross-section of the 

body perpendicular to the Ox-axis is the ellipse 

1
11 2

2
2

2

2

2
2

2

























a
xc

z

a
xb

y  

with the semi-axes 

2

2

2

2

1,1
a
xcc

a
xbb xx   

and the area 

   222222 111 axbcaxcaxbcbxS xx   . 

Therefore the volume of the ellipsoid by the formula (22) equals 

    abc
a
xxbcdxaxbcdxxSV

a

aa

a

a

a


3
4

3
1 2

3
22 











 . 

Let's remark that for cba  we get the volume of the sphere 2222 azyx   

namely 

3

3
4 aV   

Volume of a body of rotation 
 

   A curvilinear trapezium     xfybxayx  0,:,  (see fig. 1) rotates 

about Ox -axis. Prove that the volume of the corres-

ponding body (body of rotation, fig 18) equals the 

definite integral 

                        
b

a
rotOx dxxfVV 2 .                 ( 23 ) 

      Fig. 18                        ■For any  bax ,  a cross-section of the body of ro- 

tation by a plane perpendicular to Ox-axis is a circle of radius  xf  (fig. 18). There-
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fore its area    xfxS 2 , and by the formula (22) the volume of the body in ques-

tion is given by the formula (23).■ 

Let the same curvilinear trapezium     xfybxayx  0,:,  (fig. 1) ro-

tate about Oy -axis which doesn’t pass through the interior of the trapezium1. Prove 

that the volume of the body of its rotation is represented by the next integral:         

                                               
b

a
rotOy dxxxfVV 2 .                                          ( 24 ) 

Instructions. As an element of the volume one can take the volume of a part of 

the body generated by rotation of the rectangle with the sides   dxxfy ,  about the 

Oy-axis. Then the element of the volume is  xxfdV   whence it follows the for-

mula (24). 

Ex. 16. Let the arc of a sinusoid  xxy 0,sin  rotate about the Ox-, Oy-

axes. Calculate the volumes of corresponding bodies of rotation. 

With the help of the formulas (23), (24) we get 

    2

000

2

0

2

2
12sin

2
1

2
2cos1

2
sin 









   xxdxxxdxdxxfVrotOx . 

    














 



0000

coscos2
cos,

,sin,
sin22 dxxxx

xvdxdu
xdxdvxu

dxxxdxxxfVrotOy

2

0

2sin2 












 x . 

Let's regard now a curvilinear trapezium 

    ygxdycyx  0,:,  

which is oriented with respect to the Oy -axis (see fig. 6).  

Let such the curvilinear trapezium rotate about Oy -axis. Prove that the vo-

lume of the corresponding body of rotation is represented by the integral completely 

analogous to (23) 

                                         
1 That is 0a  or 0b . 
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                                                 
d

c
rotOy dyygVV 2 .                                          ( 25 ) 

Ex. 17. The ellipse 12

2

2

2


b
y

a
x  rotates about the Ox-axis, and then about the 

Oy-axis. Calculate the volumes of corresponding bodies of rotation. 

From the equation of the ellipse 

    ;,1 22
2

2

2

2
222 axaxa

a
b

a
xbxfy 







  

    bybyb
b
a

b
yaygx 







 ,1 22

2

2

2

2
222  

and by the formulas (23), (25) we'll have 

    ,
3

8 2
22

2

2
22 abdxxa

a
bdxxfdxyV

a

a

a

a

a

a
rotOx


  



 

    .
3

8 2
22

2

2
22 badyyb

b
adyygdyxV

b

b

b

b

b

b
rotOy


  



 

 
 
POINT 4. ECONOMIC APPLICATIONS 

 

Problem 1 (produced quantity). Let  tf  be the labour productivity of a some 

factory at a time moment t. It is known (see the formula (11) of the point 2 of prce-

ding lecture) that its produced quantity U during the time interval [0, T] equals 

 
T

dttfU
0

. 

Ex. 18. Let the labour productivity of a factory be     20,1 2  tttf . Then 

its produced quantity  

 
3
2

3
1

3
1

311
20

,,1
1

1

131

1

2
1

1

2
2

0

2 

















ydyydyy

y
t

dydtyt
dttU . 
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Problem 2 (costs of conservation of goods). Let  tf  be the quantity of goods 

in the storage at a time moment t, and a constant quantity h represents the costs of 

conservation of unit of goods per unit of time. Then the costs of conservation of 

goods during a time interval  dttt ,  (or an element of the costs of conservation) 

equals 

 dtthfdQ  . 

Adding all these elements from 0t  to Tt   we get the costs of conservation of 

goods during the time interval  T,0 , that is 

 
T

dtthfQ
0

. 

Let, for example, we study the case of uniform consumption of all goods from 

P  at a time 0t  to 0  at a time Tt  . In this case the quantity of goods at a time mo-

ment t is 

 
T
tPPtf  , 

and the costs of conservation of goods equals 

  
22

1
0

2

00

hPT
T

tthPdt
T
thPdtthfQ

TTT
















   . 



 

 

LECTURE NO. 23. DEFINITE INTEGRAL: ADDITIONAL QUESTIONS 

 

POINT 1. APPROXIMATE INTEGRATION 

POINT 2. IMPROPER INTEGRALS 

POINT 3. EULER Г-FUNCTION 

 
 

POINT 1. APPROXIMATE INTEGRATION 
 

We’ll study the case of nonnegative function   0xf  when a definite integral  

 
b

a

dxxf  

represents the area of a curvilinear trapezium     xfybxayx  0,:,  bounded 

by straight lines ax  , bx  , the Ox-axis and a graph of the function  xfy  . The 

same results remain valid in general case. 

  

Rectangular Formulas 
 

          We divide the segment  ba,  into n equal parts of the                                       

length 
n

abh 
   by points 

bhxxhxxhxxax nn  112010 ,...,,, . 

Straight lines 1321 ,...,,,  nxxxxxxxx  divide the                                             

curve  xfy   into n parts . Let’s denote by  

            Fig. 1                                 nn xfyxfyxfyxfy  ,...,,, 221100  

the values of the function  xfy   at the division points (see fig. 1) 

a) Substituting all parts of the curve  xfy   by the segments of straight lines 

110 ,...,,  nyyyyyy  we substitute the curvilinear trapezium by the set of rectan-

gles with total area  



 Definite Integral: Additional Questions 

 

77 

 1101101 ......  


 nn yyy
n

abhyhyhyS . 

Therefore 

                 
b

a

dxxf    1101101 ......  


 nn yyy
n

abyyyhS              ( 1 ) 

b) Similarly, substituting all parts of the curve  xfy   by the segments of 

straight lines nyyyyyy  ,...,, 21 , we'll get  

                    
b

a

dxxf    nn yyy
n

abyyyhS 


 ...... 21212              ( 2 )  

Absolute error of the formulas (1), (2) has the order 1/n, that is 

   
 

 xfabMi
n
MSdxxf

ba

b

a
i 

 ,

2

max
2

;2,1, . 

            c) Dividing the segment  ba,  into 2n equal parts of 

the length 
n
abh

2


  by points  

bxxxax n  2210 ,...,,,  (fig. 2), 

we substitute the curvilinear trapezium by the set of rectan- 

              Fig.2                  gles with bases 2h, altitudes 1231 ,...,, nyyy  and total area 

 

   .......

......
















nn

nn

yyy
n

abyyyh

yyy
n
abhyhyhyS

 

Hence 

               
b

a

dxxf     


 nn yyy
n

abyyyhS ......      ( 3 ) 

Absolute error of the formula (3) has the order 1/n2, that is 

   
 

 .max
24

,
,

3

23 xfabN
n
NSdxxf

ba

b

a


   

It means that the formula (3) is more exact than both (1) and (2). 
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Trapezium Formula 
                                                   

           After dividing the segment  ba,  into n equal parts                                                                                                                                                                                         

of the length   nabh   by points  

      ByxAyxAyxAA nnn  ,...,,,,, 11100  

(fig. 3) we divide the graph of the function  xfy   into 

                 Fig. 3                    n arcs. Substituting all arcs of the graph by segments 

BAAAAA n 1211 ,...,,   

we substitute the curvilinear trapezium by the set of trapeziums with total area 







 














 


121

012110
4 ...

22
...

22 n
nnn yyyyy

n
abhyyhyyhyyS . 

So we get the next approximate formula (trapezium formula) 

  4Sdxxf
b

a
  , 

   





 












 


  121

0
121

0 ...
2

...
2 n

n
n

n
b

a

yyyyy
n

abyyyyyhdxxf  ( 4 )          

Its absolute error has the order 1/n2, that is 

   
 

 xfabP
n
PSdxxf

ba

b

a


 ,

3

24 max
12

, . 

It means that the formulas (3) and (4) have the same order of exactness. 

 

Simpson1 formula (parabolic formula) 
 

Let’s divide (by points bxxxax n  2210 ,...,,, ) the segment  ba,  into an 

even number 2n of equal parts of the length 
n
abh

2


   and let 

         nnnnnn yxMyxMyxMyxMyxMM 22212121222211100 ,,,,...,,,,,,   

                                         
1 Simpson, T. (1710 - 1761), an English mathematician 
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be points of the curve  xfy   corresponding to the division points (see fig. 4 for the 

case 2n = 6). 

At first we draw a quadratic parabola 

CBxAxy  2  

through points 21,, MMM (see fig. 4, 5). One can prove 

that the area of the figure between the arc 21MMM  of 

the parabola and the segment  20 , xx  of the Ox-axis 

                  Fig. 4                   equals 

    
2

0

210
2 4

3

x

x

yyyhdxCBxAx , 

and we can write 

      
2

0

2

0

210
2 4

3

x

x

x

x

yyyhdxCBxAxdxxf . 

               Fig. 5                   Carrying out the same procedure on the point triplets 

,, 654432 MMMMMM  …,  nnn MMM 21222   we get 

           


5

2

22

6

4

4

2

2

0

... Sdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf
n

n

x

x

x

x

x

x

x

x

b

a

 

         nnn yyyhyyyhyyyhyyyh
21222654432210 4

3
...4

3
4

3
4

3

   nnn yyyyyyyyyyyyh
21222654432210 4...444

3
 

      
n
abhyyyyyyyyyyh

nnn 2
,...2...4

3 226421253120


  . 

          Finally we get Simpson’s formula for approximate integration 

             



b

a
nnn yyyyyyyy

n
abSdxxf 22421231205 ...2...4

6
    (5) 

          Simpson’s formula (5) is the most exact in comparison with (1) – (4). Indeed, 

its absolute error has the order 1/n4 that is 
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   
 

  xfabQ
n
QSdxxf

ba

b

a

4

,

5

45 max
2880

, 
 . 

For example in the case n = 3, 2n = 6 (fig. 4) Simpson’s formula has the next 

form 

         



b

a

yyyyyyyabdxxf 4253160 24
18

. 

Ex. 1. Calculate approximately the integral 
6.1

0

2sin dxxI . 

Let’s form the next table of values of the argument and the function: 

i ix  2
ix  2sin ii xy   

0 0x 0.0 0.00 0y 0.0000 

1 1x 0.2 0.04 1y 0.0400 

2 2x 0.4 0.16 2y 0.1593 

3 3x 0.6 0.36 3y 0.3523 

4 4x 0.8 0.64 4y 0.5972 

5 5x 1.0 1.00 5y 0.8415 

6 6x 1.2 1.44 6y 0.9915 

7 7x 1.4 1.96 7y 0.9249 

8 8x 1.6 2.56 8y 0.5487 

It corresponds to division of the segment  6.1,0  into 8n  parts of the length 

2.0
8

0.08.1
8








abh . 

By the formula (1) 

  8.078.07813.09067.32.0...2.0 710  yyyI . 

By the formula (2) 

  9.089.08911.02488.42.0...2.0 871  yyyI . 

Using the formula (3) we take 2n = 8, n = 4, 4.0
4

06.1








n
abh , and so 
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  86.08635.01587.24.04.0 7531  yyyyI . 

By the formula (4) 

84.08362.01811.42.0
2

2.0 7654321
80 






 


 yyyyyyyyyI . 

We’ll apply the formula (5) two times.  

At first we divide the segment  6.1,0  into 2n = 4 parts, 0.00 x , 4.01 x , 

8.02 x , 2.13 x , 6.14 x , correspondingly 0000.00 y , 1593.01 y , 5972.02 y , 

9915.03 y , 5487.04 y , 4.0
4

0.06.1
2








n
abh , and therefore 

        

 .846.08462.03463.6
3
4.05972.02

9915.01593.045487.00000.0
3
4.024

3 23140



 yyyyyhI
 

Dividing now the segment  6.1,0  into 2n = 8 parts, 2.0
8

0.06.1
2








n
abh , 

we have 

      

.845.08453.06795.12
3
2.0

24
3 642753180



 yyyyyyyyyhI
 

It’s useful to compare all these results with known approximate value of the 

same integral up to 1010 , namely  

8452689707.0sin
6.1

0

2   dxxI . 

 

 
POINT 2. IMPROPER INTEGRALS 

Improper integrals of the first kind 
 

Def. 1. Let a function )(xf  be continuous on an infinite interval ];[ a . If 

there exists a finite limit 
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                                                            

b

a
b

dxxflim                                             ( 6 ) 

then we say that the next integral (the improper integral of the first kind) 

                                                             


a

dxxf                                                        ( 7 )   

converges (exists, is convergent).  

Thus by the definition 1  

                                                 




b

a
b

a

dxxfdxxf lim .                                             ( 8 )    

       Def. 2. If the limit (6) is infinite one or doesn’t exist we say that the improper in-

tegral (7) diverges (doesn’t exist, is divergent). 

By the same way we can define the next two improper integrals of the first 

kind  

Def. 3. 

                                                    



a

c
c

a

dxxfdxxf lim                                            ( 9 ) 

if a function )(xf is continuous on an infinite interval  a, . 

Def. 4.  

                                   












b

cc
b

a

a

dxxfdxxfdxxfdxxf lim                          ( 10 ) 

if a function )(xf is continuous on the set of all reals.  

The improper integral (9) is called convergent if a finite limitexists in (9) and 

divergent otherwise. The same is concerned to the improper integral (10). 

Def. 5. Principle value of the improper integral (10) is called the next limit 

                                                









b

b
b

dxxfdxxfvp lim.. .                                     ( 11 ) 

If an integral (10) converges then its principal value also converges. But there 

are cases when the integral (10) diverges but its principal value converges. 
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Ex. 2. Improper integrals 

                                                        




pa
x
dxa

x
dx a

p
a

p ,0,0                           ( 12 ) 

are convergent for 1p  and divergent for 1p . 

■Let’s consider the first integral. 

a) If 1p  we can suppose ,1 p  where 0 , and so 

   


 















 b

a
b

b

a a

b

bb
a

b
a

p abxdxx
x
dx

x
dx

x
dx 




 
lim1limlimlim 1

11  

  








 






   11

1110111lim1
pb apaaab  

, 

that is the integral converges for 1p . 

b) Let .1p  In this case 

  




 abx
x

dx
x

dx
b

a

b

b

b

a
b

a

lnlnlimlnlimlim . 

The integral diverges. 

c) If 1p  we put ,1 p  where 0 , and 

     









 b

a
b

b

a a

b

bb
a

b
a

p abxdxx
x
dx

x
dx

x
dx 




 
lim1limlimlim 1

11 . 

The integral diverges.■ 

Ex. 3. Prove that the integral 






xdxsin  

diverges but its principal value converges (to zero). 

■On the base of the formula (10) 

  .coslimcoslimcoscoslimcoslimsinlimsin cbcbxxdxxdx
cb

c
b

c

b

c
b

b

cc
b 














 
Both limits don’t exist and therefore the integral diverges. On the other hand the prin-

cipal value of the integral converges to zero (or equals zero), because of by the for-
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mula (11) 

 











 )cos(coslimcoslimsinlimsin.. bbxxdxxdxvp

b
b

b

b

b

b
b

 

  0coscoslim 


bb
b

.■ 

Ex. 4. Find the area of an infinite figure bounded by 

Agnesi1 witch 21
1
x

y


  and its asymptote (fig. 6). 

The straight line 0y  (the Ox-axis) is a horizontal 

                Fig. 6                 asymptote of Agnesi witch because of 

01lim
1

1lim 22 
  xx xx

. 

The figure is symmetric with respect to the Oy -axis, and therefore its area equals 














 2
2arctanlim2arctanlim2

1
lim2

1
2

00
2

0
2 bx

x
dx

x
dxS

b

b

b

b

b
. 

Note 1 (Newton-Leibniz formula for improper integrals). 

Let a function  xF  be a primitive of a function  xf . Denoting 

   xFF
x 

 lim  

we can represent evaluation of the improper integral (8) in the form of Newton-

Leibniz formula, namely 

              

          .lim

limlimlimlim

a
x

bb
a

b

b

b

a
b

a

xFaFFaFxF

aFbFaFbFxFdxxfdxxf











 
 

                                                   
aa

xFdxxf


                                                  ( 13 ) 

The same Newton-Leibniz formula can be written for the other improper inte-

grals. 

                                         
1 Agnesi, M.G. (1718 - 1799), an Italian mathematician 
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Ex. 5.   11011lim1

11
2 






 





 xxx
dx

x
. 

Ex. 6. Calculate the next improper integral 


  24 x
dx . 

2222
1

2
arctanlim

2
arctanlim

2
1

2
arctan

2
1

4 2
























 

 







xxx
x

dx
xx

. 

Ex. 7. 0for  sin,cos 22
0

22
0







 





 a
ba

bbxdxe
ba

abxdxe axax  

■For example  









0

22
0

cossincos
ba

bxabxbebxdxe
ax

ax  

  .0cossinlim 22222222 ba
a

ba
a

ba
a

ba
bxabxbe ax

x 























■ 

Note 2 (change of a variable and integration by parts in improper integrals 

of the first kind). In process of evaluation of improper integrals of the first kind we 

can use change of a variable and integration by parts. 

Ex. 8. Evaluate the next improper integral or state its divergence. 

.
2

0
2

arctan
10

,
1 00

22


























  y

y
dy

y
x

dydxe
ye

e
dxe

ee
dx

x

x

x

x

xx  

Ex. 9. Evaluate the next improper integral or state its divergence. 

 
















 1

2
2

2222

22

2
2 111

2
1,

,0,1
1 yy

ydy
xx

xdx
y
x

yxydyxdx
yyx

xx
dx  


 





1 1

2 .
442

arctan
1

y
y

dy  

Let's calculate this integral by the other substitution. 


















 
 2

4

2

2

2

2

2

2
2

22

2
2

cos
sin

cos
1
cos
sin

24
2

cos
sin

cos
cos11

cos
11

,
cos
sin

cos
sin,

cos
1

1




t
t

t

t
tdt

t
x

t
t

t
t

t
x

t
tdt

t
tdtdx

t
x

xx
dx  
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.
442

4

22

4









  tdt  

After changing the variable we've got a usual definite intefral. 

Ex. 10. Evaluate the next improper integral or state its divergence. 

.22
1,

,ln

ln 11
233












 yy
dy

y
ex

dy
x

dx
yx

xx
dx

e

 

 

Improper integrals of the second kind 
 

Def 6. Let a function  xf  be continuous on one of these three sets: a)  ,, ba  

b)  ba, , c)    bcca ,,   with discontinuity point a, b, c respectively. One introduces 

the next three improper integrals of the second kind (integrals of discontinuous 

functions over a finite interval) namely 

                                               









b

a

b

a

dxxfdxxf
00

lim ;                                          ( 14 ) 

                                           





b

a

b

a

dxxfdxxf


 00
lim ;                                              ( 15 ) 

                        










 







b

c

c

a

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf
2

1

21 00,
lim






.          ( 16 )  

Notions of convergence or divergence are introduced in the same way that for 

improper integrals of the first kind.  

Def. 7. The principal value of the integral (16) is called the next limit 

                                   







 







b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxfvp




 00
lim.. .                              ( 16 ) 

Ex. 11. Improper integrals 

          
     

 bca
cx

dxI
ax

dxI
xb

dxI
x
dxI

b

a
p

b

a
p

b

a
p

a

p 








  321
0

0 ,,,           ( 17 )  
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are convergent for 1p  and divergent for 1p . 

■Let’s study the first integral 0I . 

a) If 1p  we have   
  





lnlnlimlim

0000
0

0 a
x

dx
x

dxI
aa

 (divergence); 

b) In the case 1p  

 
























 
  1  if           

,1 if  
1lim

1
1lim

1

11

0000
0

0

p

p
p

a
a

p
dxxdxxI

p

pp
a

p
a

p 





 

(convergence for 1p  and divergence for 1p )■ 

Ex. 12. Investigate the integral  

2

0
2 34xx

dx  for convergence ( 1x  is discon-

tinuity point). 

Let's represent the integral in the form 

 

   






























 
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0
2 132

1
1

1
3

1
2
1

3134 x
dx

x
dxdx

xxxx
dx

xx
dx . 

The first integral is usual one because of its integrant is continuous on the segment 

 2,0 , and the second is divergent improper integral  1p . Therefore the given im-

proper integral diverges. 

Ex. 13. Find the principal value of the next divergent integral 


1

2 x
dx . 

 

































 












ln1ln2lnlnlimlnlnlimlim..

00

1

2
00

1

2
00

1

2

xx
x

dx
x

dx
x

dxvp

  2ln2lnlimln2lnlnlim
0000


 

 . 

Ex. 14. Find the area of an infinite figure bounded by the lines xy 1 , 

0x , 1x , 0y  (fig. 7). 

  2lim12lim2lim
00

1

00

1

00

1

0


  








x

x
dx

x
dxS . 
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Note 3 (Newton-Leibniz formula). Evaluation of improper 

integrals of the second kind can be represented in the form of 

Newton-Leibniz formula. For example let a function  xf  be con-

tinuous on an interval  ba,  and for any its primitive  xF  we de-

note  

   xFbF
bx 0

lim


 . 

           Fig. 7           Then 

         








  aFbFxFdxxfdxxf
a

bb

a

b

a










 000000
limlimlim  

          ,lim
0

a

b

bx
xFaFbFaFxF 


 

    .
a

bb

a

xFdxxf   

Ex. 15.     2012lim122
00

0

11

0


 xx

x
dx

x
. 

Ex. 16. For any positive number a 


 


 a

x
a
x

a
x

xa
dx

axax
a

aa

a

arcsinlimarcsinlimarcsin
0022

 

  









 22
1arcsin1arcsinarcsinlimarcsinlim

a
x

a
x

axax
. 

Note 4 (change of a variable and integration by parts). Evaluating improper 

integrals of the second kind we can use change of a variable and integration by parts. 

Ex. 17. Integrals 21, II  of the example 7 can be reduced by change of a variable 
to the integral 0I  of the same example. In particular 

  .1for  diverges
 ,1for  converges

0,
,

0
0

0

1 









 



 p
p

I
y
dy

y
dy

aby
bax

dydx
yxb

xb
dxI

ab

p
ab

p

b

a
p  

Ex. 18. With the help of integration by parts we'll have 

.
4
1

4
ln

2
lim

2
ln

2
2

,

,,ln
ln

0

122

00

1

0

2

0

12
2

1

0


























xxx

x
dxxxx

xv
x

dxdu

dvxdxux
xdxx

x
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Convergence tests 

 
We’ll state and prove some important theorems for an improper integral of the 

first kind 

 


a

dxxf ,  

but they are valid for all other improper integrals. 

Theorem 1 (comparison test for non-negative functions). Let for continuous on 

 ,a  non-negative functions    xgxf ,  and sufficient large x  

   xgxf 0 . 

If the improper integral of the function  xg  over the interval  ,a  conver-

ges, then the integral of the function  xf  over the same interval also converges. If 

the integral of the function  xf  diverges, then the integral of the function  xg  also 

diverges. 

■ For example let the integral of the function  xg  converge, that is 

    .lim   



Idxxgdxxg
b

a
b

a

, 

and the inequality in question holds for all ax  . It follows that for any b > a 

    Idxxgdxxf
b

a

b

a

   

and so there exists the limit 

  Idxxf
b

a
b


lim . 

It means that the integral of the function  xf  converges.■ 

Ex. 19. On the base of theorem 1 the improper integral 




1
3 1x
dx  

converges because of for all x such that 1x the next inequality 
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33

1
1

1
xx




 

holds and the integral 




1
3x

dx  

converges  13 p . 

Ex. 20. The integral 
 

1
5

4 1dx
x

x  diverges on the base of the same theorem, be-

cause of for any 1x  

xx
x

x
x 11

5

4

5

4


  

and the integral 

 1
1




p
x

dx  

diverges. 

Ex. 21 Prove convergence of the integral 






 dxe x2
. 

■ Let’s represent the given integral as the sum of three integrals 


















 
1

1

1

1
2222
dxedxedxedxe xxxx . 

The first and third integrals are those improper. They converge by the theorem 1, be-

cause of 

22
2 1

1
111 2

22

xxe
exe

x

xx 


  , 

and the integrals  

 





1

2

1

2 12, p
x
dx

x
dx  

converge. The second integral is usual (proper) one. Therefore the given integral con-
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verges.■ 

Ex. 22. Prove yourselves divergence of the integral 

 

 

1

2 1ln dx
x

x . 

Hint.   2ln1ln 2 x  for 1x . 

Ex. 23. Investigate for convergence the next integral 

 


1 1ln x
dx . 

It’s known that for any positive x 

     xxxx 11ln11ln  , 

and the given integral diverges on account of divergence of the integral 

 1
1




p
x

dx . 

Theorem 2. Let for continuous on  ,a  functions      xxfx  ,,  and suf-

ficient large x  

     xxfx   . 

If the integrals of the functions    xx  ,  converge over  ,a , then the in-

tegral of the function  xf  also converges. 

■Validity of the theorem follows from the inequality 

       xxxxf  0  

and preceding theorem.■ 

Theorem 3 (absolute convergence of an improper integral). If for a func-

tion  xf , which is continuous on an interval  ,a , the integral of its absolute 

value 

 


a

dxxf  

converges, then the integral  
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 


a

dxxf  

of the same function  xf  also converges and is called absolutely convergent. 

■Proving follows from the inequality 

     xfxfxf   

and the theorem 2.■ 

Ex. 24. Prove absolute convergence of the improper integral 




1
2

sin
x
xdx . 

The improper integral of the absolute value of the integrand converges because 

of inequality 

222

1sinsin
xx

x
x

x
  

and convergence of the integral 

 12
1

2 


p
x
dx . 

Therefore the given integral absolutely converges. 

Ex. 25. Investigate for absolute convergence the next improper integrals 




1

cos
xx

axdx , 
1

0
3

sin
x

bxdx . 

 
POINT 3. EULER Г- FUNCTION 

 
Def. 8. Euler  -function is called the next improper integral 

                                                     



0

1 dxex x                                                 ( 18 ) 

It can be proved that the  -function (18) is continuous and has continuous de-

rivatives of all orders for 0 .  

Ler's state some properties of the  -function. 
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1) 1)1(  . 

■   11lim)1(
00

 







 x

x

xx eedxe .■  

2)      1 . 

■      









 





0

1

0
1

0 ,
,,

1 dxexex
evdxxdu

dxedvxu
dxex xx

x

x
x 




 


  

    
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Def. 8.   !1    

In accordance with definition 8  -function is an extension on the set of all 

positive real numbers of the factorial-function !n , which is defined on the set of all 

natural numbers. 

Ex. 26. .1!0   

■By virtue of the definition 8   .11!0  ■



 

 

DEFINITE INTEGRAL: Basic Terminology RUE 

1. абсолютно сходя-
щийся несобственный 
интеграл 

абсолютно збіжний не-
властивий інтеґрал  

ábsolutely convérgent 
impróper íntegral 

2. аддитивность (по 
функции, по интер-валу) 

адитивність (за фун-
кцією, за інтервалом) 

àdditívity (with respéct to 
a fúnction, to an ínterval)  

3. длина дуги довжина дуги arc length 
4. порождаться, образо-
вываться 

породжуватися, утво-
рюватися 

be génerated (by…) 

5. декартовы координа-
ты 

декартові координати cartésian coórdinates 

6. главное значение 
(коши) расходящего-ся 
интеграла 

головне значення (коші) 
розбіжного інтеґрала 

cauchy’s príncipal válue of 
a divérgent íntegral 

7. изменить пределы 
интегрирования 

змінити межі [границі] 
інтеґрування  

change the límits of ìnte-
grátion  

8. круговой сектор круговий сектор círcular séctor 
9. сходиться (абсолют-
но, условно) 

збігатися (абсолютно, 
умовно) 

convérge (ábsolutely, 
condítionally) 

10. абсолютно сходиться абсолютно збігатися convérge ábsolutely  

11. сходящийся не-
собственный интеграл 

збіжний невластивий ін-
теґрал 

convérgent impróper 
íntegral 

12. площадь попе-
речного сечения 

площа поперечного пе-
рерізу 

cross-séction área 
tránsverse séction área 
 

13. криволинейный сек-
тор 

криволінійний сектор cùrvilínear séctor 

14. криволинейная тра-
пеция 

криволінійна трапеція cùrvilínear trapézium (pl 
trapéziums, trapézia) 
[trápezoid]  

15. определённый  инте-
грал как сумма элемен-
тов 

визначений інтеґрал як 
сума элементів 

définite íntegral  as a sum 
of élements 

16. определённый инте-
грал от a до b функции 
эф от икс де икс 

визначений інтеґрал від a 
до b функції эф від ікс де 
ікс 

définite íntegral from a to 
b betwéen a and b of a 
fúnction f of x dx  

17. определённый инте-
грал по отрезку [по ин-
тервалу]  

визначений інтеґрал по 
відрізку [по інтервалу]  

définite íntegral óver a 
ségment [an ínterval]  

18. определённый инте-
грал с перемен-ным 
верхним преде-лом  

визначений інтеґрал з 
змінною верхньою ме-
жею [границею]  

définite íntegral with the 
váriable/várying úpper 
límit/bóund 

19. производная опре- похідна визначеного derívative of a définite 
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делённого интеграла по 
переменному верхнему 
пределу 

інтеґрала за змінною 
верхньою межою  

íntegral with respect to its 
váriable/várying úpper lí-
mit/bóund 

20. искомая величина как 
сумма элементов 
 

шукана величина як сума 
елементів  

desíred [sought, ùn-
knówn] quántity  quántity 
in quéstion] as a sum of 
elements 

21. дифференциал длины 
дуги кривой 

дифференціал довжини 
дуги кривої 

dìfferéntial of an arc 
length 

22. расходиться  розбігатися divérge  
23. расходящийся несоб-
ственный инте-грал 

розбіжний невластивий 
інтеґрал 

divérgent impróper 
íntegral 

24. разбиение/под-
разделение интервала на 
части 

розбиття/поділ інтер-
валу на частини 

divísion [dècomposí-tion, 
partítion, split, splítting, 
súbdivìsion] an ínterval 
into párts 

25. точка деления отре-
зка на части 

точка поділу відрізка на 
частини 

divísion/partítion/dè-
composítion/súbdivísion 
póint of a ségment into 
párts 

26. двойная подстановка подвійна  підстановка dóuble sùbstitútion 
[pèrmutátion, repláce-
ment]  

27. элемент искомой ве-
личины 
 

елемент шуканої ве-
личини 
 

élement of a(n) desíred 
[sought, ùnknówn] quán-
tity of a quántity in qués-
tion 

28. элемент интегрирова-
ния  

елемент інтеґрування  élement of ìntegrátion 

29. элементарный елементарний èleméntary 
30. оценка определённого 
интеграла 

оцінка/оцінювання ви-
значеного інтеґрала 

éstimate/èstimátion of 
définite íntegral 

31. найти новые пределы 
интегрирования 

знайти нові межі [грани-
ці] інтеґрування  

find [detérmine] the new 
límits of ìntegrátion  

32. образовывать, состав-
лять интегральную сум-
му 

утворити, скласти ін-
теґральну суму 

form, make up, compóse 
an íntegral sum 

33. обобщение поня-тия 
определённого интеграла 

узагальнення поняття ви-
значеного інтеґрала 

gèneralizátion [extén-sion] 
of   nótion of dé-finite 
íntegral 

34. обобщить понятие 
определённого интег-
рала 

узагальнити поняття ви-
значеного інтеґрала 

géneralize/exténd the 
nótion of définite ínte-gral 

35. порождать, образовы- породжувати, утворюва- génerate  
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вать ти 
36. геометрический 
cмысл определённого 
интеграла 

геометричний cенс ви-
значеного інтеґрала 

geométric(al) méaning 
[sense] of définite íntegral 

37. однородность  однорідність  hòmogenéity  
38. несобственный инте-
грал первого/вто-рого 
рода 

невластивий інтеґрал 
першого/другого роду 

impróper íntegral of the 
first/second kind 

39. несобственный инте-
грал по конечно-му ин-
тервалу от раз-рывной 
[неограничен-ной] 
функции 

невластивий інтеґрал по 
скінченному інтервалу 
від розривної 
[необмеженої] функ-ції 

impróper íntegral on/ óver 
a fínite ínterval of a(n) 
dìscontínuous [un-límited, 
unbóunded] function 

40. несобственный инте-
грал с бесконеч-ным 
пределом с бес-
конечными предела-ми 
от непрерывной функ-
ции 

невластивий інтеґрал з 
нескінченною межею 
[границею] з не-
скінченними межами/ 
границями від непе-
рервної функції 

impróper íntegral with ín-
finite límit límits of a 
còntínuous function 

41. вписать ломаную ли-
нию (в кривую) 

вписати ламану лінію (в 
криву) 

inscríbe a polýgonal/ 
bróken line (in/into a 
curve) 

42. вписанная лома-ная 
линия (в кривую) 

вписана ламана лінія (в 
криву) 

inscríbed polýgonal/ 
bróken line (in/into a 
curve) 

43. интегрируемость  інтеґровність   íntegrabílity  
44. интегрируемая функ-
ция 

інтеґровна  функція íntegrable fúnction 

45. интегральная сумма інтеґральна  сума íntegral sum 
46. подынтегральная 
функция 

підінтеґральна функція íntegrand, fúnction ún-der 
the íntegral sign fúnction 
to be íntegra-ted, sùbínte-
gral fúnc-tion 

47. подынтеграль-ное 
выражение 

підінтеґральний вираз íntegrand; expréssion 
únder the íntegral sign 
expréssion to be ínte-
grated; sùbíntegral exp-
réssion 

48. интегрировать інтеґрувати íntegrate 
49. интегрирование інтеґрування ìntegrátion 
50. интегрирование заме-
ной переменной под-
становкой 

інтеґрування заміною 
змінної підстановкою 

ìntegrátion by chánge/ 
súbstitútion of a váriable 
by súbstitútion 
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51. интегрирование по 
частям 

інтеґрування частинами ìntegrátion by parts 

52. поменять мес-тами 
верхний и ниж-ний пре-
делы интегри-рования 

поміняти місцями верх-
ню і нижню межі 
[границі] інтеґрування 

ínterchánge the úpper and 
lówer límits of ìn-tegrátion 

53. предел интегрирова-
ния (верхний, нижний) 

границя [межа]  інтеґру-
вання (верхня, нижня) 

limit   of ìntegrátion (úp-
per, lówer inférior) 

54. предел интегра-льной 
суммы 

границя інтеґральної су-
ми 

límit of the íntegral sum 

55. линейность лінійність lìneárity  
56. нижний предел ин-
тегрирования  

нижня межа [границя] 
інтеґрування 

lówer inférior límit of 
ìntegrátion  

57. среднее значе-ние 
функции на ин-тервале 

середнє значення функції 
на інтервалі 

méan/áverage válue of a 
function on an ínter-val 

58. теорема о сред-нем теорема про середнє méan-válue théorem 
59. механический  смысл 
определённого интеграла 

механічний  сенс ви-
значеного інтеґрала 

mechánical méaning 
[sense] of définite íntegral 

60. формула нью-тона-
лейбница 

формула ньютона-
лейбніца 

newton-leibniz fórmu-la 
(pl fórmulas, fórmu-lae)  

61. часть интервала частина інтервалу part of an ínterval, súb-
ìnterval 

62. частичный интервал частковий інтервал pártial ínterval, súbìn-
terval 

63. перейти к пределу перейти до границі pass to the límit 
64. перейти к поля-рным 
координатам 

перейти до полярних ко-
ординат 

pass to the pólar coór-
dinates 

65. предельный пе-реход, 
переход к пре-делу 

граничний перехід, 
перехід до границі 

pássage to the límit 

66. физический смысл 
определённо-го интегра-
ла 

фізичний сенс визна-
ченого інтеґрала 

phýsical méaning [sen-se] 
of définite íntegral 

67. плоская об-ласть плоска область pláne domáin [région]  
68. полярный угол полярний кут pólar ángle 
69. полярная ось полярна вісь pólar áxis (pl áxes) 
70. полярная сис-тема 
координат 

полярна система ко-
ординат 

pólar coórdinate sýs-tem, 
sýstem of pólar coórdi-
nates 

71. полярные коор-
динаты 

полярні координати pólar coórdinates 

72. полярное урав-нение 
кривой 

полярне рівняння кривої pólar equátion of a cur-ve 

73. полярный ра-диус полярний радіус pólar rádius (pl rádii) 
74. полюс в поляр-ной 
системе коорди-нат 

полюс в полярній си-
стемі координат 

póle in a pólar coórdi-nate 
sýstem 
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75. ломаная (линия) ламана (ліния) polígonal/bróken line 
76. свойство адди-
тивности 

властивість адитивності próperty of àdditívity 

77. свойство ли-нейности властивість лінійності próperty of lìneárity 
78. выполнить, осу-
ществить, произвести 
двойную подстановку  

виконати, зробити, 
здійснити подвійну 
підстановку  

réalize [cárry out, ef-féct, 
make] the dóuble sùb-
stitútion [pèrmutátion, re-
plácement]  

79. пересчёт пределов 
интегрирования 

перелічування/перерахо-
вування меж [границь] 
інтеґрування 

rècàlculátion/rècóunt 
límits of ìntegrátion  

80. пересчитывать преде-
лы интегрирования 

перелічувати/перерахо-
вувати межі [границі] 
інтеґрування 

rècóunt límits of ínte-
gration 

81. результат сум-
мирования элементов 

результат підсумову-
вання елементів 

resúlt of summátion of 
élements 

82. вращаться вокруг оси 
прямой 

обертатися навколо осі 
прямої 

revólve [rotáte, turn] about 
an áxis (pl áxes) a stráight 
line 

83. прямой круговой ци-
линдр 

прямий (круговий) ци-
ліндр 

right (círcular) cýlinder 

84. схема примене-ния  схема застосування schéme of àpplicátion, 
próblem-sólving schéme 

85. тело тіло sólid [bódy]  
86. тело вращения тіло обертання sólid [bódy] of rèvolútion 

[rotátion]  
87. подстановка  підстановка sùbstitútion  
88. суммирование эле-
ментов 

підсумовування  еле-
ментів 

summátion of élements 

89. брать, выбирать точку  брати, вибирати (точку)  take, choos  (chose; cho-
sen) (a póint) 

90. признак сходи-мости 
несобственного интегра-
ла 

ознака збіжності не-
властивого інтеґрала 

test for convérgence of 
impróper íntegral  

91. поперечное сечение поперечний переріз cross-séction 
92. трактовать, рас-
сматривать, интерпре-
тировать искомую ве-
личину как сумму (как 
результат сумми-
рования) элементов  

трактувати, розгляда-ти, 
інтерпретувати шукану 
величину як суму (як ре-
зультат підсумовування) 
елементів  

tréat [consíder, regárd, 
intérpret] a(n) desíred 
[sought, ùnknówn] quán-
tity  quántity in quéstion 
as a sum (as a resúlt of 
summátion) of élements 

93. верхний предел ин-
тегрирования 

верхня межа [границя] 
інтеґрування  

úpper límit of ìntegrá-tion 

94. переменная ин- змінна інтеґрування váriable of ìntegrátion 
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тегрирования 
95. объём тела по извест-
ным площадям парал-
лельных попе-речных 
сечений (пер-
пендикулярных фик-
сированной прямой) 

об"єм тіла по відомих 
площах паралельних по-
перечних перерізів (пер-
пендикулярних 
фіксованій прямій) 

vólume of a sólid/bódy 
from known áreas of pá-
rallel séctions cross-séc-
tions, tránsverse séctions 
(which/that are pèrpendí-
cular to a fixed straight 
line); vólume by slícing 

96. объём тела вращения об"єм тіла обертання vólume of a sólid/bódy of 
rèvolútion/rotátion  



 

 

DEFINITE INTEGRAL: Basic Terminology ERU 

1. ábsolutely convérgent 
impróper íntegral 

абсолютно збіжний не-
властивий інтеґрал  

абсолютно сходя-щийся 
несобственный интеграл 

2. àdditívity (with respéct 
to a fúnction, to an ínter-
val)  

адитивність (за фун-
кцією, за інтервалом) 

аддитивность (по функ-
ции, по интер-валу) 

3. arc length довжина дуги длина дуги 
4. be génerated (by…) породжуватися, утво-

рюватися 
порождаться, образовы-
ваться 

5. cartésian coórdinates декартові координати декартовы координаты 
6. cauchy’s príncipal 
válue of a divérgent ínte-
gral 

головне значення (коші) 
розбіжного інтеґрала 

главное значение (коши) 
расходящего-ся интегра-
ла 

7. change the límits of 
ìntegrátion  

змінити межі [границі] 
інтеґрування  

изменить пределы ин-
тегрирования 

8. círcular séctor круговий сектор круговой сектор 
9. convérge (ábsolutely, 
condítionally) 

збігатися (абсолютно, 
умовно) 

сходиться (абсолютно, 
условно) 

10. convérge ábsolutely  абсолютно збігатися абсолютно сходиться 

11. convérgent impróper 
íntegral 

збіжний невластивий ін-
теґрал 

сходящийся не-
собственный интеграл 

12. cross-séction área 
tránsverse séction área 
 

площа поперечного 
перерізу 

площадь попе-речного 
сечения 

13. cùrvilínear séctor криволінійний сектор криволинейный сектор 
14. cùrvilínear trapézium 
(pl trapéziums, trapézia) 
[trápezoid]  

криволінійна трапеція криволинейная трапеция 

15. définite íntegral  as a 
sum of élements 

визначений інтеґрал як 
сума элементів 

определённый  интеграл 
как сумма элементов 

16. définite íntegral from a 
to b betwéen a and b of a 
fúnction f of x dx  

визначений інтеґрал від a 
до b функції эф від ікс де 
ікс 

определённый интеграл 
от a до b функции эф от 
икс де икс 

17. définite íntegral óver a 
ségment [an ínterval]  

визначений інтеґрал по 
відрізку [по інтервалу]  

определённый интеграл 
по отрезку [по интерва-
лу]  

18. définite íntegral with 
the váriable/várying úpper 
límit/bóund 

визначений інтеґрал з 
змінною верхньою ме-
жею [границею]  

определённый интеграл 
с перемен-ным верхним 
преде-лом  

19. derívative of a définite 
íntegral with respect to its 
váriable/várying úpper lí-
mit/bóund 

похідна визначеного 
інтеґрала за змінною 
верхньою межою  

производная опре-
делённого интеграла по 
переменному верхнему 
пределу 
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20. desíred [sought, ùn-
knówn] quántity  quántity 
in quéstion] as a sum of 
elements 

шукана величина як сума 
елементів  

искомая величина как 
сумма элементов 
 

21. dìfferéntial of an arc 
length 

дифференціал довжини 
дуги кривої 

дифференциал длины 
дуги кривой 

22. divérge  розбігатися расходиться  
23. divérgent impróper 
íntegral 

розбіжний невластивий 
інтеґрал 

расходящийся несобст-
венный инте-грал 

24. divísion [dècomposí-
tion, partítion, split, splít-
ting, súbdivìsion] an ínter-
val into párts 

розбиття/поділ інтер-
валу на частини 

разбиение/под-
разделение интервала на 
части 

25. divísion/partítion/dè-
composítion/súbdivísion 
póint of a ségment into 
párts 

точка поділу відрізка на 
частини 

точка деления отре-зка 
на части 

26. dóuble sùbstitútion 
[pèrmutátion, repláce-
ment]  

подвійна  підстановка двойная подстановка 

27. élement of a(n) desíred 
[sought, ùnknówn] quán-
tity of a quántity in qués-
tion 

елемент шуканої ве-
личини 
 

элемент искомой вели-
чины 
 

28. élement of ìntegrátion елемент інтеґрування  элемент интегрирования  
29. èleméntary елементарний элементарный 
30. éstimate/èstimátion of 
définite íntegral 

оцінка/оцінювання ви-
значеного інтеґрала 

оценка определённого 
интеграла 

31. find [detérmine] the 
new límits of ìntegrátion  

знайти нові межі [грани-
ці] інтеґрування  

найти новые пределы 
интегрирования 

32. form, make up, com-
póse an íntegral sum 

утворити, скласти ін-
теґральну суму 

образовывать, состав-
лять интегральную сум-
му 

33. gèneralizátion [extén-
sion] of   nótion of dé-
finite íntegral 

узагальнення поняття ви-
значеного інтеґрала 

обобщение поня-тия оп-
ределённого интеграла 

34. géneralize/exténd the 
nótion of définite ínte-gral 

узагальнити поняття ви-
значеного інтеґрала 

обобщить понятие опре-
делённого интег-рала 

35. génerate  породжувати, утворюва-
ти 

порождать, образовы-
вать 

36. geométric(al) méaning 
[sense] of définite íntegral 

геометричний cенс ви-
значеного інтеґрала 

геометрический cмысл 
определённого интеграла 

37. hòmogenéity  однорідність  однородность  
38. impróper íntegral of the невластивий інтеґрал несобственный интеграл 
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first/second kind першого/другого роду первого/вто-рого рода 
39. impróper íntegral on/ 
óver a fínite ínterval of 
a(n) dìscontínuous [un-
límited, unbóunded] func-
tion 

невластивий інтеґрал по 
скінченному інтервалу 
від розривної 
[необмеженої] функ-ції 

несобственный интеграл 
по конечно-му интерва-
лу от раз-рывной [неог-
раничен-ной] функции 

40. impróper íntegral with 
ínfinite límit límits of a 
còntínuous function 

невластивий інтеґрал з 
нескінченною межею 
[границею] з не-
скінченними межами/ 
границями від непе-
рервної функції 

несобственный интеграл 
с бесконеч-ным преде-
лом с бес-конечными 
предела-ми от непре-
рывной функции 

41. inscríbe a polýgonal/ 
bróken line (in/into a 
curve) 

вписати ламану лінію (в 
криву) 

вписать ломаную линию 
(в кривую) 

42. inscríbed polýgonal/ 
bróken line (in/into a 
curve) 

вписана ламана лінія (в 
криву) 

вписанная лома-ная ли-
ния (в кривую) 

43. íntegrabílity  інтеґровність   интегрируемость  
44. íntegrable fúnction інтеґровна  функція интегрируемая функция 
45. íntegral sum інтеґральна  сума интегральная сумма 
46. íntegrand, fúnction ún-
der the íntegral sign fúnc-
tion to be íntegra-ted, 
sùbíntegral fúnc-tion 

підінтеґральна функція подынтегральная функ-
ция 

47. íntegrand; expréssion 
únder the íntegral sign 
expréssion to be ínte-
grated; sùbíntegral exp-
réssion 

підінтеґральний вираз подынтеграль-ное выра-
жение 

48. íntegrate інтеґрувати интегрировать 
49. ìntegrátion інтеґрування интегрирование 
50. ìntegrátion by chánge/ 
súbstitútion of a váriable 
by súbstitútion 

інтеґрування заміною 
змінної підстановкою 

интегрирование заменой 
переменной подстанов-
кой 

51. ìntegrátion by parts інтеґрування частинами интегрирование по час-
тям 

52. ínterchánge the úpper 
and lówer límits of ìn-
tegrátion 

поміняти місцями верх-
ню і нижню межі 
[границі] інтеґрування 

поменять мес-тами верх-
ний и ниж-ний пределы 
интегри-рования 

53. limit   of ìntegrátion 
(úpper, lówer inférior) 

границя [межа]  інтеґру-
вання (верхня, нижня) 

предел интегрирования 
(верхний, нижний) 

54. límit of the íntegral границя інтеґральної су- предел интегра-льной 
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sum ми суммы 
55. lìneárity  лінійність линейность 
56. lówer inférior límit of 
ìntegrátion  

нижня межа [границя] 
інтеґрування 

нижний предел интегри-
рования  

57. méan/áverage válue of 
a function on an ínter-val 

середнє значення функції 
на інтервалі 

среднее значе-ние функ-
ции на ин-тервале 

58. méan-válue théorem теорема про середнє теорема о сред-нем 
59. mechánical méaning 
[sense] of définite íntegral 

механічний  сенс ви-
значеного інтеґрала 

механический  смысл 
определённого интеграла 

60. newton-leibniz fórmu-
la (pl fórmulas, fórmu-lae)  

формула ньютона-
лейбніца 

формула нью-тона-
лейбница 

61. part of an ínterval, súb-
ìnterval 

частина інтервалу часть интервала 

62. pártial ínterval, súbìn-
terval 

частковий інтервал частичный интервал 

63. pass to the límit перейти до границі перейти к пределу 
64. pass to the pólar coór-
dinates 

перейти до полярних ко-
ординат 

перейти к поля-рным ко-
ординатам 

65. pássage to the límit граничний перехід, 
перехід до границі 

предельный пе-реход, 
переход к пре-делу 

66. phýsical méaning [sen-
se] of définite íntegral 

фізичний сенс визна-
ченого інтеґрала 

физический смысл опре-
делённо-го интеграла 

67. pláne domáin [région]  плоска область плоская об-ласть 
68. pólar ángle полярний кут полярный угол 
69. pólar áxis (pl áxes) полярна вісь полярная ось 
70. pólar coórdinate sýs-
tem, sýstem of pólar 
coórdinates 

полярна система ко-
ординат 

полярная сис-тема коор-
динат 

71. pólar coórdinates полярні координати полярные коор-динаты 
72. pólar equátion of a cur-
ve 

полярне рівняння кривої полярное урав-нение 
кривой 

73. pólar rádius (pl rádii) полярний радіус полярный ра-диус 
74. póle in a pólar coórdi-
nate sýstem 

полюс в полярній си-
стемі координат 

полюс в поляр-ной сис-
теме коорди-нат 

75. polígonal/bróken line ламана (ліния) ломаная (линия) 
76. próperty of àdditívity властивість адитивності свойство адди-тивности 
77. próperty of lìneárity властивість лінійності свойство ли-нейности 
78. réalize [cárry out, ef-
féct, make] the dóuble 
sùbstitútion [pèrmutátion, 
replácement]  

виконати, зробити, 
здійснити подвійну 
підстановку  

выполнить, осу-
ществить, произвести 
двойную подстановку  

79. rècàlculátion/rècóunt 
límits of ìntegrátion  

перелічування/перерахо-
вування меж [границь] 
інтеґрування 

пересчёт пределов ин-
тегрирования 
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80. rècóunt límits of ínte-
gration 

перелічувати/перерахо-
вувати межі [границі] 
інтеґрування 

пересчитывать пределы 
интегрирования 

81. resúlt of summátion of 
élements 

результат підсумову-
вання елементів 

результат сум-
мирования элементов 

82. revólve [rotáte, turn] 
about an áxis (pl áxes) a 
stráight line 

обертатися навколо осі 
прямої 

вращаться вокруг оси 
прямой 

83. right (círcular) cýlinder прямий (круговий) ци-
ліндр 

прямой круговой ци-
линдр 

84. schéme of àpplicátion, 
próblem-sólving schéme 

схема застосування схема примене-ния  

85. sólid [bódy]  тіло тело 
86. sólid [bódy] of 
rèvolútion [rotátion]  

тіло обертання тело вращения 

87. sùbstitútion  підстановка подстановка  
88. summátion of élements підсумовування  еле-

ментів 
суммирование элементов 

89. take, choos  (chose; 
chosen) (a póint) 

брати, вибирати (точку)  брать, выбирать точку  

90. test for convérgence of 
impróper íntegral  

ознака збіжності не-
властивого інтеґрала 

признак сходи-мости не-
собственного интеграла 

91. cross-séction поперечний переріз поперечное сечение 
92. tréat [consíder, regárd, 
intérpret] a(n) desíred 
[sought, ùnknówn] quán-
tity  quántity in quéstion 
as a sum (as a resúlt of 
summátion) of élements 

трактувати, розгляда-ти, 
інтерпретувати шукану 
величину як суму (як ре-
зультат підсумовування) 
елементів  

трактовать, рас-
сматривать, интерпре-
тировать искомую ве-
личину как сумму (как 
результат сумми-
рования) элементов  

93. úpper límit of ìntegrá-
tion 

верхня межа [границя] 
інтеґрування  

верхний предел интегри-
рования 

94. váriable of ìntegrátion змінна інтеґрування переменная ин-
тегрирования 

95. vólume of a sólid/bódy 
from known áreas of pá-
rallel séctions cross-séc-
tions, tránsverse séctions 
(which/that are pèrpendí-
cular to a fixed straight 
line); vólume by slícing 

об"єм тіла по відомих 
площах паралельних по-
перечних перерізів (пер-
пендикулярних 
фіксованій прямій) 

объём тела по известным 
площадям параллельных 
попе-речных сечений 
(пер-пендикулярных 
фик-сированной прямой) 

96. vólume of a sólid/bódy 
of rèvolútion/rotátion  

об"єм тіла обертання объём тела вращения 



 

 

LECTURE NO. 24. DOUBLE INTEGRAL 

 

POINT 1. DOUBLE INTEGRAL 

POINT 2. EVALUATION OF A DOUBLE INTEGRAL IN CARTESIAN 

COORDINATES 

POINT 3. IMPROPER DOUBLE INTEGRAL. POISSON’S FORMULA 

 

POINT 1. DOUBLE INTEGRAL 
 

Def. 1. Let a function of two variables    yxfMfz ,  be given in a some 

domain D of the xOy -plane (fig. 1).  

1. We divide the domain into n parts ,,1, niDi  with 

areas iS  and diameters MN
iDNMi 


,
max . 

2. We take arbitrary point  iii yxM ;  in every part 

iD , find the value of the function at this point and multiply 

it by the area iS  of iD . 

3. We add all these products     iiiii SyxfSMf  ,  

               Fig. 1                and get an integral sum 

    
 


n

i

n

i
iiiii SyxfSMf

1 1

, . 

4. Let  i
ni


,1
max


  and 0 . If there exists the limit of the integral sum  , 

then this limit is called the double integral of the function    yxfMfz ,  over 

the domain D and is denoted by 

                           





n

i
iii

DD

SyxfdxdyyxfdSMf
1

00
,limlim,


                 ( 1 )   

We can consider the double integral as the sum of elements  dSyxf ,  where 

dS = dxdy is an element of the area. 
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Theorem 1 (existence of a double integral). If a function    yxfMfz ,  is 

continuous in a domain D then its double integral over D exists. 

It is evident that for      y,xfMf  a double integral gives the area of the 

domain D, 

                                                      
D

D dxdySS .                                                ( 2 ) 

Mechanic sense of a double integral. If     0,  yxM   is the surface den-

sity of a plate xOyD  , then its mass equals the next double integral 

                                             
DD

dxdyyxdSMm ,                                       ( 3 ) 

■An element of the mass 

   dSyxdSMdm ,  ; 

it is the mass of the element DdD   with the area dS  and with a 

constant surface density       dDyxMyxM  ,,,  (fig. 2). 

Sum of all these elements gives the mass of the plate which is re- 

            Fig. 2           presented by a double integral (3).■ 

Def. 2. A cylindrical body [a curvilinear cylinder] is called a body bounded: 

a) above by a surface   0,  yxfz ; 

b) below by a domain D of the xOy-

plane; 

c)  aside by a cylindrical surface with 

the generatrix parallel toOz -axis and the 

diréctrix which is the boundary of the domain 

              Fig. 3                    Fig. 4            D (fig. 3). 

Geometric sense of a double integral. The  volume of a cylindrical body 

equals the double integral 

                                               
D

dxdyyxfV , .                                                    ( 4 ) 

■An element of the volume 
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   dSyxfdSMfdV ,  

is the volume of a right cylinder with the base DdD   of the area dS  and the height 

      dDyxMyxfMf  ,,,  (fig. 4). The volume of a cylindrical body is the sum of 

all these elements and is represented by the double integral (4).■ 

Properties of a double integral are analogous to those of a definite integral.  

For example: 

1 (linearity). For any functions    yxfyxf ,,, 21  and any constants 21 , kk  

         
DDD

dxdyyxfkdxdyyxfkdxdyyxfkyxfk ,,,, 22112211 . 

2 (additivity with respect to a domain of integration). If a 

domain is divided into two disjoint parts 21 DDD  , 21 DD   

(fig. 5), then 

      
21

,,,
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf . 

          Fig. 5 

     

POINT 2. EVALUATION OF A DOUBLE INTEGRAL  
IN CARTESIAN COORDINATES 
 

Def. 3. A domain D is called a domain of the first type if it is bounded (see 

fig. 6): 

a) from the left by a straight line ax  ; 

b) from the right by a straight line bx  ; 

c) below by a line  xyy 1 ; 

d) above by a line  xyy  , 

               Fig. 6                         xyyxyb,ax,bxa:y,xD   . 

A double integral over a domain of the first type is calculated by a formula 

                                               
 

 

  
b

a

xy

xyD

dyyxfdxdxdyyxf
2

1

,, .                           ( 5 ) 
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Correspondingly to this formula we integrate at first with 

respect to y from  xy1  to  xy2 , that is calculate an inner 

integral 

                                  
 

 


xy

xy

dyyxf
2

1

, , 

                Fig. 7               and then we integrate the result with respect to x from a to b. 

■We’ll prove the formula (5) proceeding from the mechanic sense of a double 

integral. Let the integrand      y,xfMf  be the surface density of a plate, defi-

ned by the figure          xyyxyb,ax,bxa:y,xD    (fig. 6). Hence  

the mass of the plate equals the double integral 

    
DD

dxdyy,xfdSMfm . 

Now we’ll find the same mass by the other way and compare the results. The 

mass of the element MNPQ  of the plate between dxx,x   and dyy,y   (fig. 7) 

equals     yxy,xfyxMf ΔΔΔΔ  . Adding all such the masses from  xy  to  xy  

we find the mass of the hatched strip (fig. 7), namely 

 
 

 

 
 

 











xy

xy

xy

xy

dyy,xfdxdxdyy,xfdm . 

Adding finally the masses of all such the strips from ax   to bx   we find the mass 

of the whole plate that is 

 
 

 

 
 

 

  




















b

a

xy

xy

b

a

xy

xy

dyy,xfdxdyy,xfdxm . 

Comparing of two results of the mass calculating proves validity of the formula (5).■ 

Note 1. Integral with respect to x from a to b is called that exterior [external]. 

The right side of the formula (5) is called the repeated integral.  

 Def. 4. A domain D is called a domain of the second type if it is bounded (see 

fig. 8): 

a) below by a straight line cy  ; 
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b) above by a a straight line dy  ;  

 c) from the left by a line  yxx 1 ; 

          d) from the right by a line  yxx 2 , 

         yxxyxd,cy,dyc:y,xD   . 

The double integral over a domain D of the se- 

                 Fig. 8                      cond type is calculated by a formula 

                                          
 

 

  
d

c

yx

yxD

dxyxfdydxdyyxf
2

1

,, .                                     ( 6 ) 

At first we calculate an inner integral 

 
 

 


yx

yx

dxyxf
2

1

, , 

that is integrate with respect to x from  yx1  to  yx2 , and then we integrate the result 

with respect to y from c to d. 

■Prove this formula yourselves.■ 

Ex. 1. Let a domain of integration be a rectangle 

  dycbxayxRabcd  ,:,  

with the sides parallel to Ox-, Oy-axes (fig. 9). The rec-

tangle is the domain of the first and second types, there- 

               Fig. 9                    fore we can use both formulas (5) and (6), 

                                   
d

c

b

a

b

a

d

cR

dxyxfdydyyxfdxdxdyyxf
abcd

,,, .                     ( 7 ) 

The formula (6) means that in the case of the rectangle abcdR  we can integrate 

in any order. But in practice one of orders of integration can lead to easier calcula-

tions than the other one. 

Ex. 2. Find the mass of a plate  

               






  4ln3ln,

3
1

6
1:, yxyxR  (fig. 10) 
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if the surface density of the plate equals 

  xyyeyx 612,  . 

              We find the mass by the formula (3). A 

domain of integration R is a rectangle with the sides 

parallel to Ox-, Oy-axes. Using the formula (7) we get 

                   Fig. 10 

   






















 dxeydydxyedydxdyyedxduy,xm xy
ln

ln

xy
ln

lnR

xy

R

γ  

      











 

























ln

ln

yy
ln

ln

yyyyxyxy dyeedyee
y

yee
y

e
y

dxe  

        534916
2
12

2
12

2
12 3ln4ln3ln24ln2

3ln

4ln
2 






 






 






  eeeeee yy . 

The other order of integration isn’t well (verify!). 

Ex. 3. Evaluate by two ways the integral   
D

dxdyyx 23sin  if the domain D is 

defined by inequalities xyx 30,
2

0 
  (fig. 11). 

The domain D is that of the first and second types. 

The first way. We consider D as a domain of the first type, 

                    






 












 xy,x,x:y,xD  , 

           Fig. 11          that is D is bounded 

a) from the left by the straight line 0x ; 

b) from the right by the straight line 
2


x ; 

c) below by the line 0y ; 

d) above by the line xy 3 . 
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Using the formula (5) we have 

     
2

0

3

0

23sin23sin


x

D

dyyxdxdxdyyx  

    


  xxttdt
xxt
xy

dtdytyx
dyyx

x

xx

x

x

9cos3cos
2
1cos

2
1sin

2
1

93
30

,2,23
23sin

3

99

3

3

0

 

  .
9
2

2
9sin

9
1

2
3sin

3
1

2
19sin

9
13sin

3
1

2
19cos3cos

2
1

0

2
2

0







 






  






xxdxxx  

In the second way we treat D as a domain of the second type, 

 




































 xy,y,y:y,xD , 

that is D is bounded 

a) below by the straight line 0y ; 

b) above by the straight line 
2

3
y ; 

c) from the left by the line 
3
yx  ; 

d) from the right by the line 
2


x . 

Therefore with the help of the formula (6) we write 

     
2

3

0

2

3

23sin23sin

 

yD

dxyxdydxdyyx . 

Fulfill evaluation of the integral yourselves. 

Ex. 4. Set the limits of integration in a double integral over 

a triangular domain D with the vertices       ;B,;A,;  

Fig. 12         (fig. 12) 

At first we compile the equations of the straight lines OA and AB. 
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OA:   .yx,xy,k,kOA;A;kxy











  

AB: ,yx,yx







  









yx,xy . 

The first way. The domain D is that of the first type because of it’s bounded 

from the left by a straight line x = 0, from the right by a straight line x = 5, below by a 

line xy



 , above by a line ,xy



  hence on the base of the formula (5) 

    












x

xD

dyy,xfdxdxdyy,xf . 

The second way. To apply the formula (6) we divide the domain D into two 

domains  D,D  of the second type by a straight line y = 4 (fig. 12). If we describe 

them by two double inequalities, namely 

   

    ,yx,y;y:y,xD

,yx,y;y:y,xD















































4
 

we’ll get 

     

    .dxy,xfdydxy,xfdy

dxdyy,xfdxdyy,xfdxdyy,xf

yy

DDD



















8

4

4

0

 

Ex. 5. Evaluate the double integral  

                                
D

dxdyyx 22  

     Fig. 13             over the domain 

     xyx,x,x:y,xD   (fig. 13). 

The domain D is that of the first type. It can be divided into two domains of the se-

cond type  ABCDOACD  21 ,  by the straight line 
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1y  (fig. 13), 

21 DDD  , 

   



















 



 yxy,y,y:y,xD , 

   























 xy,y,y:y,xD .  

The integral in question equals the sum of two integrals. It’s well to calculate 
the first one over the domain D and the second one as the sum of integrals over 1D  

and 2D . 

    
1

0

22
2

22222

21 DD

x

xDDD

dxdyydxdyydydxxdxdyydxdyxdxdyyx  

     









1

0

2

1

2
2

1

0

42
1

0

2

1

1

4

2
1

0

4

2
2

2

4
1

4
3

2

2

2

dyyydyydxxxdxdyydxdyydydxx
y

y

y

x

x

 

22.1
105
128

20
31

3
7

20
3

7
2

20
1

3
1

20
3

7
2

1

2
5

1

2
3

0

1
5

0

1
2
7

 yyyx . 

 

 

POINT 3. IMPROPER DOUBLE INTEGRALS. POISSON FORMULA 
 

We’ll limit ourselves to improper double integrals of the first kind that is inte-

grals of continuous functions over unbounded domains. As such the domains we’ll 

consider: the first quadrant 

   yxyxR 0,0:, , 

an infinite rectangle 

  byaxyxRab  ,:,   

         Fig. 14              and the xOy -plane 

   yxyx ,:,2 . 



 Double Integral 

 

114 
Let R be the first quadrant and let   by,ax:y,xOACBDab   

be a finite rectangle with sides a and b (fig. 14). We define an improper integral over 

R as the next limit 

          






  ba

b
a

Rb
a

D

dyyxfdxdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf
000 0

,lim,lim,,  

     






000000

,,,lim dxyxfdydyyxfdxdxyxfdy
ab

b
a

. 

As the corollary we get the formula of passing from a double integral to that repea-

ting (the formula of interchange of integrations) 

                                       
 


00000 0

,,, dxyxfdydyyxfdxdxdyyxf .                ( 8 ) 

An improper integral over the rectangle 

  byaxyxRab  ,:,  (see fig. 

15) we define as the limit of the integral over a 

finite rectangle   bydaxcyx  ,:,   as  

 dc , , and an improper integral over 

the xOy -plane we define as the limit of the inte- 

          Fig. 15                Fig. 16          gral over the same rectangle (fig. 16) as a , 

b  and simultaneously  dc , . As the result we get the next two for-

mulas  

          
   


a b aba b

R

dxyxfdydyyxfdxdxdyyxfdxdyyxf
ab

,,,, ,         ( 9 ) 

          
























 dxyxfdydyyxfdxdxdyyxfdxdyyxf ,,,,
2

.       ( 10 )  

Ex. 6. Poisson integrals 
22

1,
0

22   







 IdxeJdxeI xx .      ( 11 ) 
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■ .,
0
0

0,0,

000

2222222










 






 ydtedyedyeJydte

t
x

ydtdx

tyytx
dxeJ tyyytyx  

Let’s integrate with respect to y over the interval  ,0 , 

    
 


 


 




 
0 0

1

0 00 0

2

0

222222222
ydtedyydteedyydtedyeJdyeJ tytyytyyy  

 
   

     
  

 



















0 0
2

2

222

0 0

1

12
1

0
0

12

12,1
22

dz
t

edt
z
y

t
dzydy

dzdytyzty
ydyedt zty  

 
4

010
22

1arctan
2
1

12
1

12
1 0

00

0

2
0

0

2








 
















   zzz etdzedt

t
dtdzedt

t
dt . 

We’ve proved that 
4

2 
J , and therefore  .,

2


 IJ ■ 

 

POINT 4. DOUBLE INTEGRAL IN POLAR COORDINATES 
 

Let’s suppose that we study a double integral 

    
DD

dxdyy,xfdSy,xf  

over a domain D of the xOy-plane, and we pass to polar coordinates 

                                    yx,siny,cosx ,                                ( 12 )  

coinciding the pole O with the origin 

 ;O  and the polar axis O with 

positive semiaxis of the Ox-axis of 

Cartesian coordinate system. The do-

main D transforms into some domain 

                                 Fig. 17                                Δ  of the O -plane and the double 

integral passes in that over the domain Δ . 

To show up how the element dS of the area changes we generate an element 

dD of the domain D by two circles of radii  d,  centered at the origin and by two 
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rays starting from the pole under angles  d,   to the polar axis (fig. 17 a). We 

can consider dD as a curvilinear rectangle PQRT with the area 

 ddPQPTSdS PQRT  . 

Therefore 

 dddS  , 

and the formula of passing to polar coordinates in a double integral can be written as 

                                 
ΔD

ddsin,cosfdxdyy,xf  .                         ( 13 ) 

In applications we often meet the case of a domain D bounded by two rays  

                                                   ,                                             ( 14 ) 

and two lines with polar equations 

                                                  ,,                              ( 15 )     

(fig. 17 a). One can describe such the domain by two double inequalities 

                                          :,, ,                      ( 16 ) 

whence it follows that a domain Δ O  (fig. 17 b), in which D transforms after 

passage to polar coordinates, is that of the first type. Therefore, by the formula (5) 

                               
 

 

 













 dsin,cosfddxdyy,xf
D

.                       ( 17 ) 

If a line     degenerates in the pole 

O we get a curvilinear sector D bounded by two 

rays  

                     ,                   ( 18 ) 

and a line with a polar equation 

                     Fig. 18                                                                                    ( 19 ) 

(fig. 18 a). We describe it by the inequalities 

                                        O:,, ,                             ( 20 ) 

whence it follows that a domain Δ O  (fig. 18 b) is also that of the first type. 

Therefore, by the formula (5) 
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                                
 

 









 dsin,cosfddxdyy,xf
D

.                       ( 21 )                               

Let a domain D contain the pole O, and every 

ray const  intersect the boundary of the domain in 

unique point (fig. 19 a). If (19) is its polar equation, 

then         :,,    ( 22 ) 

                 Fig. 19                    (fig. 19 b), and therefore 

                                
 

 


 


 

 dsin,cosfddxdyy,xf
D

.                       ( 23 ) 

Ex. 7. Evaluate the mass of a plate D containing 

between two curves 

 



 yxx:l,yxx:l  

for y  (fig. 20), if its surface density    y,xP    at 

any point   Dy;xP  is proportional to the polar radius 

                  Fig. 20                 OP of this point and equals 8 at the point  ;N . 

The surface density of the plate D 

       
    ,yxy,xP

,kkk;N;yxkOPky,xP







2
  

and by virtue of the mechanic sense of a double integral (see (3)) we have to calculate 

a double integral 

      
DDD

dxdyyxdxdyy,xdSPm  . 

Completing the squares we make sure that the curves  l,l  are circles with radii 

2 and 4 and centres     ;N,;M  correspondingly: 

      yx,yxx,yx,yxx . 

If we carry out the transition (12) to polar coordinates, we’ll get the polar equations 

of  l,l  

 cos,xyx:l;cos,cos,xyx:l  



  
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and describe the domain D by two double inequalities 

  coscos,, 











 . 

Therefore by the formula (17) 

    







 



















































 dcosdddddm
cos

coscos

cos

cos

cos

 

    




















 









 dtt
t,dtdcos

,tsin
dcossin









. 

Ex. 8. Find the area of a figure bounded by a 

curve (Bernoulli lemniscate, fig. 21) 

                      yxayx . 

                   Fig. 21                      We have studied this curve in the Lecture 8, Point 2. 

Its polar equation is 

  cosa . 

Making use of the formula (2) we can write 


D

dxdyS  

where a domain D is the shaded curvilinear sector on the fig. 21. It’s evident that 

  











 cosa,, . 

Hence in correspondence with the formula (20) the area in question equals 






































  asinadcosadddS

cosacosa

448










  

 In generale case the substitution    v,uyy,v,uxx  , when a domain D of   

the plane xOy changes in a domain Δ  of a plane vOu  , there is the next formula 

          
vv

uu

ΔD yx
yx

v,uJwhere,dudvv,uJv,uy,v,uxfdxdyy,xf



  . 



 

 

DOUBLE INTEGRAL: Basic Terminology RUE 

1. интеграл, распро-
страненный на область 

інтеґрал, поширений на 
область  

íntegral exténded/tá-ken 
over a domáin/région  

2. быть областью перво-
го/второго типа 

бути областю першого/ 
другого типу 

be a domáin/région of the 
first/sécond týpe [be the 
týpe i/ii domáin/ré-gion] 

3. внешний интеграл зовнішній інтеґрал extérior/extérnal ínteg-ral 
4. внутренний интеграл внутрішній інтеґрал ínner íntegral 
5. двойной интеграл по 
области 

подвійний інтеґрал по 
області  

dóuble íntegral over the 
domáin [région]  

6. измениь порядок ин-
тегрирования 

змінити порядок інтеґру-
вання 

change/pèrmutátion the 
órder of ìntegrátion 

7. изменять порядок ин-
тегрирования 

змінювати порядок інте-
ґрування  

change/invért the órder of 
ìntegrátion 

8. интегрировать снача-
ла по x (y), а потом по y 
(x)   

інтеґрувати спочатку по 
x (y), а потім по y (x)   

íntegrate (at) first with re-
spect to  x (y) and then 
with respect to y (x) 

9. криволинейный ци-
линдр 

криволінійний циліндр curvilinear cýlinder  

10. масса (не)однородной 
фигуры 

маса (не)однорідної фі-
гури 

mass of a(n) (in)hòmo-
géneous [(nòn)hòmogéne-
ous] fígure 

11. описать область ин-
тегрирования 

описати область інтегру-
вання  

descríbe a domáin/ré-gion 
of ìntegrátion 

12. определение пределов 
интегрирования 

визначення меж [гра-
ниць] інтеґрування 

detèrminátion  [placing, 
sétting] límits of  ìnte-
grátion 

13. определить пределы 
интегрирования 

визначити межі [грани-
ці] інтеґрування  

determine/place/set lí-mits 
of  ìntegrátion 

14. пластинка платівка pláte, mémbrane, disk  
15. повторный интеграл повторний інтеґрал repéated/íterated ínte-gral 
16. подынтегральная 
функция 

підінтеґральна функція íntegrand, fúnction ún-der 
the íntegral sign, fúnction 
to be íntegrated  

17. подынтегральное вы-
ражение 

підінтеґральний вираз  íntegrand, expression 
únder the íntegral sign, ex-
préssion to be íntegrated 

18. порядок интегриро-
вания 

порядок інтеґрування  órder of ìntegrátion 

19. последовательно ин-
тегрировать 

послідовно інтегрувати succéssively [consécu-
tively] íntegrate  

20. пределы интегриро-
вания 

межі [границі] повторно-
го інтеґрала   

límits of íntegration of 
a(n) repéated/íterated ínte-
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gral  

21. прямоугольная об-
ласть интегрирования 

прямокутна область ін-
теґрування  

rectángular domáin/ré-
gion of ìntegrátion  

22. прямоугольник со 
сторонами, параллель-
ными координатным 
осям 

прямокутник з сторона-
ми, паралельними до ко-
ординатних осей 

réctàngle with sides 
(which are) párallel to the 
coórdinate áxes 

23. разделить область ин-
тегрирования на две об-
ласти первого/второго 
типа 

поділити область інтеґ-
рування на дві області 
першого/другого типу  

decompóse/divíde/sùb-
divíde a domáin/région of 
integrátion into two do-
mains/régions of the first/ 
second type 

24. сверху вище above, from above 
25. свести вычисление 
двойного интеграла к 
вычислению повторного 
интеграла 

звести обчислення по-
двійного інтеґрала до об-
числення повторного ін-
теґрала   

redúce the càlculátion/ 
evàluátion of dóuble ínteg-
ral to that of repéated/íte-
rated one 

26. свести вычисление 
двойного интеграла к 
последовательному вы-
числению двух опреде-
ленных интегралов 

звести обчислення по-
двійного інтеґрала до по-
слідовного обчислення 
двох визначених інтеґ-
ралів   

redúce the càlculátion/ 
evàluátion of dóuble ínte-
gral to consécutive/succé-
ssive càlculátion/evàluá-
tion of two définite ínte-
grals 

27. свести двойной инте-
грал к повторному 

звести подвійний інтеґ-
рал до повторного 

redúce the dóuble ín-tegral 
to that repéated/íte-rated 

28. слева зліва to/at/from/on the left 
29. снизу знизу belów, from belów 
30. справа справа to/on/from the right 
31. схема применения 
интеграла 

схема застосування інте-
ґрала 

schéme of àpplicátion of 
an íntegral,  próblemsólv-
ing schéme 

32. точка входа в область точка входу в область póint of éntrance in a 
domáin/région 

33. точка выхода из об-
ласти 

точка виходу з області póint of éxit [´eksit] from 
a domáin/région 

34. цилиндрический брус циліндричний брус cylíndrical beam/bar 
35. цилиндрическое тело 
(относительно оси z) 

циліндричне тіло (відно-
сно осі z) 

cylíndrical bódy/sólid 
(with respéct to z-áxis) 

36. элемент площади елемент площі área élement, élement of 
the area 

 



 

 

DOUBLE INTEGRAL: Basic Terminology ERU 

1. above, from above вище сверху 
2. área élement, élement 
of the area 

елемент площі элемент площади 

3. be a domáin/région of 
the first/sécond týpe [be 
the týpe i/ii domáin/ré-
gion] 

бути областю першого/ 
другого типу 

быть областью перво-
го/второго типа 

4. belów, from belów знизу снизу 
5. change/invért the órder 
of ìntegrátion 

змінювати порядок інте-
ґрування  

изменять порядок интег-
рирования 

6. change/pèrmutátion the 
órder of ìntegrátion 

змінити порядок інтеґру-
вання 

измениь порядок интег-
рирования 

7. curvilinear cýlinder  криволінійний циліндр криволинейный цилиндр 
8. cylíndrical beam/bar циліндричний брус цилиндрический брус 
9. cylíndrical bódy/sólid 
(with respéct to z-áxis) 

циліндричне тіло (відно-
сно осі z) 

цилиндрическое тело 
(относительно оси z) 

10. decompóse/divíde/sùb-
divíde a domáin/région of 
integrátion into two do-
mains/régions of the first/ 
second type 

поділити область інтеґ-
рування на дві області 
першого/другого типу  

разделить область ин-
тегрирования на две об-
ласти первого/второго 
типа 

11. descríbe a domáin/ré-
gion of ìntegrátion 

описати область інтегру-
вання  

описать область интег-
рирования 

12. detèrminátion  [plac-
ing, sétting] límits of  
ìntegrátion 

визначення меж [гра-
ниць] інтеґрування 

определение пределов 
интегрирования 

13. determine/place/set lí-
mits of  ìntegrátion 

визначити межі [грани-
ці] інтеґрування  

определить пределы ин-
тегрирования 

14. dóuble íntegral over the 
domáin [région]  

подвійний інтеґрал по 
області  

двойной интеграл по об-
ласти 

15. extérior/extérnal ínteg-
ral 

зовнішній інтеґрал внешний интеграл 

16. ínner íntegral внутрішній інтеґрал внутренний интеграл 
17. íntegral exténded/tá-
ken over a domáin/région  

інтеґрал, поширений на 
область  

 

18. íntegrand, expression 
únder the íntegral sign, ex-
préssion to be íntegrated 

підінтеґральний вираз  подынтегральное выра-
жение 

19. íntegrand, fúnction ún-
der the íntegral sign, fúnc-
tion to be íntegrated  

підінтеґральна функція подынтегральная функ-
ция 

20. íntegrate (at) first with інтеґрувати спочатку по интегрировать сначала 
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respect to  x (y) and then 
with respect to y (x) 

x (y), а потім по y (x)   по x (y), а потом по y (x)   

21. límits of íntegration of 
a(n) repéated/íterated ínte-
gral  

межі [границі] повторно-
го інтеґрала   

пределы интегрирования 

22. mass of a(n) (in)hòmo-
géneous [(nòn)hòmogéne-
ous] fígure 

маса (не)однорідної фі-
гури 

масса (не)однородной 
фигуры 

23. órder of ìntegrátion порядок інтеґрування  порядок интегрирования 
24. pláte, mémbrane, disk  платівка пластинка 
25. póint of éntrance in a 
domáin/région 

точка входу в область точка входа в область 

26. póint of éxit [´eksit] 
from a domáin/région 

точка виходу з області точка выхода из области 

27. réctàngle with sides 
(which are) párallel to the 
coórdinate áxes 

прямокутник з сторона-
ми, паралельними до ко-
ординатних осей 

прямоугольник со сто-
ронами, параллельными 
координатным осям 

28. rectángular domáin/ré-
gion of ìntegrátion  

прямокутна область ін-
теґрування  

прямоугольная область 
интегрирования 

29. redúce the càlculátion/ 
evàluátion of dóuble ínte-
gral to consécutive/succé-
ssive càlculátion/evàluá-
tion of two définite ínte-
grals 

звести обчислення по-
двійного інтеґрала до по-
слідовного обчислення 
двох визначених інтеґ-
ралів   

свести вычисление 
двойного интеграла к 
последовательному вы-
числению двух опреде-
ленных интегралов 

30. redúce the càlculátion/ 
evàluátion of dóuble ínteg-
ral to that of repéated/íte-
rated one 

звести обчислення по-
двійного інтеґрала до об-
числення повторного ін-
теґрала   

свести вычисление 
двойного интеграла к 
вычислению повторного 
интеграла 

31. redúce the dóuble ín-
tegral to that repéated/íte-
rated 

звести подвійний інтеґ-
рал до повторного 

свести двойной интеграл 
к повторному 

32. repéated/íterated ínte-
gral 

повторний інтеґрал повторный интеграл 

33. schéme of àpplicátion 
of an íntegral,  próblem-
sólving schéme 

схема застосування інте-
ґрала 

схема применения инте-
грала 

34. succéssively [consécu-
tively] íntegrate  

послідовно інтегрувати последовательно интег-
рировать 

35. to/at/from/on the left зліва слева 
36. to/on/from the right справа справа 



 

 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 
LECTURE  NO.25. FIRST  AND  SECOND  ORDER 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

POINT 1. GENERAL NOTIONS 

POINT 2. INTEGRABLE  TYPES  OF THE  FIRST  ORDER  DIFFER-

ENTIAL  EQUATIONS 

POINT 3. ORDER  REDUCING SECOND ORDER  DIFFERENTIAL  

EQUATIONS 

 

POINT 1. GENERAL NOTIONS 
 

Def. 1. Equation with respect to an unknown function  xy  is called differen-

tial one if it contains the derivative or derivatives of this function. 

Def. 2. Order of a differential equation is called the highest order of deriva-

tives of the unknown function which are contained in the equation. 

                                                          0,, yyxF                                                   ( 1 ) 

is the general form of the first order differential equation in  xy . 

                                                        0,,,  yyyxF                                                 ( 2 ) 

is the general form of the second order differential equation in  xy . 

Def. 3. Solution of a differential equation is called a function  xy   which  

satisfies this equation that is turns it into identity. 

For  example a function  xy   is the solution of the first order differential 

equation (1) if      0,,  xxxF  . 

Def. 4. Integral curve of a differential equation is called the graph of its solu-

tion. 

Every differential equation has infinitely many solutions. 

Ex. 1. Set of all solutions of a differential equation xy   is given by the ex-

pression Cxy  22  where C is an arbitrary constant. 
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To choose some certain solution of a differential equation one gives additional 

conditions. 

There are boundary and initial conditions. 

Ex. 2. Find a solution of a differential equation 

 bxayky  02  

which satisfies the next boundary conditions 

    21 , ybyyay  . 

In our lectures we’ll study as the rule differential equations with initial condi-

tions. 

For the first order differential equation (1) we have one initial condition name-

ly 

                                                             00 yxy  .                                                     ( 3 )                                                   

For the second order differential equation (2) we have two initial conditions 

                                                               0000 , yxyyxy  .                                  ( 4 ) 

Def. 5. Problem of finding solutions of a differential equation which satisfy an 

initial condition or initial conditions is called the initial-value problem or Cauchy 

problem.  

For the first order differential equation (1) we have Cauchy problem (1), (3), 

and for the second order differential equation (2) we have Cauchy problem (2), (4). 

Geometrical sense of Cauchy problem (1), (3): find integral curves which  pass 

through a given point  000 , yxM . 

Geometrical sense of Cauchy problem (2), (4): find integral curves which pass 

through a given point  000 , yxM  and have at this point the given slope of a tangent. 

Ex. 3. Find a curve through a point  2;10 M  if the slope of the tangent at its 

arbitrary point  yxM ;  equals x2 . 

We must solve Cauchy problem for the first order differential equation 

xy 2  

with an initial condition 
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  21 y . 

The equation gives 

Cxy  2 , 

and from the initial condition we find the value of C, 

    112,211 2  CCy , 

and therefore 

12  xy . 

Theory of differential equations establishes conditions for one-valued solvabi-

lity of Cauchy problems. 

Let’s we study the first order differential equation which is resolved with re-

spect to the derivative y  that is 

                                                            yxfy ,                                                     ( 5 ) 

Theorem 1. If a function  yxf ,  in the first order differential equation (5) and  

its partial derivative  yxf y ,  with respect to y are continuous in some domain D of 

the xOy -plane, then for any point    DyxM 000 ,  Cauchy problem (5), (3)  has 

unique solution. 

Def. 6. General solution of the first order differential equation (5) in the do-

main D of the theorem 1 is called a function  Cxy ,  which contains an arbitrary 

constant C and satisfies two conditions: a) it is a solution of the equation for any va-

lue of C; b) for any initial condition (3) one can find a value 0C  of  C such that the 

function  0, Cx  satisfies this condition. 

Def. 7. If an arbitrary constant C in the general solution  Cxy ,  of a dif-

ferential equation (5) takes on some particular value 0C  then the corresponding func-

tion  0, Cx  is called a particular solution of this equation. 

For example the solution of Cauchy problem is a particular one. 

Let’s now we study the second order differential equation resolved with respect 

to the second derivative y   
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                                                       yyxfy  ,,                                                    ( 6 )  

Theorem 2. If a function  yyxf ,,  in the differential equation (6) and  its 

partial derivatives    yyxfyyxf yy   ,,,,,  with respect to yy ,  are continuous in 

some domain D of the Oxyz -space, then for any point    DyyxM 0000 ,,  Cauchy 

problem (6), (4)  has unique solution. 

Def. 8. General solution of the second order differential equation (6) in the do-

main D of the theorem 2 is called a function  21 ,, CCxy   which contains two ar-

bitrary constants 21 , CC  and satisfies two conditions: a) it is a solution of the equation 

for any values of 21 , CC ; b) for any initial conditions (4) one can find values 01C ,  

02C  of 21 , CC  such that the function  0201 ,, CCxy   satisfies these conditions. 

For any particular values 01C , 02C  of 21 , CC  we have a particular solution y =  

 0201,, CCx  of the equation (6), for example the solution of Cauchy problem (6), 

(4). 

Note 1. The general solution or a particular solution of a differential equation 

can be expressed implicitly. In such case they can be called respectively the general 

integral or a particular integral of this equation. 

Note 2. Analogous definitions and theorems are introduced for nth order differ-

ential equations (if n > 2). 

In the future the expression “to solve (or to integrate) a differential equation” 

means: a) to find its general solution or b) to solve Cauchy problem for the equation. 

 

POINT 2. INTEGRABLE TYPES OF THE FIRST ORDER  
DIFFERENTIAL  EQUATIONS (of DE - 1) 

 

1. Separated  DE-1  (DE-1  with  separated  variables) 
 

Def. 9. The first order differential equation of the form 
 

                                                  0 dyyNdxxM ,                                                ( 7 ) 
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where the variables x, y are separated, is called that in separated variables (or sepa-

rated differential equation of the first order).  

Theorem 3. The general solution of the equation (7) has the next form: 

                                              CdyyNdxxM                                                   ( 8 ) 

where  dyyNdxxM )(,)(  mean some primitives of the functions    xNxM ,  corre-

spondingly. 

■a) Let a function  xy   be a solution of the equation (7) that is 

              0,0  dxxxNdxxMxdxNdxxM  . 

Integrating the last identity with respect to x we get the equality (8), namely 

        
      CdyyNdxxM

dydxx
yxLet

CdxxxNdxxM 



  ,
,

,



 . 

b) Inversely, let a function  xy   satisfy the equality (8) that is 

         CdxxxNdxxM  . 

Differentiating this identity we obtain 

                0,0   dxxxNdxxMdxxxNddxxMd  , 

and so the function  xy   is a solution of the equation (7). 

Therefore every solution of the equation (7) satisfies the equality (8) and vice 

versa. 

c) To prove possibility of choice a value of C to satisfy an initial condition 

                                                            00 yxy                                                          ( 9 ) 

let’s rewrite both primitives in the equality (8) in the form of definite integrals, 

    CdyyNdxxM
y

b

x

a

  . 

By the initial condition (9) we get 

    
00 y

b

x

a

dyyNdxxMC .■ 
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Note 3. Taking 00 , ybxa   we’ll get 0C . Therefore the solution of Cau-

chy problem for the equation (7) with an initial condition (9) can be written in the 

next simplest form 

                                                    0
00

 
y

y

x

x

dyyNdxxM .                                         (10) 

Note 4. Integration of a differential equation (7) is reduced to solving of more 

simple problem namely to evaluation of primitives. It is of no importance that at least 

one of these primitives can’t be expressed in terms of elementary functions.  

Ex. 4. The differential equation 
y

dydxex

ln
2

  is that in separated variables. Its 

general solution is given by the next formula 

C
y

dydxex   ln
2

. 

Both primitives do not express in terms of elementary functions. 

 

2. Separable DE-1 (DE-1 with separable variables) 
 

Def. 10. The first order differential equation is called that with separable va-

riables (or separable differential equation of the first order) if it can be reduced to 

an equation in separated variables. 

 A differential equation  

                                                          yfxfy 21                                               ( 11 ) 

is that separable provided   02 yf . It’s sufficient to represent y  as 
dx
dy , multiply by 

dx  and divide by  yf2  both sides of the equation, 

         dxxf
yf

dy
yf

dxyfxf
dx
dy

1
22

21 ,  . 

Therefore the general solution of the equation (11) is 



 First and Second Order Differential Equations 

 

120 

                                               Cdxxf
yf

dy
1

2

.                                                 ( 12 )    

To the same type of separable differential equations concerns the next one 

                                    0)()()()(  dyySxRdxyQxP                                            ( 13 ) 

if 0)(,0)(  yQxR . We get a separated differential equation dividing both sides of 

the given equation by )()( yQxR , 

0
)(

)(
)(

)(,
)()(

1,0)()()()( 
yQ
dyyS

xR
dxxP

yQxR
dyySxRdxyQxP , 

and the general solution of the equation is given by the formula 

                                               Cdy
yQ
ySdx

xR
xP

  )(
)(

)(
)( .                                        ( 14 )  

Ex. 5. A differential equation     0121 2  dxexdyxe yy  has the form (13) 

(         yy eySxxReyQxxP  1,2,,1 2 ) and so it is separable one. Dividing 

both sides by    yex  11 2  we get 

       0
1

2
1

,
11

10121 22
2 





 dx

x
xdy

e
e

ex
dxexdyxe y

y

y
yy , 

hence 

    C
x
eCxeC

x
xdx

e
dye y

y
y

y









  2

2
2 1

1ln,1ln1ln,
1
2

1
. 

Note 5. For the sake of more simplicity we can represent an arbitrary constant 

C in different forms.  

Let’s take for example 1ln C  instead C in the preceding ex. 5, so 

1212 1
1,ln

1
1ln C

x
eC

x
e yy







 . 

Putting finally 1CC  , we get the general solution of the equation in the next more 

simple form 

 211 xCe y   

or  
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  11ln 2  xCy . 

Ex. 6 (economical problem). Current inventory level of some company is 1680 

items and it is producing with the rate of 900 items per month (i.p.m.). Demand is 

currently with the rate 800 i.p.m. and is dropping with the rate of 10 i.p.m. The com-

pany would like to reduce production with the rate n i.p.m. to sell all the production 

during the year. Find the value of n. 

            Let  tI  be the inventory level at a time moment t, and   16800 I . Rate of its 

producing at a moment t is 

  )()()(lim
0

tI
t

tIttItV
t








. 

It is known that 

     tDtStV  , 

where  tS  is the rate of production,  tD  is the rate of selling. By conditions of the 

problem 

       tnntttVttDnttS  1010010100,10800,900 , 

or 

   tntI  10100 . 

We get the first order separable differential equation in  tI  with an initial condition 

  16800 I , 

that is we must solve Cauchy problem. From the equation 

    CtnttI 
2

10100
2

, 

by the initial condition 1680C , and 

    1680
2

10100
2


tnttI . 

To sell all the production during the year we must have 

    01680
2

12101210012
2

 nI , 

whence it follows that 50n . 
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Answer: its necessary to reduce the production with the rate of n = 50 i.p.m. 

Ex. 7 (demographic problem). The rate of growth of population at arbitrary 

moment of time is proportional to the number of population at this moment (coeffi-

cient of proportionality equals k). Find the number of population at arbitrary moment 

t if it equals 0L  at the initial moment 0t . 

Let  tL  be the number of population at a moment t (it is obvious that   0tL ). 

The rate of growth of population at this moment 

       tL
t

tLttLtv
t







 0
lim . 

By the condition 

   tkLtv  . 

Therefore, 

      00, LLtkLtL  , 

and we have to solve Cauchy problem. 

The differential equation of the problem is separable one, 

kte
C
Lkt

C
LktCLCktLkdt

L
dL

L
dtkL

dt
dL

 ,ln,lnln,lnln,, , 

        ktktkt eLtLLCeCLLeCtLeCtL 00
0

0 ,,0,,  . 

Thus we’ve got exponential growth of population provided there are not op-

posed factors (decline in living standards, measures for 

limitation of birth rate etc.). 

Ex. 8 (geometric problem). Find a curve through a 

point  2;10M  if a segment of its arbitrary tangent between 

the tangency point and the Oy -axis is divided by the inter-

section point of the segment and the Ox -axis in the given  

              Fig. 1                  ratio 5 : 8, counting from the Oy -axis (see fig. 1). 

It follows from the conditions of the problem that an unknown curve can’t in-

tersect the coordinate axes and therefore lies in the first quadrant. 
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Let  xyy   be an unknown equation of a curve in question,  yxM ;  an arbi-

trary point of the curve which is the tangency point, MBN . Then  

 0 xxON ,  
BN
yy

BN
y

BN
NMyyyNM  ,tan,0   (fig. 1). 

By condition 

  ,1388:5:,,:8:5: xBNBNBNxBNxOBBNOBBMAB   

   











21

,
8

13
,

138 y
x
yy

x
yy  

We’ve Cauchy problem for a separable differential equation. Separating the variables 

we get 

 ,lnln
8

13ln,ln
8

13
8

13,
8

13,
8

13 CxyC
x

dx
y

dy
x

dx
y

dy
y

dx
x
y

dx
dy

  , 

  8
13

8
13

8
13

,lnln,ln
8

13ln,ln
8

13ln xCyxCyxCyxCy  . 

Using the initial condition we find the corresponding value of C and the solu-

tion of Cauchy problem, 

8
13

8
13

8
13

2,2,)1(,2)1( xyCCyy  . 

Remark. There is the other way to get a differential equation of the problem 

proceeding from the equation of the tangent to a desired curve at its arbitrary point 

 yxM ; .  

Let’s denote coordinates of an arbitrary point of the tangent by  ,  then the 

equation of the tangent will get the next form 

    xxyxy   . 

Putting 0  in this equation we’ll get 

             ,,,0 xyxyxxyxxyxxyxy    

 
 

 
 

 
 xy
xy

xy
xyxxOBONBN

xy
xyxOB
















 . 

Making use of the conditions of the problem we obtain 



 First and Second Order Differential Equations 

 

124 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
  ,8

13,
8
5,

8
5

8
5

xy
xyx

xy
xy

xy
xyx

xy
xy

xy
xyx

BN
OB

BM
AB




























  

hence 

     
x

xyy
x
xyxy

8
13brieflyor ,

8
13

 . 

 

3. Homogeneous DE-1 
 

Def. 11. The first order differential equation is called homogeneous one (with 

respect to the variables x, y) if it can be represented in the next form 

                                              







x
yy  .                                                      ( 15 ) 

Theorem 4. Homogeneous differential equation (15) as a rule reduces to that 

separable by introducing a new unknown function                         

                                                        )(xu
x
y
 .                                                        ( 16 ) 

■Finding y  and substituting its value in the equation we have 

      uuuxuuxuuxuyxxuy   ,,, . 

The obtained equation is a separable one provided   0 uu . Indeed, in this case 

         C
x

dx
uu

du
x

dx
uu

du
uux

dxuu
dx
dux 





 

 ,, .■ 

Note 6. It can be proved that differential equation 

                                                          yxfy , ,                                                   ( 17 )  

is that homogeneous if for any   

  ),(, yxfyxf  . 

A more general differential equation 

                                                   0,,  dyyxNdxyxM                                        ( 18 ) 

is homogeneous one if for any   there exists a number k such that simultaneously 

   yxMyxM k ,,    and    yxNyxN k ,,   . 
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Prove these assertions yourselves. 

Ex. 9. Solve Cauchy problem   11,ln  y
x
yyyx . 

Let’s divide both sides of the equation by x. We’ll get an equation of the form 

(15) that is a homogeneous equation, 

x
y

x
y

x
y

x
y

x
yy ln,ln 






  , 

because of its right side is a function of the ratio xy . Acting by the theory we have 

   1ln
1ln,ln,ln,,,




uxu
dxuu

dx
duxuuuuxuuuuxuuxyxuyu

x
y

    ,1ln,ln1lnln,ln
1ln

,
1ln

CxuCxuC
x

dx
uu

du
x

dx
uu

du





   

Cx
x
yCxu  1ln,1ln . 

The initial condition gives 

1,11
1
1ln  CC . 

The solution of Cauchy problem 

x
x
y

1ln  or xxey  1 . 

Ex. 10. Find the general solution of a differential equation  

   dyxyxdxxxyy 233 222  . 

The given equation is that homogeneous because of for any   

               xyxyxxxxyyxyxy 22,3333 22222222   . 

To prove homogeneity of the equation directly we rewrite it in the next form 

xyx
xxyy

dx
dyy

2
33

2

22




  

and then divide the numerator and denominator by ,2x  
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x
y
x
y

x
y

y
21

133
2











 . 

The right side of the equation is a function of the ratio xy , and so the equation is 

homogeneous one. By the theory we have 

  ,
12

21,
21

12,
21

133,,, 2

22

x
dx

uu
duu

u
uu

dx
dux

u
uuuuxuuxyxuyu

x
y













  

   
 

 
   

.lnln2,ln
1

11ln2,
1

11ln2

11
2

1
112,ln

1
21,

12
21

2222

Cx
yx

x
x

yxCx

x
yx

y
u

u

u
du

u
dudu

u
uCx

u
duuC

x
dx

uu
duu


































 

 

Ex. 11. Find a curve through a point  1;00M  if the subtangent at its arbitrary 

point  yxM ;  equals the sum of coordinates of this point. 

It follows from the conditions of the problem that an unknown curve can’t in-

tersect the Ox-axis and so lies above of this axis. 

Let     ,0,  xyxyy  be an equa-

tion of a curve in question, MA  and MB  

be the segments of the tangent and normal 

to the curve at its arbitrary point  yxM ;  

respectively, and OxMN  (see fig. 2) . 

Then directed segments AN  and NB  are 

called respectively the subtangent and 

                         Fig. 2                                 subnormal to the curve at the point  yxM ; . 

For the case     0,0  xyxy  (see fig. 2, where the point A lies from the left 

of the point N) 

 
 xy
xyNA


 . 

We can prove this from the right triangle AMN , namely 
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y
yNMNMNA






tan

cot ; 

the same value of NAwe’ll get proceeding from the equation of the tangent to the un-

known curve at the point  yxM ; . Indeed, the equation of the tangent is 

    .xxyxy    

If we put 0  here, we’ll obtain 

 
 

 
 

 
 xy
xyNA

xy
xyOAONAN

xy
xyxOA








 ,, . 

The length of the subtangent equals 

 
 xy
xyNA


 , 

and by the conditions of the problem we get the differential equation 

yx
y
y




  

with an initial condition 

  10 y  

that is we have to solve Cauchy problem. 

1. The first case  

  10, 


yyx
y
y . 

To determine the type of the equation we write it as follows  

yx
yy


  

and divide the numerator and denominator of the fraction by x,  

x
y

x
y

y



1

. 

We get a differential equation of the form (15), and therefore it’s homogeneous one. 

Integrating it by corresponding method we have 
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  ,1
1

,
1

,
1

,,, 2

2

u
dxu

u
u

dx
duxu

u
uux

u
uuuxuuxyxuyu

x
y 








  

,ln1,lnln1,)1(,)1(
22 Cxu

u
Cxu

u
C

x
dx

u
duu

x
dx

u
duu







    

 0ln,ln  yofbecauseCy
y
xCy

y
x . 

The value of C we find by virtue of the initial condition. Substituting 0 for x 

and 1 for y in the general solution we get 

0,1ln
1
0

 CC . 

The curve in question has the next equation: 0ln  y
y
x  or xyy ln . 

2. The second case  

  10, 


 yyx
y
y . 

Integration of the differential equation (which is also homogeneous one) gives 

,
1

,,,,
1

,,1
u

uuuxuuxyxuyu
x
y

xy
xyy

yx
yy

yxy
y
















    
  ,
2

1,
2
1,

1
2,

1 2

2

x
dx

uu
duu

x
dx

uu
duu

u
uu

dx
duxu

u
u

dx
dux 














  

    ,lnln2ln
2
1,lnln2lnln

2
1,

2
11

2
1 CxuuCxuu

x
dxdu

uu










  

  ,ln2ln,ln21ln,ln2ln CxyyCxyy
x

xC
x
y

x
yx 

























   

 
 








.022

,022
,2,2

2

2
2

xyforCxyy
xyforCxyy

CxyyCxyy  

The initial condition is fulfiled only for 02  xy :   1,0211 22  CC , 

and therefore the curve in question is given by the equation   12  xyy . 

Answer. There are two solutions of the problem: xyy ln ,   12  xyy . 
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4. Linear  DE-1 

 
Def. 12. Linear differential equation is called an equation of the form 

                                              ,)()( xQyxPy                                                     ( 19 )  

where a coefficient  xP  and an absolute term  xQ  are known functions. 

Theorem 5. Integration of a linear differential equation (19) is reduced to se-

quential integration of two separable first order differential equations. 

■Let’s find a solution of the equation (19) in the form of a product of two un-

known functions    xvxu , , 

                                                )()( xvxuy  .                                                           ( 20 ) 

Differentiating and substituting the values of yy ,  in the equation we have 

    )()(),()(, xQvxPvuvuxQuvxPvuvuvuvuy  . 

We try to choose some function  xvv 0   to annulate the expression 0)(  vxPv . It 

leads us to two separable differential equations 

0)(  vxPv ,      (*) 

    )(xQvu  .         (**) 

Integration of the first equation (*) gives 

.)(,

,)(ln,ln)(ln,0)(,0)(

)(
0

)(
1

1
1

 

 
dxxPdxxP exvveCv

dxxP
C
vCdxxPvdxxP

v
dv

v
dxvxP

dx
dv

 

We substitute the found value )(0 xvv   in the equation (**) and find its general solu-

tion, 

           Cdx
xv
xQudx

xv
xQdu

xv
dxxQxv

dx
duxQxvu

000
00

)(,)(,)(),( . 

Finally we get the general solution of the given equation (19), namely 

     .)(
0

0
0 xvCdx

xv
xQxuvuvy 








  ■ 

Ex. 12. Integrate a differential equation 
x

xyy
cos

1tan  . 
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The differential equation is that linear with    
x

xQxxP
cos

1,tan  . Follow-

ing the theory we put 

   xvxuuvy   

and so 

 
x

xvvuvu
x

xuvvuvuvuvuy
cos

1tan,
cos

1tan,  . 

We have integrate successively the next two differential equations 

0tan  xvv ,    (*) 

  
x

vu
cos

1
 .        (**) 

As to (*)  we have   C
x

xdx
v
dv

x
xdx

v
dv

v
dxxv

dx
dv ln

cos
sin,

cos
sin,0tan ,    

xCvxCvCxvC
x
xdx

v
dv cos,coslnln,lncoslnln,ln

cos
sin




  , 

By arbitrariness of C we can write 

  xxvvxCv cos,cos 0  . 

Passing to the equation (**) we get 

Cxu
x

dxdu
x

dx
x

x
dx
du

x
xu

x
vu  tan,

cos
,

coscos
1cos,

cos
1cos,

cos
1

20 . 

Now the general solution of the given differential equation is  

  xCxyxCxxCxuvy cossin,cossincostan0  . 

Ex. 13. Integrate the next differential equation 23 yx
yy


 . 

Let’s rewrite the equation in the follows way: 

23 yx
y

dx
dy


 ,   

y
yx

dy
dx 23 

 ,   y
y
x

dy
dx


3 ,   yx

ydy
dx

 )3( . 

We see that the differential equation is that linear with respect to the unknown func-

tion  yxx  . Therefore we do as follows 
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    ,3,3,, yv
y

vuvuyuv
y

vuvuuvvuxyvyuuvx 







  

03


y
vv ,   (*) 

 yvu  .     (**) 

Solving the first equation (*) we have 

333 ,,lnln,lnln3ln,3,3 CyvCyvCyvCyv
y

dy
v
dv

v
dy

y
v

dy
dv

 . 

Putting 3
0 yvv  , we integrate the equation (**), namely 

C
y

uC
y
dyu

y
dydu

ydy
duyyuyvu  

1,,,1,, 222
3

0 . 

The general solution of the given differential equation 

323
0 ,1 CyyxyC

y
uvx 








 . 

Ex. 14 (funds flow [movement of funds]). Let  tK  be amount of funds at a  

moment t. Retirement of funds during a time interval  ttt ,  equals   ttK  , 

where  is some  retirement coefficient. Growth of funds during the time interval 

 ttt ,  equals tI , where  is  some  coefficient (0<  <1 because of not all in-

vestments are putting in funds) and I is a known amount of investments during one 

year. Amount of funds at the moment of time tt   equals 

      tIttKtKttK   . 

Rate of movement of funds at a moment t equals 

        ItKtK
t

tKttK
t

 



 0

lim . 

We’ve got Cauchy problem for a differential equation 

    ItKtK    

with an initial condition 

  00 KK  . 
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Coefficients  ,  of the equation can be constant or known functions of t. The 

quantity I can be constant or a function of t. In these cases the differential equation is 

that linear. What is more, I can be a function of the nth power of K(t), and in this case 

the equation is that of Bernoulli (see lower). 

 

5. Bernoulli  DE-1 
 

Def. 13. Bernoulli differential equation is called the next first order equation 
 
                                            nyxQyxPy                                                          ( 21 ) 

where n is an arbitrary real number distinct from 0 and 1 ( 1,0  nn ). 

For 1n  the equation is a separable one and for 0n  it is a linear one. 

We can integrate Bernoulli equation as a linear one if we put 

   xvxuy  . 

The second method of integration consists in reducing of the equation (21) to 

that linear. Let’s divide both its sides by ny , 

       xQyxPyyxQ
y

xP
y
y nn

nn 
 


1

1 , , 

and then suppose 

zy n 1 . 

We’ll get 

             xQnzxPnzxQzxP
n

z
n

zyyyynz nn 






  11,
1

,
1

,1 . 

The latter equation is a linear one in z (x). 

Ex. 15. Integrate a differential equation yxy
x

y 
4 . 

The equation is Bernoulli one, 21n . Finding its solution as a product 

   xvxuuvy   

we have 



 First and Second Order Differential Equations 

 

133 

,4,4, uvxv
x

vuvuuvxuv
x

vuvuvuvuy 





   

,04
 v

x
v       (*) 

  .uvxvu        (**) 

.,,lnln,lnln4ln,04,04 4
0

4
1

4

1
1 xvvxCvx

C
vCxv

x
dx

v
dv

v
dxv

xdx
dv



,ln2,lnln2,,, 4
44

00 CxuCxu
x

dx
u

du
ux

dxuxxx
dx
duuvxv

dx
du

  

.ln,ln,lnln
2
1 24

0
2 CxxuvyCxuCxCxu   

 

 

POINT 3. ORDER REDUCING SECOND ORDER DIFFERENTIAL  
EQUATIONS 

 
1. Second order differential equation resolved with respect to the higher deriva-

tive if the right member of the equation depends only on the independent variable 

                                                )(xfy  .                                                               ( 22 ) 

One finds the general solution of this equation by twice integration, namely 

                                       xCxCdxxfdxy 21)(                                               ( 23 )  

■         ,,, 1Cdxxfydxxfydxf
dx
ydyy 


   

           2111 ,, CdxCdxxfydxCdxxfdyCdxxf
dx
dy  

    2121 CxCdxxfdxCdxCdxxfdx     .■ 

Note 7. If it is a matter of Cauchy problem for the equation (22) with initial 

conditions 

    0000 , yxyyxy   
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then it is well to integrate over an interval  xx ,0 , namely  

      2011

0 00

, CxxCdxxfdxyCdxxfy
x

x

x

x

x

x

   . 

In this case we at once have 

    002001 , yxyCyxyC  , 

and the solution of Cauchy problem takes on the next form 

    000

0 0

yxxydxxfdxy
x

x

x

x

   . 

Ex. 16. Solve the next Cauchy problem 








.2)0(,1)0(
,cos

yy
xy

 

Twice integrating we at first have the general solution of the differential equa-

tion, 

211 cos,sin CxCxyCxy  . 

Taking into account the initial conditions we find 21, CC , 

    2,0sin20;2,00cos10 11221  CCyCCCy . 

Therefore the solution of Cauchy problem 

22cos  xxy . 

2. Second order differential equation not containing explicitly the unknown 

function 

                                              0),,(  yyxF                                                           ( 24 )  

reduces to the first order differential equation by introducing a new unknown func-

tion 

                                                    )(xpy  .                                                            ( 25 ) 

So long as 

 xpy  , 

the equation (24) passes to the next one  

                                                 0),,(  xpxpxF .                                                  ( 26 ) 
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We’ve got the first order differential equation in  xp . 

Suppose that we’ve found the general solution of the equation (26) of the form 

   1, Cxxp  . 

In this case we can finish integration of the given equation as follows 

        21111 ,,,,,,, CdxCxydxCxdyCx
dx
dyCxy   . 

Ex. 17. Find the general solution of the second order differential equation 

12  yxyx . 

This equation doesn’t contain explicitly the unknown function. 

The first step. Putting  xpy   we get the first order linear equation in  xp ,  

2
2 11,1,

x
p

x
pxppxpy  . 

By corresponding theory we put   uvxp   and so 

22

1,1,
xx

vvuvu
xx

uvvuvuvuvup 





  , 

  ;1,,lnlnln,0,0,0) 000 x
xvvCvxCxv

x
dx

v
dv

x
v

dx
dv

x
vva   

 
x

Cx
uvxpCxu

x
dxdu

xxdx
du

x
vu

x
vub 1

012202

ln
,ln,,11,1,1)


 . 

The second step. Returning to y  we find the general solution in question, 

21

2

1
11 ln

2
ln

,
ln

,
ln

,
ln

CxC
x

y
x

dxCdx
x
x

dy
x

Cx
dx
dy

x
Cx

y 





 . 

3. Second order differential equation not containing explicitly the independ-

ent variable 

                                            0),,(  yyyF                                                        ( 27 ) 

reduces to the first order differential equation by introducing an auxiliary unknown  

function 

                                                )( ypy                                                             ( 28 ) 

Differentiating a composite function we obtain  
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                                           )()( ypypy  ,                                                      ( 29 ) 

and so  

                                     0))()(),(,(  ypypypyF .                                           ( 30 ) 

We get the first order differential equation in  yp . 

If we can find the general solution of the equation (30) in the next form 

   1, Cyyp   

then  

          2
111

11 ,
,

,
,

,
,,, Cx

Cy
dydx

Cy
dy

Cy
dxCy

dx
dyCyy  

 . 

Ex. 18. Solve Cauchy problem for an equation yyy cossin2 3  with initial 

conditions     11,
2

1  yy  . 

The equation doesn’t contain explicitly the independent variable, and so we put 

)( ypy  . 

The first step. 

,cossin2,cossin2,cossin2,),( 333 ydyypdpyy
dy
dppyyppppyypy   

1
4

1
421

42
13 sin,sin,

22
sin

2
,

2
cossin2 СypСypСypСydyypdp   ; 

by initial conditions 

  yypandCCCyp 24
111

4 sinsin,0,11,
2

sin11
2







  . 

The second step. 

22
22 cot,

sin
,sin,sin Cxydx

y
dyy

dx
dyyy  . 

On the base of the first initial condition 1,10,1
2

cot 222  CCC , and the 

solution of Cauchy problem is given by the equality 

xy 1cot . 
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Ex. 19. Solve Cauchy problem       00,10,42  yyyyyy . 

The first step.   42,, yppypppyypy  . 

By virtue of initial conditions 0,0  py  (verify!) and so (after division by py ) 

p
yp

y
p 11 3  . 

This last differential equation is Bernoulli one, and we find its solution of the form 

   yvyup  , 

whence 

uv
y

y
vvuvu

uv
y

y
uvvuvuvuvup

33

,, 







 . 

  yyvvxCvxCvCxv
y

dy
v
dv

y
v

dy
dv

y
vv  0000 ,,lnln,lnlnln,,,0 ; 

1
2

1
21

223

0

3

0 ,,
222

,,, CyypCyuCyuydyudu
uy
yyu

uv
yvu  ; 

from the initial conditions 

         1,01,100000 1111
2  CCCCyyyyp , 

12  yyp . 

The second step. 

222

22

1
,

1
,1,1 Cx

yy
dydx

yy
dyyy

dx
dyyyy 





  ; 

   









zdz

z
z
z

zdz

zz

z
zdz

z
zdzdy
z

y

yy
dy

2

2

2

2

2

2

cos
sin

cos
sin

1
cos

1
cos

1
cos
sin

cos
sin

,
cos

1

1
 

  0,1arccos,0
0

1arccos;1arccos;1arccos 2222  CCC
y

Cx
yy

 

The required solution of Cauchy problem 

x
y


1arccos  or 

x
y

cos
1

 .



 

 

LECTURE NO.26. SECOND ORDER LINEAR DIFFERENTIAL 

EQUATIONS  
POINT 1. GENERAL NOTIONS 

POINT 2. LINEAR DEPENDENCE AND INDEPENDENCE 

POINT 3. HOMOGENEOUS EQUATIONS 

POINT 4. NONHOMOGENEOUS  EQUATIONS  

 

POINT 1. GENERAL NOTIONS 
 

Def. 1. The second order linear differential equation (SO LDE, LDE) is called 

the next equation  

                                                   xfyxbyxay  .                                        ( 1 ) 

Coefficients    xbxa ,  and the second [free, absolute] term  xf  of equation are 

known functions,  xyy   is an unknown function. 

 Initial conditions for the equation (1) have a usual form 

                                                     0000 , yxyyxy                                              ( 2 )  

Equation (1) is called nonhomogeneous one (SO LNDE, LNDE) if its second 

term  xf  doesn’t equal zero identically.  

If   0xf , the corresponding [associated] equation    

                                                     0 yxbyxay                                             ( 3 ) 

is called homogeneous equation (SO LHDE, LHDE) which corresponds to the (non-

homogeneous) equation (1).   

Theorem 1 (on one-valued solvability of Cauchy problem). If coefficients 

   xbxa ,  and a second term  xf  of the equation (1) are continuous functions on 

some segment  ba,  then Cauchy problem (1), (2) (in particular (3), (2)) has unique 

solution, and this solution is determined on the whole segment  ba, . 

Ex. 1. Cauchy’s problem for homogeneous equation (3) with zero initial condi-

tions 
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                                                        0,0 00  xyxy                                              ( 4 )  

has unique trivial solution 0y . 

Def. 2. The left side of the differential equations (1), (3) is called a linear dif-

ferential operator and is denoted by  yL , 

                                                    yxbyxayyL  .                                         ( 5 ) 

The linear differential operator possesses evident properties 

1.      2121 yLyLyyL   (additivity). 

■            21212121 yyxbyyxayyyyL  

           21222111 yLyLyxbyxayyxbyxay  .■ 

2.    ykLkyL   for any constant k (homogeneity). 

■                ykLyxbyxaykkyxbkyxakykyL  )( ■ 

As the corollary we have 

     22112211 yLkyLkykykL   

for any constant 21 , kk  (linearity). 

With the help of the linear differential operator the equations (1), (3) can be 

written as follows 

   xfyL  , 

  0yL . 

Properties of solutions of a linear homogeneous differential equation (3).  

1. Sum of two solutions of the equation (3) is also a solution. 

■Let 21 , yy  be solutions of the equation (3) that is     0,0 21  yLyL . By the 

property 1 of a linear differential operator       02121  yLyLyyL .■ 

2. Product of any solution of the equation (3) by a constant is also a solution. 

■Let y be a solution of the equation (3), i.e.   0yL , and k is a constant. Then 

by the property 2 of a linear differential operator     0 ykLkyL .■ 

3. If a function 21 yiyy  is a complex solution of the equation (3) (with real 

coefficients    xbxa , ) then its real and imaginary parts 21, yy are also the solutions. 
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POINT 2. LINEAR DEPENDENCE AND INDEPENDENCE 

 
Def. 3. Two functions    xx 21 ,  are called linearly dependent on a segment 

 ba,  if there exist two numbers 21 ,   not all zeros ( 02
2

2
1   ) such that for any 

 bax ,  an identity  

                                                       02211  xx                                              ( 6 ) 

holds. If the identity holds only in the case 021   , these functions are called li-

nearly independent. 

Theorem 2. Two functions    xx 21 ,  are linearly dependent on a segment 

 ba,  if and only if their ratio identically equals a constant on  ba, , that is for any 

 bax ,  

                                                     
  constC
x
x


2

1


 .                                              ( 7 ) 

■1. Let functions    xx 21 ,  be linearly dependent on a segment  ba, , and 

so the identity (6) holds for 02
2

2
1   . If, for example, 01   then we get from (6) 

const
1

2

2

1
2

1

2
1 






  

and a ratio of functions is an identical constant. 

2. Now let     constCxx 21   on  ba, . Then 

           0,,0101, 2
2

2
1212121   CxCxxCx , 

and    xx 21 ,  are linearly dependent by the definition of linear dependence.■ 

Ex. 2. Functions axax sin,cos  for 0a are linearly independent on   ,  

because of their ratio isn’t a constant. 

Def. 4. n functions      xxx n ...,,, 21  are called linearly dependent on a 

segment  ba,  if there exist n numbers n ,...,, 21  not all zeros ( 0
1

2 


n

i
i ) such 

that for any  bax ,  an identity  

                                             0...2211  xxx nn                                   ( 8 ) 
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holds. If the identity holds only in the case 0...21  n , these functions are 

called linearly independent on  ba, . 

Ex. 3. Functions nxxxx ...,,,,,1 32 are linearly independent on   ,  be-

cause of a polynomial in x 

0...1 1
2

321  
n

n xxx   

only if all its coefficients equal zero, i.e. 0... 1321  n . 

In what follows we’ll deal with linear dependence or independence of solutions 

of differential equations. There is well mathematical tool to study corresponding 

questions namely the wronskian [Wronskian determinant, determinant of Wronski] of 

several functions. 

Def. 5. Wronskian of functions      xxx n ,...,, 21  is called the next deter-

minant 

        

       
       
       

            xxxx

xxxx
xxxx
xxxx

xxxWxW

n
n

nnn

n

n

n

n

11
3

1
2

1
1

321

321

321

21

...
....................................................

...

...

...

,...,,














   ( 9 ) 

Ex. 4. The wronskian of functions axax sin,cos  (see Ex. 2) is 

      aaxaaxa
axaaxa

axax
axax
axax

xW 


 22 sincos
cossin

sincos
sincos
sincos

. 

Theorem 3. If functions      xxx n ,...,, 21  are linearly dependent on a 

segment  ba,  then their wronskian identically equals zero on ba, ,   0xW . 

■ For the sake of simplicity let two functions    xx 21 ,  be linearly depend-

ent on  ba, . 

The first mode of proving. The ratio of the functions    xx 21 ,  is identical 

constant on ba, . For example let        xCxconstCxx 1212 ,   . Then the 

wronskian of these functions  
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        
   

   
   

   
    0,

11

11

11

11

21

21
21 










xx
xx

C
xCx
xCx

xx
xx

xxW









 . 

The second mode of proving (it can be easily extended on any number of func-

tions). By the definition of linear dependence there are two numbers 21 ,   such that 

02
2

2
1    and     02211  xx   on  ba, . We differentiate this identity and 

compile a system of linear homogeneous equations in 21 ,  , 

   
   







.0
,0

2211

2211

xx
xx




 

This system has non-trivial solution, and therefore its principal determinant equals 

zero for any  bax , , 

   
         0, 21

21

21 


 xxW
xx
xx





.■ 

Theorem 4.  If functions      xxx n ,...,, 21  are linearly independent solu-

tions of the nth order linear homogeneous differential equation with coefficients con-

tinuous on a segment  ba, , then the wronskian of these solutions doesn’t equal zero 

at all the points of the segment. 

■Let’s prove the theorem for two linearly independent solutions    xx 21 ,  

of the second order linear homogeneous differential equation (3). Suppose that the 

wronskian of these functions equals zero at a point  bax ,0  ,   00 xW . We choose 

two numbers 21 ,   such that 02
2

2
1    and 

                                            
   
   







.0
,0

022011

022011

xx
xx




                                          ( 10 )  

It’s possible because the system (10) in 21 ,   has zero principal determinant  0xW . 

Let’s compile the next function 

   xxy 2211   . 

It is a solution of the equation (3) and satisfies zero initial conditions (10). Hence on 

the base of Ex. 1 y = 0, that is 
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    02211  xx  . 

But it means that the functions    xx 21 ,  are linearly dependent (we remember that 

02
2

2
1   ).  

We’ve arrived at contradiction which proves the theorem.■ 

Ex. 5. The functions  0sin,cos aaxax  (see Ex. 2) are linearly independent 

solutions of a differential equation 02  yay  on   , . Their wronskian 

equals a  (see Ex. 4) and doesn’t equal zero for any   ,x . 

 

 

POINT 3. HOMOGENEOUS EQUATIONS 

 

Structure of the general solution of SO LHDE 
 

Theorem 5. (structure of the general solution of the second order linear homo-

geneous differential equation (3)). If    xyyxyy 21 ,   be two linearly independent 

solutions of LHDE (3), then its general solution has the next form 

                                                   xyCxyCy 2211                                              ( 11 ) 

where 21 , CC  are arbitrary constants. 

■The function    xyCxyCy 2211   is a solution of the equation (3) for any 

values of 21 , CC  because of linear property of solutions of LHDE. On the base of the 

definition 8 of the lecture No. 25 it’s necessary to prove that for any initial conditions 

(2) one can find values of 21 , CC  to satisfy these conditions. But 

           02201100220110 , xyCxyCxyxyCxyCxy  , 

and so it is a matter of compatibility of the next system of linear equations in 21 , CC  

   
   







.
,

0022011

0022011

yxyCxyC
yxyCxyC

 

This system has unique solution because of its principal determinant 
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   
         0, 0201

0201

0201 


 xyxyW
xyxy
xyxy

 

distinct from zero by virtue of linear independence of the solutions    xyxy 21 , ■ 

Ex. 6. A function axCaxCy sincos 21   is the general solution of the equa-

tion 02  yay  (see Ex. 5).  

 

SO LHDE with constant coefficients 
 

Let there be given the second order linear differential equation 

                                                    0 qyypy                                                  ( 12 ) 

with constant coefficients qp, . We’ll seek its solutions of the form 

                                                              kxey                                                        ( 13 ) 

where k is an unknown (real or complex) number. Finding the derivatives of the func-

tion (13) 
kxkx ekykey 2,   

and substituting the values of yyy ,, in the equation we get 

  ,0, 22  qpkkeqepkeek kxkxkxkx  

                                                     .02  qpkk                                                  ( 14 ) 

Equation (14) is called the characteristic equation. We have to study three cases. 

1. Roots 21 , kk of the characteristic equation are real distinct. We get two line-

arly independent solutions of the equation (12) that is 
  consteeeyyeyey xkkxkxkxkxk   212121

2121 ,,  

because of 21 kk  . Therefore the general solution of the equation (12) is 

                                       xkxk eCeCyCyCy 21
212211  .                                   ( 15 ) 

Ex. 7. 065  yyy . 

The characteristic equation of the differential equation 

0652  kk  
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has two distinct real roots 3,2 21  kk , so the differential equation has two line-

arly independent solutions 
xx eyey 3

2
2

1 ,    

and so its general solution is 
xx eCeCyCyCy 3

2
2

12211
  . 

2. Roots 21 , kk of the characteristic equation are real equal 021 kkk  . 

We have one solution xkey 0 , and we must find the second linear independent 

solution 2y of the equation (12). By Vieta theorem 

2
00

2
021021 ,2,,2 kqkpqkkkpkkk  , 

so the equation (12) has in this case the form 

                                                02 2
00  ykyky                                              ( 16 ) 

and possesses the evident solution 
xkxexyy 0

12  . 

Indeed, 

      .21,1 000000 2
000002002

xkxkxkxkxkxk exkkekxkekyexkexkey   

Substituting in the equation (16) we get 

    01222 000 2
000

2
002

2
0202  xkxkxk xekexkkexkkykyky . 

Solutions 21 , yy  are linearly independent, for 

constxxeeyy xkxk  100
21 . 

Therefore the general solution of the equation (12) (of the equation (16) in this case) 

is 

                         21212211
000 xCCexeCeCyCyCy xkxkxk  .                     ( 17 ) 

Ex. 8. 02510  yyy . 

The characteristic equation 

025102  kk  

has equal real roots  55 021  kkk . Therefore the differential equation has two 

linearly independent solutions 
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xx xeyey 5

2
5

1 ,  , 

and its general solution is 

 21
55

2
5

12211 xCCexeCeCyCyCy xxx  . 

3. Roots of the characteristic equation (14) are complex,  ik 2,1 . 

We have two complex solution of the equation (12) 
 xiey  2,1 , 

but we can find two real solutions. By Euler formula 

xixeix sincos   

we do the next transformations 
    xeixexixeeeeey xxxxixxixxi   sincossincos1   . 

By virtue of the property 3 of solutions of LHDE (see Lecture No.26, P. 1) the next 

two real functions 

xeyxey xx   sin,cos 21   

are linearly independent solutions of the equation (12)  constxyy  cot21 . The-

refore its general solution is 

 xCxCexeCxeCyCyCy xxx   sincossincos 21212211  . 

Ex. 9. 0184  yyy . 

The characteristic equation 

01842  kk  

has complex roots 

14,1,141
2

1422
2

562
2

562
2,1 








 iiik , 

therefore the differential equation has two real linearly independent solutions 

xexeyxexey xxxx 14sin14sin,14cos14cos 1
2

1
1    

and the general solution 

 xCxCexeCxeCyCyCy xxx 14sin14cos14sin14cos 21212211  . 
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Ex. 10. For the known equation 02  yay  (Ex. 5, 6) the characteristic equa-

tion 022  ak  has complex roots aaiak   ,0,2
2,1 . Therefore 

linearly independent solutions and the general solution of the differential equation are 

.sincos
,sinsin,coscos

212211

0
2

0
1

axCaxCyCyCy
axaxeyaxaxey xx


 

 

 

POINT 4. NONHOMOGENEOUS EQUATIONS  

Structure of the general solution of SO LNDE 
 

Theorem 6 (structure of the general solution of the second order linear non-

homogeneous differential equation (1)). The general solution of SO LNDE equals the 

sum of the general solution GHy  of corresponding [associated] LHDE (3) and some 

particular solution PNy  of the given equation, 

                                                  PNGHGN yyyy  .                                            ( 18 ) 

■ Let 2211 yCyCyGH   be the general solution of LHDE (3), where 21 , yy  

are two linearly independent solutions of LHDE. A function 

PNyyCyCy  2211  

is a solution of the equation (1) for any values of 21 , CC  because of 

             xfxfyLyLCyLCyyCyCLyL PNPN  0022112211 . 

We have only to prove that for any initial conditions (2) one can find values of 

21 , CC  to satisfy these conditions. Since 

               0022011000220110 , xyxyCxyCxyxyxyCxyCxy PNPN  , 

we get a system of linear equations in 21 , CC   

     
     







00022011

00022011 ,
yxyxyCxyC
yxyxyCxyC

PN

PN  

which has unique solution because of its principal determinant is     0201 , xyxyW  

and doesn’t equal zero on account of linear independence of 21 , yy .■ 
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Ex. 11. A function 2
21 1sincos axCxCy   is the general solution of a dif-

ferential equation 12  yay . 

Indeed, xCxCy sincos 21   is the general solution of the corresponding ho-

mogeneous equation 02  yay  (see Ex. 6, 9), and a function  21 ay  is a particu-

lar solution of the given equation. 

 

Method of variation of arbitrary constants 
 

Let’s suppose that we must find the general solution of SO LNDE (1). We can 

do it with Lagrange in the next two steps. 

1. We find the general solution  

2211 yCyCyGH   

of the corresponding LHDE (3), where 21 , yy  are its linearly independent solutions. 

2. Now we find the general solution of SO LNDE (1) in the same form as GHy , 

but we treat 21 , CC  as unknown functions, namely 

                                             2211 yxCyxCyy GN  .                                      ( 19 )  

We find the first derivative of y, 

        22112211 yxCyxCyxCyxCy  , 

and we suppose that 

    02211  yxCyxC . 

Then  

            221122112211 , yxCyxCyxCyxCyyxCyxCy  . 

Substituting the values of yyy ,, in the equation (1), we have 

              
        ,2211

221122112211

xfyxCyxCxb
yxCyxCxayxCyxCyxCyxC




                   ,222211112211 xfyxbyxayxCyxbyxayxCyxCyxC   

               xfyxCyxCxfxCxCyxCyxC  2211212211 ,00 . 
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We get the next system of linear equations in 21 , CC   

                                      
   

     






.
,0

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC

                                              ( 20 ) 

Solving the system (20) we get 

       xxCxxC 2211 ,   , 

where    xx 21 ,  be some functions. Integrating, we have finally 

                                      222111
~,~ CdxxxCCdxxxC                             ( 21 ) 

where  21
~,~ CC  are arbitrary constants. The general solution of the equation (1) is 

                      2221112211
~~ yCdxxyCdxxyxCyxCyy GN    .     ( 22 ) 

Note 1. We can represent the general solution (22) in the next form: 

     dxxydxxyyCyCyy GN 22112211
~~  , 

and we see that 

2211
~~ yCyC   

is the general solution of the homogeneous equation (3) and 

     dxxydxxy 2211   

is the particular solution of the nonhomogeneous equation (1). 

Ex. 12. Find the general solution of an equation 
1

2 2 


x
eyyy

x

.  

1. Corresponding LHDE is 02  yyy , its characteristic equation 

0122  kk  

has real equal roots  11 021  kkk , and LHDE has linearly independent particu-

lar solutions 
xx xeyey  21 ,  

and the general solution 

.212211
xx

GH xeCeCyCyCy   

2. Now we seek the general solution of the given equation in the form 
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        .212211
xx

GN xexCexCyxCyxCyy   

By virtue of the formula (20) the system of linear equations in 21 , CC   and its solution 

are 

   
   

   
    





















;
1

1

,0

;
1

,0

221

21

22211

2211

x
eexxCexC

xexCexC

x
eyxCyxC

yxCyxC
x

xx

xx

x  

   
    

    .
1

1,
1

,
1

1

1
11
01

,
11

1
1
0

,1
11

1
;

1
11

,0

2
2

22
1

12
2

2

2
2

1
221

21










































x
xC

x
xxC

xx

x
x

x
x

x

x
x

x
xxCxC

xxCxC

 

After integration 

    ,~1ln
2
1~

1
2

2
1~

1 1
2

12121 CxC
x

xdxC
x
xdxxC 





   

   


 2222
~arctan~

1
CxC

x
dxxC , 

and the general solution of the given differential equation is 

        xxxx
GN xeCxeCxxexCexCyy 21

2
21

~arctan~1ln
2
1







  . 

Ex. 13. Solve Cauchy problem     000,
1

23 


  yy
e

eyyy x

x

. 

1. For corresponding [associated] homogeneous equation 023  yyy  

linearly independent particular solutions xx eyey 2
21 ,   and the general solution 

xx
GH eCeCyy 2

21  . 

2. We seek the general solution of the given equation in the form 

    xx
GN exCexCyy 2

21  , 

and by virtue of (20) we get the system of equations in 21 , CC   

   
   










 x

x
xx

xx

e
eexCexC

exCexC

1
2

,0
2

21

2
21

 or 
   

   










 .
1

12

,0

21

21

x
x

x

e
exCxC

exCxC
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      .
1

1,
1

1

,
1

1

1
11
01

,
12

1
1
0

,
1
1

2
2

1
1

2212

xxx

x
x

x

x

x
x

x

x
x

x

ee
xC

e
xC

eee
e

e
e

e
e

e
e




































 

  





   111
~

1
~

1
1 Cdx

e
eCdx

e
xC x

x

x  

    ,~1ln~
1
1

11 CeCdx
e
e x

x

x







   

    





  



 222
~

1
~

1
1 Cdx

e
eCdx

ee
xC x

x

xx  

    22
~1ln~

1
1 CeCdx

e
e x

x

x







 




 . 

The general solution of the given differential equation is 

      xxxx
GN eCeeCeyy 2

21
~1ln~1ln   . 

3. Determination of values of 21
~,~ CC  with the help of the initial conditions. 

Let's find at first the derivative of the unknown function, 

      ,2~1ln
1

~1ln
1

2
2

2

1
xx

x

xx
xx

x

xx

GN eCe
e

eeeCe
e

eeyy 







 




 

and the values of the functions yy ,  at the point 0x , 

    2ln3~2~0,2ln2~~2ln~2ln~0 212121  CCyCCCCy . 

By the initial conditions we must have     00,00  yy , whence we get and solve 

the system of equations in 21
~,~ CC  

.2ln~
,2ln~

,2ln3~2~
,2ln2~~

,02ln3~2~
,02ln2~~

2

1

21

21

21

21


















C
C

CC
CC

CC
CC

 

The solution of Cauchy problem in question is 

      x
x

x
xxxxx

e
e

e
eeeeey 









1
2ln

1
2ln2ln1ln2ln1ln 22 . 
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Method of undetermined coefficients for SO LNDE with constant coefficients 

 
Let there be given a linear nonhomogeneous differential equation with constant 

coefficients. If its second term has a specific form, it’s possible to find a particular 

solution of the equation with the help of the method of undetermined coefficients, 

without integration. 

Let's dwell on the second order linear nonhomogeneous differential equation  

                                                    xfqyypy                                               ( 23 )  

with constant coefficients qp, .  

1. Let the second term of the eqation (23) be a so-called quasipolynomial that 

is a product of an exponential function xe  (  is a constant) and some nth-order 

polynomial,  

                                    01
1

1 ... axaxaxaexf n
n

n
n

x  


 .                             ( 24 ) 

In this case we find a particular solution of the eqation (23) in the form 

                              01
1

1 ... AxAxAxAexyy n
n

n
n

xr
PN  


 ,                      ( 25 ) 

where 

                                            01
1

1 ... AxAxAxA n
n

n
n  

                                          

is a polynomial of the same power as in (24) but with undetermined coefficients 

011 ,,...,, AAAA nn  , and a number r is defined by the next conditions: 

а) 0r , if   equation, sticcharacteri  theofroot a t isn'  

б) 1r , if   equation, sticcharacteri  theofroot  simplea  is                        ( 26 )   

в) 2r , if   equation. sticcharacteri  theofroot  doublea  

If in particular  

                                       01
1

1 ... axaxaxaxf n
n

n
n  

 ,                                ( 27 ) 

that is  xf  be some nth-order polynomial (the case of 0 ), then we find a particu-

lar solution in the form 

                                01
1

1 ... AxAxAxAxyy n
n

n
n

r
PN  

 ,                         ( 28 ) 

where 
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                                            01
1

1 ... AxAxAxA n
n

n
n  

                                          

is a polynomial of the same power as in (27) with undetermined coefficients 

011 ,,...,, AAAA nn  , and is defined by the next conditions: 

а) 0r , if 0 equation, sticcharacteri  theofroot a t isn'  

б) 1r , if 0 equation, sticcharacteri  theofroot  simplea  is                        ( 29 )   

в) 2r , if 0 equation. sticcharacteri  theofroot  doublea  

2. Now let the second term of the equation (23) be of the form 

                                        xBxAexf x  sincos  ,                                         ( 30 ) 

(with constant BA,,,  ). We seek a particular solution of the form 

                                    xNxMexyy xr
PN  sincos  ,                              ( 31 ) 

where M, N are undetermined coefficients and 

                     








equation. sticcharacteri  theofroot a  is i if,1

equation, sticcharacteri  theofroot a t isn' i if ,0



r              ( 32 )  

If in particular 

                                              xBxAxf  sincos                                         ( 33 ) 

(the case of 0 ), then we find a particular solution in the form 

                                       xNxMxyy r
PN  sincos  ,                                ( 34 ) 

                        





equation sticcharacteri  theofroot  a is i if,1

equation, sticcharacteri  theofroot  at isn' i if ,0



r                  ( 35 ) 

Ex. 14. xxeyyy 3265  . 

1. The corresponding homogeneous equation 065  yyy  (see Ex. 7). 

Roots of its characteristic equation 0652  kk  are – 2, - 3, general solution is 
xx

GH eCeCy 3
2

2
1

  . 

2. We find a particular solution of the given equation in correspondence with 

the formulas (24), (25), (26) ( 0,2 01  aa , 3  is a simple root of the character-

istic equation, 1r ) 

   xAxAeAxAexyy xx
PN 0

2
1

3
01

31   . 
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Finding the derivatives of PNyy  , 

 010
2

1
3 233 AxAxAxAey x   , 

 0101
2

1
3 629129 AAxAxAxAey x   , 

we substitute the values of yyy ,,  in the given equation, and after reducing similar 

terms we get 

  xAAxAxeeAAxA xx 222,222 011
33

011   . 

Equating coefficients of the same powers of x leads to a system of linear equations in 

01 , AA , namely 

.2
,1

;02
,22

0

1

01

1
0

1











A
A

AA
A

x
x

 

Therefore 

 xxeyy x
PN 223   , 

and the general solution of the given differential equation is 

 xxeeCeCyyyy xxx
PNGHGN 2233

2
2

1   . 

 

Ex. 15. xeyyy 532510  . 

1. The corresponding homogeneous equation 02510  yyy  (see Ex. 8). 

Its characteristic equation 025102  kk  has real equal roots 521  kk , and 
xx

GH xeCeCy 5
2

5
1  . 

2. By the same formulas (24), (25), (26) ( 5,30  a  is a double root of the 

characteristic equation, 2r ) we seek a particular solution of the given equation in 

the form 

0
52 Aexyy x

PN  , 

and so 

    0
52

0
52 25202,52 AexxyAexxy xx  . 

Substitution of yyy ,,  in the given equation gives 
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,
2
3,32,32 00

5
0

5  AAeAe xx  and so x
PN exyy 52

2
3

 , 

xxx
PNGHGN exxeCeCyyyy 525

2
5

1 2
3

 . 

Ex. 16. xxyyy 2sin52cos3184  . 

1. Corresponding homogeneous equation 0184  yyy  was studied in the 

Ex. 9. Its characteristic equation has complex roots 141 i , and the general solution 

 xCxCey x
GH 14sin14cos 21  . 

2. To find a particular solution of the given equation we use the formulas (33), 

(34), (35) ( 0,2,5,3  rBA   because ii 2  isn’t a root of the characteristic 

equation). We find PNy  in the form 

  xNxMxNxMxyy PN 2sin2cos2sin2cos0  . 

Since  

xNxMyxNxMy 2sin42cos4,2cos22sin2  , 

substitution of values of yyy ,,  in the given equation gives 

    xxxNMxNM 2sin52cos32sin1482cos814  . 

Equating coefficients of xx 2sin,2cos we obtain a system of equations in M, N  













xxy
N
M

NM
NM

PN 2sin
130
232cos

130
41

,13023
,13041

,5148
,3814

 

  xxxCxCeyyyy x
PNGHGN 2sin

130
232cos

130
4114sin14cos 21  . 

Ex. 17. Solve Cauchy problem 

    00,10,3sin4134 2  yyxeyyy x . 

1. For corresponding homogeneous equation 0134  yyy  we have the 

characteristic equation 01342  kk  with complex roots i32 , and so 

xeCxeCyxeyxey xx
GH

xx 3sin3cos,3sin,3cos 2
2

2
1

2
2

2
1  . 
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2. To get a particular solution of the given equation we take into account the 

formulas (30), (31), (32) ( iiBA 32,3,2,4,0    is the root of the 

characteristic equation, and so 1r ), and we put 

 xNxMxeyy x
PN 3sin3cos2   

with undetermined coefficients NM , . Finding 

    xxMxNNxxNxMMey x
PN 3sin323cos322  , 

   xxMxNxMNMey x
PN 3cos9124642  

  xxNxMxNMN 3sin912464   

and substituting the values of PNPNPN yyy  ,,  in the given equation we obtain the 

equality 

  xxMxNxexMxNe xx 3sin43sin63cos6,3sin43sin63cos6 22  . 

Equating coefficients of xx 3sin,3cos  we get the system of equations in M, N 

,3cos
3
2

,32
,0

,46
,06

3sin
3cos 2 xxey

M
N

M
N

x
x x

PN 






 

and therefore 

xxexeCxeCyyy xxx
PNGHGN 3cos

3
23sin3cos 22

2
2

1  . 

3. Taking into account the initial conditions.  

  






 





 







 





  xCxxCexCxxCey xx

GN 3sin323cos3
3
23sin3cos

3
22 12

2
21

2  

    94,033220,10 2211  CCCyCy GNGN . 

Answer. The solution of Cauchy problem for the given equation is 

xxexexey xxx 3cos
3
23sin

9
43cos 222  . 

Remark (superposition principle). We often meet with situations when a se-

cond term of a differential equation (23) is a sum of several different summands of a 

specific form. For example let 

                                               xfxfqyypy 21  .                                     ( 36 ) 
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 A particular solution PNy  of the equation (36) equals the sum of particular solutions 

21 , PNPN yy  of the next equations 

   xfqyypyxfqyypy 21 ,  . 

■Let   qyypyyL  . Then        xfyLxfyL PNPN 2211 ,  , and therefore 

         xfxfyLyLyyL PNPNPNPN 212121  . 

It means that the sum 21 PNPN yy   is a particular solution of the equation (36), that is 

PNPNPN yyy  21 .■ 

In practice one can find PNPNPN yyy  21  with the help of one procedure.  

Ex. 18. Find the general solution of a differential equation 

 xexyyy x 2sin844 22  . 

1. The general solution of the associated homogeneous equation 

044  yyy  

is 
xx

GH xeCeCy 2
2

2
1   

because of the characteristic equation 0442  kk  has two equal real roots 

221  kk . 

2. The second term of the given differential equation is the sum of three sum-

mands 

      xxxxfeexfxexxf xxx 2sin82cos02sin8,88,88 3
22

2
202

1  . 

On the base of the superposition principle and the formulas (27) - (28), (25) - (26), 

(33) - (34) we can sequentially seek three corresponding particular solutions 

 ;,844 2
210

00
1

2 xAxAAexyxyyy x
PN   

;,844 0
22

2
2 Bexyeyyy x

PN
x   

 xNxMxyxyyy PN 2sin2cos,2sin844 0
3   

and then take their sum. But it’s better to find at once the particular solution of the 

given equation as the sum of such solutions 

xNxMexBxAxAAyyyy x
PNPNPNPN 2sin2cos22

0
2

210321  . 
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Since 

,2cos22sin2222 22
0

2
021 xNxMexBxeBxAAy xx

PN   

,2sin42cos44822 22
0

2
0

2
02 xNxMexBxeBeBAy xxx

PN   

the substitution of the values of PNPNPN yyy  ,,  in the given equation gives 

 PNPNPN yyy 44  

 xNxMexBxeBeBA xxx 2sin42cos44822 22
0

2
0

2
02  

  xNxMexBxeBxAA xx 2cos22sin22224 22
0

2
021  

  xexxNxMexBxAxAA xx 2sin8882sin2cos4 2222
0

2
210  . 

After convenient grouping of the summands 

     xMxNeBxAxAAAAA x 2sin82cos82484244 2
0

2
221210  

xex x 2sin888 22   

we get 

     22
221210 8484244 xxAxAAAAA  


















.3
,4
,2

,0244
,084

,84

0

1

2

210

21

2

0

1

2

A
A
A

AAA
AA

A

x
x
x

 

,4,8282 00
22

0  BBeeB xx  

0,188,082sin82sin82cos8  NMMNxxMxN . 

Therefore  

xexxxy x
PN 2cos4243 222  , 

and the general solution of the differential equation is 

xexxxxeCeCyyy xxx
PNGHGN 2cos4243 2222

2
2

1  . 



 

 

LECTURE NO. 27. SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS. AP-

PROXIMATE INTEGRATION OF DIFFERENTIAL 

 EQUATIONS 

 
POINT 1. NORMAL SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS  

POINT 2. APPROXIMATE INTEGRATION OF DIFFERENTIAL 

 EQUATIONS 

 

POINT 1. NORMAL SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 

Def. 1. Normal system of differential equations with n unknown functions 

     xyxyxy 111 ...,,,  is called the next system 

                                                

 
 

 













.,...,,,
.................................

,,...,,,
,,...,,,

21

2122

2111

nnn

n

n

yyyxfy

yyyxfy
yyyxfy

                                           ( 1 ) 

Def. 2. Solution of a normal system (1) is called an ordered set of n functions 

     xyxyxy n  ...,,, 21  which satisfies every equation of the system. 

Def. 3. Cauchy problem for a normal system (1) is called a problem of finding 

solutions of the system which satisfy the next initial conditions 

                                       0020021001 ...,,, nn yxyyxyyxy                                ( 2 ) 

Theorem 1. Let the functions   ,,1,,...,,, 21 niyyyxf ni   and all their first order 

partial derivatives with respect to nyyy ,...,, 21  be continuous in some domain D of the 

 1n -dimensional space nyyyx ,...,,, 21 . Then for any point 

  DyyyxM n 0020100 ,...,,,  

Cauchy problem (1), (2) has unique solution. 

 Def. 4. The general solution of a normal system (1) (in the domain D of the 

theorem 1) is called an ordered set of n functions   niCCCxy ni ,1,...,,,, 21   , 

containing n arbitrary constants, which satisfies two conditions: a) this set is a solu-
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tion of the system for any values of nCCC ...,,, 21 ; b) for any initial conditions (2) (if 

  DyyyxM n 0020100 ,...,,, ) it is possible to find values 02010 ...,,, nCCC  of arbitrary 

constants to satisfy these conditions. 

It can be proved that any system of differential equations, in particular every 

nth-order differential equation can be reduced to a normal system. 

■For  example, let there be given the third order differential equation 

 yyyxfy  ,,, . 

Putting 32211 ,, yyyyyyyy   we'll get  

 










,,,,
,
,

3213

32

21

yyyxfy
yy
yy

 

that is a normal system of equations in three unknown functions 321 ,, yyy .■ 

A normal system (1) can often be reduced to one nth-order differential equation 

with the help of so called elimination method. 

Let’s confine ourselves by a normal system of two linear equations with un-

known functions    xzxy ,  and constant coefficients 

                                         
       
       







.
,

222

111

xfxzbxyaxz
xfxzbxyaxy

                                      ( 3 ) 

We differentiate the first equation and then substitute the first derivatives of  

   xzxy ,  by right sides of the equations of the system, 

       ,111 xfxzbxyaxy   

                 ,122211111 xfxfxzbxyabxfxzbxyaaxy    

                                                     xfxzbxyaxy 333  ,                                   ( 4 ) 

where 

       xfxfbxfaxfbbbabbaaa 1211132111312
2
13 ,,  . 

From the first equation of the system we find  xz  (if this is possible) and substitute 

in the equation (4), 
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                                             
1

11

b
xfxyaxyxz 

 ,                                              ( 5 ) 

           xf
b

xfxyaxybxyaxy 3
1

11
33 


 , 

                                                   xfxbyxyaxy 4 ,                                      ( 6 ) 

where 

     xf
b
bxfxf

b
baab

b
ba 1

1

3
34

1

31
3

1

3 ,,  . 

Therefore the system of equations (3) is reduced to the second order differen-

tial equation (6). Let 

   211 ,, CCxxy   

is its general solution. Finding  xz  from (5), 

 
     

 212
1

12111
211

,,
,,,,

CCx
b

xfCCxa
x

CCx

xz 










 , 

we get the general solution of the system (3)  

       212211 ,,,,, CCxxzCCxxy   . 

Ex. 1. Solve Cauchy problem for a system 








zyz
zyy

43
,2
 

with initial conditions     20,10  zy . 

Using the theory we have 

     
.2,56

,562676743222
yyzyyy

yyyyyzyzyzyzyy



 

xxxx eCeCyyzeCeCyyyyyyy 5
21

5
21 32,,056,56  . 

The general solution of the system 
xxxx eCeCzeCeCy 5

21
5

21 3,  . 

Taking into account the initial conditions we get 
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 
  .

4
1,

4
5

;23
,1

;230
,10

21
21

21

21

21 














CC
CC
CC

CCz
CCy

 

Answer. The solution of Cauchy problem 

xxxx eCezeey 5
2

5

4
3

4
5,

4
1

4
5

 . 

Ex. 2. Find the general solution of the system 






 

.2
,152 2

zyz
ezyy x

 

By the theory 

   
  ,6034,60341524545

3021522302,152
222

2222

xxx

xxxx

eyyyeyyeyyyzy
ezyezyezyyeyyz







 

xeyyy 26034  , 

a) xx
GH eCeCyyyy 3

21,034  ; 

b) x
PN

xxxxxx

xxx
PN

eyAeAeeAeAeAe
AeyAeyAeyy

2222222

222

4,4,6015,60384
,4,2,








 

xxx
PNGH eeCeCyyy 23

21 4  , 
xxxx eeCeCeyyz 23

21
2 15152   . 

The general solution of the system 
xxxxxx eeCeCzeeCeCy 23

21
23

21 15,4   . 

 

POINT 2. APPROXIMATE INTEGRATION OF DIFFERENTIAL 
EQUATIONS 

 

Successive approximations method 
 

Suppose that it’s necessary to solve Cauchy problem 

                                                            yxfy , ,                                                   ( 7 ) 

                                                              00 yxy  .                                                     ( 8 ) 



 Systems of Differential Equations. Approximate Methods 

 

163 
Theorem 2. Cauchy problem (7), (8) is equivalent to the next integral equation 

                                            
x

x

dxxyxfyxy
0

,0                                                  ( 9 ) 

■a) If a function  xyy   is a solution of Cauchy problem, then 

       00,, yxyxyxfxy  . 

Integrating the identity we have 

         

     ,,

,,,,,

0

0

00

0

000









x

x

x

x

x

x

dxxyxfyxy

yCCdxxyxfyxyCdxxyxfxy
 

and so the function  xyy   is also a solution of the integral equation. 

b) Now let a function  xyy   be a solution of the integral equation, that is 

    
x

x

dxxyxfyxy
0

,0 . 

Then   00 yxy  , and after differentiation 

    xyxfxy , . 

Therefore this function is a solution of Cauchy problem.■ 

Let’s put 

   
x

x

dxyxfyxy
0

001 , , 

    
x

x

dxxyxfyxy
0

102 , , 

    
x

x

dxxyxfyxy
0

203 , , 

…………………………….. 

                                                  
x

x
nn dxxyxfyxy

0

10 , ,                                   ( 10 ) 
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It can be proved that if a function  yxf ,  and its partial derivative  yxf y ,  are 

continuous in some domain D of the xOy -plane, then there is a function  xy  such 

that for any x from a certain interval  ba,  

   xyxynn



lim . 

Passing to the limit as n  in the equality (10) we see that 

    
x

x

dxxyxfyxy
0

,0  

and therefore the function  xy  is a solution of the integral equation (9) and of Cau-

chy problem. 

On this base the formula (10) represents an approximate value of a solution of 

Cauchy problem. 

Note. A function ny  represented by the formula (10) is called the nth approxi-

mation to an unknown solution of Cauchy problem. 

Ex. 3. Find first three approximations to a solution of Cauchy problem 

  .00,22  yyxy . 

Here 000  yx , and Cauchy problem is equivalent to the integral equation 

     
x

dxxyxxy
0

22 . 

Therefore 

     ,
3

0
3

0

22
1

xdxxxxy
x

   

  ,
6333

73

0

23
2

2
xxdxxxxy

x























   

 
595352079

2
633633

151173

0

273
2

3
xxxxdxxxxxy

x























  . 

We can find the value of a solution of Cauchy problem with arbitrary accuracy. 
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Euler method 

 
Let’s we find solution of Cauchy problem on a segment  bx ,0 . We divide the 

segment into n equal parts of the length 

n
xbh 0

  

by division points 

hxxhxxhxxbxxxx nnn  11201210 ,...,,,... . 

Further we substitute the derivative of the unknown function 

     
h

xyhxyxy
h




0
lim  

by the divided difference 

     
h

xyhxyxy 
  

and the differential equation (7) by the difference equation 

      xyxf
h

xyhxy ,
 , 

from which 

                                                      xyxhfxyhxy , .                              ( 11 )  

With the help of (11) we have 

                        ,,,, 000100001 yxhfyxyxyxhfxyhxyxy             ( 12.1 ) 

                                               1112 , xyxhfxyxy                                          ( 12.2 )                        

                                              2223 , xyxhfxyxy                                          ( 12.3 )  

……………………………….. 

                                        111 ,   nnnn xyxhfxybyxy .                             ( 12.n )  

If we join points           nnn xyxMxyxMxyxMyxM ,,...,,,,,, 222111000 , we’ll rep-

resent an approximate graph of the solution of Cauchy problem. 

Ex. 4. Find an approximate solution of Cauchy problem   10,  yxyy  on a 

segment  1,0 . 
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Here 

              nihxxyxyhxxyxyxxyxyxfyx iiiiii ,...,2,1,1,,,1,0 100    

Dividing the segment  1,0  into 10 equal parts of the length 1.0h  we get the calcu-

lating formula 

     10,...,2,1,1.011  ixxyxy iii . 

We represent all calculations with the help of the next table 

 

i  ix   ixy  ix 1.01   1ixy  

0 0.0 1.00 1.00 1.00 

1 0.1 1.00 1.01 1.01 

2 0.2 1.01 1.02 1.03 

3 0.3 1.03 1.03 1.06 

4 0.4 1.06 1.04 1.10 

5 0.5 1.10 1.05 1.16 

6 0.6 1.16 1.06 1.23 

7 0.7 1.23 1.07 1.31 

8 0.8 1.31 1.08 1.42 

9 0.9 1.42 1.09 1.55 
 

    

 
  Corresponding points of the graph of the approximate solution of Cauchy problem 

           
         55.1;0.1,42.1;9.0,31.1;8.0,23.1;7.0,16.1;6.0

,10.1;5.0,06.1;4.0,03.1;3.0,01.1;2.0,00.1;1.0,00.1;0.0

109876

543210

MMMMM
MMMMMM

                                                                       



 

 

DIFFERENTIAL EQUATIONS: Basic Terminology RUE 
 
1. быть разделёнными бути відокремленими be séparated 
2. быть разрешённым 
относительно (производ-
ной, старшей производ-
ной) 

бути розв”язаним відно-
сно (похідної, старшої 
похідної) 

be (re)sólved for [with re-
spect to] the (hígher) 
derívative [be nórmalized]  

3. введение новой функ-
ции 

введення нової функції ìntrodúction a new fúncti-
on 

4. ввести новую функ-
цию 

ввести нову функцію ìntrodúce a new fúnction 

5. вещественная  часть дійсна частина réal part 
6. вещественные и рав-
ные корни характеристи-
чес-кого уравнения 

дійсні й рівні корені ха-
рактеристичного рівнян-
ня 

réal and équal roots of the 
characteristic equátion 

7. вещественные и раз-
личные корни характери-
стического уравнения 

дійсні й різні корені ха-
рактеристичного рівнян-
ня 

réal and distínct roots of 
the chàracterístic equá-tion 

8. вронскиан (определи-
тель вронского) 

вронскіан (визначник 
вронського) 

wrónskian  

9. геометрический 
смысл  

геометричний сенс geométric(al) sense [méan-
ing] 

10. график решения графік розв”язку graph of a solútion 
11. двукратный корень двократний корінь double [repéated] root  
12. дифферециальное 
уравнение 

диференціальне рівняння dìfferéntial equátion 

13. дифферециальное 
уравнение относительно 
искомой функции y(x) 

диференціальне рівняння 
відносно шуканої функ-
ції y(x)  

dìfferéntial equátion in an 
únknówn fúnction y(x) 

14. дифферециальное 
уравнение первого, вто-
рого, n-го, высшего по-
рядка 

диференціальне рівняння 
першого, другого, n-го, 
вищого порядку 

dìfferéntial equátion of the 
first/second/n-th/hígher or-
der 

15. дифферециальное 
уравнение с разделённы-
ми переменными 

диференціальне рівняння 
з відокремленими змін-
ними 

dìfferéntial equátion 
in/with séparated váriables 
[séparated (dìfferéntial) 
equátion] 

16. дифферециальное 
уравнение с разделяемы-
ми переменными 

диференціальне рівняння 
з відокремлюваними 
змінними 

dìfferéntial equátion 
in/with séparable váriables 
[séparable (dìfferéntial) 
equátion] 

17. дифферециальное 
уравнение, допускающее 

диференціальне рівнян-
ня, яку допускає знижен-

órder redúcing diffe-réntial 
equátion  
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понижение порядка ня порядку 
18. дифферециальное 
уравнение, не содержа-
щее явно искомую функ-
цию [независимую пере-
менную]  

диференціальне рівнян-
ня, яке не містить явно 
шукану функцію [неза-
лежну змінну]  

dìfferéntial equátion not 
contáining explícitly an 
únknówn fúnction [an ìn-
depéndent váriable]  
 

19. дифферециальное 
уравнение, разрешённое 
относительно (старшей) 
производной 

диференціальне рівнян-
ня, розв”язане відносно 
(старшої) похідної 

dìfferéntial equátion 
(re)sólved for [with res-
pect to] the (hígher) de-
rívative 

20. дополнительное усло-
вие 

додаткова умова addítional condítion 

21. допускать понижение 
порядка 

допускати зниження по-
рядку 

admít/allów/permít  re-
dúction of the órder 

22. единственный єдиний  uníque [(one and) only 
one] 

23. зависеть от … залежати від ... depénd on/upon … 
24. задача коши задача коші cauchy´s próblem 
25. интегральная кривая інтегральна крива íntegral curve 
26. интегрирование диф-
ференциального уравне-
ния (в квадратурах) 

інтегрування диференці-
ального рівняння (в ква-
дратурах) 

ìntegrátion of a dìffe-
réntial equátion (in quá-
dratures) 

27. интегрировать диффе-
ренциальное уравнение 

інтегрувати диференціа-
льне рівняння 

íntegrate  a dìfferéntial e-
quátion  

28. интегрируемый тип інтеґровний тип  íntegrable type 
29. искать решение в 
форме 

шукати розв”язок у ви-
гляді 

find [search, look for, look 
up, seek] a solútion in the 
form 

30. искомая функция шукана функція únknówn [desíred, sought, 
requíred] fúnction  

31. квадратное уравнение квадратне рівняння quadrátic equátion; 
quadrátic 

32. квадратура квадратура quádrature  
33. квазиполином  квазіполіном quási-pòlynómial 
34. комплексный корень 
характеристического 
уравнения 

комплексний корінь ха-
рактеристичного рівнян-
ня 

сómplex root of a chàrac-
terístic equátion 

35. корень характеристи-
ческого уравнения 

корінь характеристично-
го рівняння 

root of a characte-rístic 
equátion 

36. коэффициент коефіцієнт  còeffícient  
37. коэффициенты при 
одинаковых степенях x 

коефіцієнти при однако-
вих степенях x 

còeffícients of équal [of 
the same] degrées/pó-wers 
(in like pówers) of x 

38. краевое граничное крайова [гранична] умо- bóundary condítion 
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условие ва  
39. кратность корня ха-
рактеристического урав-
нения 

кратність кореня харак-
теристичного рівняння 

mùltiplícity of the root of 
the chàracterístic equá-tion 

40. кратный корень кратний корінь múltiple [repéated] root  
41. линейная зависимость лінійна залежність línear depéndence 
42. линейная независи-
мость 

лінійна незалежність línear ìndepéndence 

43. линейно зависимые 
(независимые) функции, 
ре-шения 

лінійно залежні (незале-
жні) функції, розв”язки 

línearly (ìn)depéndent 
functions, solutions 

44. линейное дифферен-
циальное уравнение (лду) 

лінійне диференціальне 
рівняння (лдр) 

línear dìfferéntial equátion 
(lde) 

45. линейное дифферен-
циальное уравнение с по-
стоянными коэффициен-
тами 

лінійне диференціальне 
рівняння з сталими кое-
фіцієнтами 

linear dìfferéntial equátion 
with cónstant cò-effícients 

46. линейное неоднород-
ное дифференциальное 
уравнение (лнду) 

лінійне неоднорідне ди-
ференціальне рівняння 
(лндр) 

línear nónhòmogéne-ous 
dìfferéntial equátion, línear 
dìfferéntial equátion with a 
right-hand mémber (lnde) 

47. линейное однородное 
дифференциальное урав-
нение (лоду) 

лінійне однорідне дифе-
ренціальне рівняння 
(лодр) 

linear  hòmogéneous dìf-
feréntial equátion, línear 
dìfferéntial equátion with-
óut a right-hand member 
(lhde) 

48. линейный дифферен-
циальный оператор 

лінійний диференціаль-
ний оператор 

linear dìfferéntial ópe-rator 

49. метод бернулли метод бернуллі bernoulli(´s) méthod 
50. метод вариации про-
извольных постоянных 

метод варіації довільних 
сталих 

méthod of vàriátion of of 
árbitrary constants 

51. метод исключения метод виключення méthod of elìminátion 
[elìminátion méthod] 

52. метод неопределён-
ных коэффициентов 

метод невизначених кое-
фіцієнтів 

méthod of úndetérmined 
còeffícients 

53. мнимая часть уявна частина imáginary part 
54. многочлен многочлен  pòlynómial  
55. многочлен той же 
степени, что и …, с неоп-
ределёнными коэффици-
ентами 

многочлен того ж степе-
ня, що й ..., з невизначе-
ними коефіцієнтами 

pòlynómial of the same 
degrée as … with úndetér-
mined còeffícients 

56. наивысший порядок 
производных искомой 
функции, которые со-

найвищий порядок похі-
дних шуканої функції, 
які містяться в диферен-

híghest órder of the deríva-
tives of an únknówn 
[desíred, sought, requíred] 
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держатся в дифференци-
альном уравнении 

ціальному рівнянні fúnction contáining in a 
dìfferéntial equátion 

57. найти (общее реше-
ние, решение задачи ко-
ши) 

знайти (загальний роз-
в”язок, розв”язок задачі 
коші) 

find (the géneral solú-tion, 
the solútion of cau-chy´s 
próblem) 

58. начальная задача [за-
дача коши] 

початкова задача [задача 
коші]  

inítial válue próblem 
[cauchy(´s) próblem] 

59. начальное условие 
[условие коши]  

початкова умова [умова 
коші]  

inítial condítion [cau-
chy(´s) condítion] 

60. не быть единственным не бути єдиним not to be unique 
61. не содержать явно 
(независимую перемен-
ную, искомую функцию) 

не містити явно (незале-
жну змінну, шукану фу-
нкцію) 

do not contáin explícit-ly 
(an ìndepéndent váriable, 
a(n) desired/únknó-
wn/sought fúnction) 

62. не требовать интегри-
рования  

не вимагати інтегрування  not to demánd/requíre  
ìntegrátion 

63. независимая перемен-
ная 

незалежна змінна ìndepéndent váriable 

64. необходимое и доста-
точ-ное условие чего 

необхідна й достатня 
умова чогось 

nécessary and suffici-ent 
condítion for … 

65. нормальная система 
дифференциальных 
уравнений 

нормальна система 
диференціальних рівнянь 

nórmal sýstem of dìf-
feréntial equátions 

66. область  область  domáin [région]  
67. обращать [превра-
щать] дифференциальное 
уравнение в тождество 

перетворювати диферен-
ціальне рівняння у тото-
жність 

convért [transfórm, turn] a  
dìfferéntial equá-tion into 
idéntity 

68. обращаться в тожде-
ство  

перетворюватися в тото-
жність 

turn [transfórm, revért] 
into idéntity 

69. общее решение загальний розв”язок géneral solútion 
70. общий вид  загальний вигляд géneral form 
71. однородное диффе-
ренциальное уравнение 

однорідне диференціаль-
не рівняння 

hòmogéneous differential 
equátion  

72. определитель врон-
ского 

визначник вронського wronski´s detérmi-nant 

73. определить тип диф-
ференциального уравне-
ния  

визначити тип диферен-
ціального рівняння 

detérmine the type of the 
dìfferéntial equátion 

74. отношение (перемен-
ных, двух функций, двух 
решений) 

відношення (змінних, 
двох функцій, двох роз-
в”язків) 

rátio (of váriables, of two 
fúnctions, of two solú-
tions) 

75. отношение чего-либо 
(не) является постоянной 
величиной 

відношення чогось (не) є 
сталою величиною 

rátio  of smth is(n´t)  a 
cónstant quántity 
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76. первообразная первісна  ántiderívative/prímitive 
77. подставить что-либо в 
уравнение 

підставити щось в рів-
няння 

súbstitute smth into an 
equátion 

78. понижение порядка 
диф-ференциального 
уравнения 

зниження порядку дифе-
ренціального рівняння 

redúction of the órder of a 
dìfferéntial equátion 

79. понизить порядок 
дифференциального 
уравнения 

знизити порядок дифере-
нціального рівняння 

redúce/lówer the órder of a 
dìfferéntial equátion 

80. порядок (дифферен-
циального уравнения, 
производной) 

порядок (диференціаль-
ного рівняння, похідної) 

órder (of a dìfferéntial 
equátion, of a derívative) 

81. последовательное ин-
тегрирование 

послідовне інтегрування  succéssive [consé-cutive] 
ìntegrátion 

82. принимать вид набувати вигляду take the form 
83. приравнивать, ото-
ждествлять коэффициен-
ты при одинако-
вых/равных степенях x 

прирівнювати, ототож-
нювати коефіцієнти при 
однакових/рівних степе-
нях x 

equáte/set équal/idéntify 
the còeffícients of équal 
(of the same, in like) de-
grées/pówers  of x 

84. продифференцировать  (про)диференціювати dìfferéntiate  
85. произвольная посто-
янная 

довільна стала árbitrary cónstant  

86. простой корень простий корінь símple [single] root  
87. проходить через дан-
ную точку 

проходити через дану 
точку 

pass thróugh a gíven póint  

88. равняться [быть рав-
ным] нулю тождественно  

дорівнювати нулю тото-
жньо 

be idéntically [be équal 
idéntically, be équal idén-
tically to] zéro 

89. разделить переменные відокремити змінні séparate váriables 
90. разрешить дифферен-
циальное уравнение от-
носительно (старшей) 
производной 

розв”язати диференціа-
льне рівняння відносно 
(старшої) похідної 

resólve/sólve a dìf-
feréntial equátion for [with 
respect to] the (hígher) 
derívative 

91. рассматривать, трак-
товать, интерпретировать 
c как неизвестную функ-
цию (c1, c2, … как неиз-
вестные функции) 

розглядати, трактувати, 
інтерпретувати c як неві-
дому функцію (c1, c2, … 
як невідомі функції) 

consíder [tréat, intérp-ret] 
c as an ùnknówn fúnction 
(c1, c2, …as ùnknówn 
fúnctions) 

92. решение в неявном 
виде 

розв”язок в неявному ви-
гляді 

implícit solútion 

93. решение дифферен-
циа-льного уравнения 

розв”язок диференціаль-
ного рівняння 

solútion of a differ-réntial 
equátion 

94. решить что-либо розв”язати щось sólve/resólve smth 
95. свести дифференци- звести диференціальне redúce a dìfferéntial 



  Differential Equation: basic terms RUE                                                                                                    

 

172 
альное уравнение к нор-
ма-льной системе  

рівняння до нормальної 
системи 

equátion to a nórmal sýs-
tem 

96. свести нормальную 
систему к одному диф-
ференциальному уравне-
нию 

звести нормальну систе-
му до одного диференці-
ального рівняння 

redúce a nórmal sýs-tem to 
one dìfferéntial equátion 

97. свестись к чему-л. звестись до чогось be redúced to smth, 
98. свободный член вільний член right-hand mémber [ábso-

lute term, free term] 
99. свободный член спе-
циального вида (специ-
альной формы) 

вільний член спеціально-
го вигляду (спеціальної 
форми) 

right-hand mémber of a 
spécial/specífic form 

100. свойство решений властивість розв”язків próperty of solútions 
101. семейство инте-
гральных кривых, зави-
сящее от од-ного пара-
метра, от двух парамет-
ров 

сім”я інтегральних кри-
вих, яка залежить від од-
ного параметра, від двох 
параметрів  

fámily of íntegral cur-ves 
depénding on a single 
parámeter, on two paráme-
ters 

102. система дифферен-
циа-льных уравнений 

система диференціаль-
них рівнянь 

sýstem of dìfferén-tial 
equátions 

103. система линейных 
уравнений относительно 
неопределённых коэф-
фициентов 

система лінійних рівнянь 
відносно невизначених 
коефіцієнтів 

sýstem of linear equátions 
in [to detérmine] úndetér-
mined còeffícients 

104. содержать произ-
водную или дифферен-
циал искомой функции 

містити похідну чи ди-
ференціал шуканої фун-
кції 

contáin a derívative or a 
dìfferéntial of a desíred/ 
únknówn/sought fúnction 

105. соответствующее 
[присоединённое] линей-
ное однородное диффе-
ренциальное уравнение 

відповідне [приєднане] 
лінійне однорідне дифе-
ренціальне рівняння  

còrrespónding/adjoint/ 
assóciated hòmogéneous 
línear dìfferéntial equátion 
[línear dìfferéntial 
equátion withóut a right-
hand member]  

106. специальный вид 
свободного члена 

спеціальний вигляд віль-
ного члену 

spécial/specífic form of a 
right-hand mém-ber  

107. старшая производ-
ная 

старша походна hígher derívative 

108. структура общего 
решения 

структура загального 
розв”язку 

strúcture of the géneral 
solútion  

109. существование існування  exístence  
110. существовать існувати exíst 
111. считать c1, c2 неиз-
вестными функциями 

вважати c1, c2  невідоми-
ми функціями   

suppóse [think] that c1, c2 
are/be ùnknówn fúnctions 

112. теорема существо- теорема існування і єди- théorem on the exí-stence 
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вания и единственности 
решения (задачи коши) 

ності розв”язку (задачі 
коші) 

and uníqueness/úni-city 
[on the uníque exís-tence] 
of the solútion [thé-orem 
on the one-válued sòl-
vabílity] (of cauchy´s 
próblem) 

113. тип дифференци-
ального уравнения 

тип диференціального 
рівняння 

type  of a differen-tial 
equátion 

114. угловой коэффици-
ент касательной 

кутовий коефіцієнт до-
тичної 

ángular còeffícient [slópe] 
of a tángent 

115. удовлетворять че-
му-либо 

задовольняти щось sátisfy smth  

116. уравнение бернул-
ли 

рівняння бернуллі bernoulli(´s) equátion 

117. учесть что-л.  врахувати щось take smth ínto con-
siderátion [ínto accóunt]  

118. функция от отно-
шения переменных 

функція від відношення 
змінних 

fúnction of the rátio of 
váriables 

119. функция, завися-
щая от ... 

функція, яка залежить 
від ... 

fúnction depéning on ..  

120. характеристическое 
ура-внение 

характеристичне рівнян-
ня 

chàracterístic equátion  

121. частная производ-
ная по … 

частинна походна по... pártial derívative with re-
spéct to … 

122. частное значение 
произвольной постоян-
ной 

частинне значення дові-
льної сталої 

partícular value of an árbi-
trary cónstant 

123. частное решение частинний розв”язок partícular solútion 
124. частное решение, 
линей-но независимое от 
(найденного решения) 

частинний розв”язок, лі-
нійно незалежний від 
(знайденого розв”язку) 

partícular solútion which is 
línearly ìndepén-dent of 
(the found solútion) 

125. эн-кратный (n-
кратный) корень 

ен-кратний (n-кратний) 
корінь 

n-th root, n-tuple root  



 

 

DIFFERENTIAL EQUATIONS: Basic Terminology ERU 
 
1. addítional condítion дополнительное условие додаткова умова 
2. admít/allów/permít  re-
dúction of the órder 

допускать понижение 
порядка 

допускати зниження по-
рядку 

3. ángular còeffícient 
[slópe] of a tángent 

угловой коэффициент 
касательной 

кутовий коефіцієнт до-
тичної 

4. ántiderívative/prímitive первообразная первісна  
5. árbitrary cónstant  произвольная постоян-

ная 
довільна стала 

6. be (re)sólved for [with 
respect to] the (hígher) 
derívative [be nórmalized]  

быть разрешённым отно-
сительно (производной, 
старшей производной) 

бути розв”язаним відно-
сно (похідної, старшої 
похідної) 

7. be idéntically [be équal 
idéntically, be équal idén-
tically to] zéro 

равняться [быть равным] 
нулю тождественно  

дорівнювати нулю тото-
жньо 

8. be redúced to smth, свестись к чему-л. звестись до чогось 
9. be séparated быть разделёнными бути відокремленими 
10. bernoulli(´s) equátion уравнение бернулли рівняння бернуллі 
11. bernoulli(´s) méthod метод бернулли метод бернуллі 
12. bóundary condítion краевое граничное 

условие 
крайова [гранична] умо-
ва  

13. cauchy´s próblem задача коши задача коші 
14. chàracterístic equátion  характеристическое ура-

внение 
характеристичне рівнян-
ня 

15. còeffícient  коэффициент коефіцієнт  
16. còeffícients of équal [of 
the same] degrées/pó-wers 
(in like pówers) of x 

коэффициенты при оди-
наковых степенях x 

коефіцієнти при однако-
вих степенях x 

17. consíder [tréat, intérp-
ret] c as an ùnknówn fúnc-
tion (c1, c2, …as ùnknówn 
fúnctions) 

рассматривать, тракто-
вать, интерпретировать c 
как неизвестную функ-
цию (c1, c2, … как неиз-
вестные функции) 

розглядати, трактувати, 
інтерпретувати c як неві-
дому функцію (c1, c2, … 
як невідомі функції) 

18. contáin a derívative or a 
dìfferéntial of a desíred/ 
únknówn/sought fúnction 

содержать производную 
или дифференциал ис-
комой функции 

містити похідну чи ди-
ференціал шуканої фун-
кції 

19. convért [transfórm, 
turn] a  dìfferéntial equá-
tion into idéntity 

обращать [превращать] 
дифференциальное урав-
нение в тождество 

перетворювати диферен-
ціальне рівняння у тото-
жність 

20. còrrespónding/adjoint/ 
assóciated hòmogéneous 
línear dìfferéntial equátion 

соответствующее [при-
соединённое] линейное 
однородное дифферен-

відповідне [приєднане] 
лінійне однорідне дифе-
ренціальне рівняння  
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[línear dìfferéntial equátion 
withóut a right-hand mem-
ber]  

циальное уравнение 

21. depénd on/upon … зависеть от … залежати від ... 
22. detérmine the type of 
the dìfferéntial equátion 

определить тип диффе-
ренциального уравнения  

визначити тип диферен-
ціального рівняння 

23. dìfferéntial equátion дифферециальное урав-
нение 

диференціальне рівняння 

24. dìfferéntial equátion 
(re)sólved for [with res-
pect to] the (hígher) de-
rívative 

дифферециальное урав-
нение, разрешённое от-
носительно (старшей) 
производной 

диференціальне рівнян-
ня, розв”язане відносно 
(старшої) похідної 

25. dìfferéntial equátion in 
an únknówn fúnction y(x) 

дифферециальное урав-
нение относительно ис-
комой функции y(x) 

диференціальне рівняння 
відносно шуканої функ-
ції y(x)  

26. dìfferéntial equátion 
in/with séparable váriables 
[séparable (dìfferéntial) 
equátion] 

дифферециальное урав-
нение с разделяемыми 
переменными 

диференціальне рівняння 
з відокремлюваними 
змінними 

27. dìfferéntial equátion 
in/with séparated váriables 
[séparated (dìfferéntial) 
equátion] 

дифферециальное урав-
нение с разделёнными 
переменными 

диференціальне рівняння 
з відокремленими змін-
ними 

28. dìfferéntial equátion not 
contáining explícitly an 
únknówn fúnction [an ìn-
depéndent váriable]  
 

дифферециальное урав-
нение, не содержащее 
явно искомую функцию 
[независимую перемен-
ную]  

диференціальне рівнян-
ня, яке не містить явно 
шукану функцію [неза-
лежну змінну]  

29. dìfferéntial equátion of 
the first/second/n-th/hígher 
order 

дифферециальное урав-
нение первого, второго, 
n-го, высшего порядка 

диференціальне рівняння 
першого, другого, n-го, 
вищого порядку 

30. dìfferéntiate  (про)дифференцировать  (про)диференціювати 
31. do not contáin explícit-
ly (an ìndepéndent vári-
able, a(n) desired/únknó-
wn/sought fúnction) 

не содержать явно (неза-
висимую переменную, 
искомую функцию) 

не містити явно (незале-
жну змінну, шукану фу-
нкцію) 

32. domáin [région]  область  область  
33. double [repéated] root  двукратный корень двократний корінь 
34. equáte/set équal/idén-
tify the còeffícients of 
équal (of the same, in like) 
degrées/pówers  of x 

приравнивать, отождест-
влять коэффициенты при 
одинаковых/равных сте-
пенях x 

прирівнювати, ототож-
нювати коефіцієнти при 
однакових/рівних степе-
нях x 

35. exíst существовать існувати 
36. exístence  существование існування  
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37. fámily of íntegral cur-
ves depénding on a single 
parámeter, on two paráme-
ters 

семейство интегральных 
кривых, зависящее от од-
ного параметра, от двух 
параметров 

сім”я інтегральних кри-
вих, яка залежить від од-
ного параметра, від двох 
параметрів  

38. find (the géneral solú-
tion, the solútion of cau-
chy´s próblem) 

найти (общее решение, 
решение задачи коши) 

знайти (загальний роз-
в”язок, розв”язок задачі 
коші) 

39. find [search, look for, 
look up, seek] a solútion in 
the form 

искать решение в форме шукати розв”язок у ви-
гляді 

40. fúnction depéning on ..  функция, зависящая от ... функція, яка залежить 
від ... 

41. fúnction of the rátio of 
váriables 

функция от отношения 
переменных 

функція від відношення 
змінних 

42. géneral form общий вид  загальний вигляд 
43. géneral solútion общее решение загальний розв”язок 
44. geométric(al) sense 
[méaning] 

геометрический смысл  геометричний сенс 

45. graph of a solútion график решения графік розв”язку 
46. hígher derívative старшая производная старша походна 
47. híghest órder of the 
derívatives of an únknówn 
[desíred, sought, requíred] 
fúnction contáining in a 
dìfferéntial equátion 

наивысший порядок 
производных искомой 
функции, которые со-
держатся в дифференци-
альном уравнении 

найвищий порядок похі-
дних шуканої функції, 
які містяться в диферен-
ціальному рівнянні 

48. hòmogéneous differen-
tial equátion  

однородное дифферен-
циальное уравнение 

однорідне диференціаль-
не рівняння 

49. imáginary part мнимая часть уявна частина 
50. implícit solútion решение в неявном виде розв”язок в неявному ви-

гляді 
51. ìndepéndent váriable независимая переменная незалежна змінна 
52. inítial condítion [cau-
chy(´s) condítion] 

начальное условие [ус-
ловие коши]  

початкова умова [умова 
коші]  

53. inítial válue próblem 
[cauchy(´s) próblem] 

начальная задача [задача 
коши] 

початкова задача [задача 
коші]  

54. íntegrable type интегрируемый тип інтеґровний тип  
55. íntegral curve интегральная кривая інтегральна крива 
56. íntegrate  a dìfferéntial 
equátion  

интегрировать диффе-
ренциальное уравнение 

інтегрувати диференціа-
льне рівняння 

57. ìntegrátion of a dìffe-
réntial equátion (in quá-
dratures) 

интегрирование диффе-
ренциального уравнения 
(в квадратурах) 

інтегрування диференці-
ального рівняння (в ква-
дратурах) 

58. ìntrodúce a new fúnc-
tion 

ввести новую функцию ввести нову функцію 
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59. ìntrodúction a new 
fúnction 

введение новой функции введення нової функції 

60. linear  hòmogéneous 
dìfferéntial equátion, línear 
dìfferéntial equátion with-
óut a right-hand member 
(lhde) 

линейное однородное 
дифференциальное урав-
нение (лоду) 

лінійне однорідне дифе-
ренціальне рівняння 
(лодр) 

61. línear depéndence линейная зависимость лінійна залежність 
62. línear dìfferéntial 
equátion (lde) 

линейное дифференци-
альное уравнение (лду) 

лінійне диференціальне 
рівняння (лдр) 

63. linear dìfferéntial 
equátion with cónstant cò-
effícients 

линейное дифференци-
альное уравнение с по-
стоянными коэффициен-
тами 

лінійне диференціальне 
рівняння з сталими кое-
фіцієнтами 

64. linear dìfferéntial ópe-
rator 

линейный дифференци-
альный оператор 

лінійний диференціаль-
ний оператор 

65. línear ìndepéndence линейная независимость лінійна незалежність 
66. línear nónhòmogéne-
ous dìfferéntial equátion, 
línear dìfferéntial equátion 
with a right-hand mémber 
(lnde) 

линейное неоднородное 
дифференциальное урав-
нение (лнду) 

лінійне неоднорідне ди-
ференціальне рівняння 
(лндр) 

67. línearly (ìn)depéndent 
functions, solutions 

линейно зависимые (не-
зависимые) функции, ре-
шения 

лінійно залежні (незале-
жні) функції, розв”язки 

68. méthod of elìminátion 
[elìminátion méthod] 

метод исключения метод виключення 

69. méthod of úndetérmi-
ned còeffícients 

метод неопределённых 
коэффициентов 

метод невизначених ко-
ефіцієнтів 

70. méthod of vàriátion of 
of árbitrary constants 

метод вариации произ-
вольных постоянных 

метод варіації довільних 
сталих 

71. múltiple [repéated] root  кратный корень кратний корінь 
72. mùltiplícity of the root 
of the chàracterístic equá-
tion 

кратность корня харак-
теристического уравне-
ния 

кратність кореня харак-
теристичного рівняння 

73. nécessary and suffici-
ent condítion for … 

необходимое и достаточ-
ное условие чего 

необхідна й достатня 
умова чогось 

74. nórmal sýstem of dìf-
feréntial equátions 

нормальная система 
дифференциальных 
уравнений 

нормальна система 
диференціальних рівнянь 

75. not to be unique не быть единственным не бути єдиним 
76. not to demánd/requíre  
ìntegrátion 

не требовать интегриро-
вания  

не вимагати інтегруван-
ня  

77. n-th root, n-tuple root  эн-кратный (n-кратный) ен-кратний (n-кратний) 
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корень корінь 

78. órder (of a dìfferéntial 
equátion, of a derívative) 

порядок (дифференци-
ального уравнения, про-
изводной) 

порядок (диференціаль-
ного рівняння, похідної) 

79. órder redúcing diffe-
réntial equátion  

дифферециальное урав-
нение, допускающее по-
нижение порядка 

диференціальне рівнян-
ня, яку допускає знижен-
ня порядку 

80. pártial derívative with 
respéct to … 

частная производная по 
… 

частинна походна по... 

81. partícular solútion частное решение частинний розв”язок 
82. partícular solútion 
which is línearly ìndepén-
dent of (the found solútion) 

частное решение, линей-
но независимое от (най-
денного решения) 

частинний розв”язок, лі-
нійно незалежний від 
(знайденого розв”язку) 

83. partícular value of an 
árbitrary cónstant 

частное значение произ-
вольной постоянной 

частинне значення дові-
льної сталої 

84. pass thróugh a gíven 
póint  

проходить через данную 
точку 

проходити через дану 
точку 

85. pòlynómial  многочлен многочлен  
86. pòlynómial of the same 
degrée as … with úndetér-
mined còeffícients 

многочлен той же степе-
ни, что и …, с неопреде-
лёнными коэффициента-
ми 

многочлен того ж степе-
ня, що й ..., з невизначе-
ними коефіцієнтами 

87. próperty of solútions свойство решений властивість розв”язків 
88. quadrátic equátion; 
quadrátic 

квадратное уравнение квадратне рівняння 

89. quádrature  квадратура квадратура 
90. quási-pòlynómial квазиполином  квазіполіном 
91. rátio  of smth is(n´t)  a 
cónstant quántity 

отношение чего-либо 
(не) является постоянной 
величиной 

відношення чогось (не) є 
сталою величиною 

92. rátio (of váriables, of 
two fúnctions, of two solú-
tions) 

отношение (переменных, 
двух функций, двух ре-
шений) 

відношення (змінних, 
двох функцій, двох роз-
в”язків) 

93. réal and distínct roots of 
the chàracterístic equá-tion 

вещественные и различ-
ные корни характеристи-
ческого уравнения 

дійсні й різні корені ха-
рактеристичного рівнян-
ня 

94. réal and équal roots of 
the characteristic equátion 

вещественные и равные 
корни характеристичес-
кого уравнения 

дійсні й рівні корені ха-
рактеристичного рівнян-
ня 

95. réal part вещественная  часть дійсна частина 
96. redúce a dìfferéntial 
equátion to a nórmal sýs-
tem 

свести дифференциаль-
ное уравнение к норма-
льной системе  

звести диференціальне 
рівняння до нормальної 
системи 

97. redúce a nórmal sýs- свести нормальную сис- звести нормальну систе-
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tem to one dìfferéntial 
equátion 

тему к одному диффе-
ренциальному уравне-
нию 

му до одного диференці-
ального рівняння 

98. redúce/lówer the órder 
of a dìfferéntial equátion 

понизить порядок диф-
ференциального уравне-
ния 

знизити порядок дифе-
ренціального рівняння 

99. redúction of the órder 
of a dìfferéntial equátion 

понижение порядка диф-
ференциального уравне-
ния 

зниження порядку дифе-
ренціального рівняння 

100. resólve/sólve a dìf-
feréntial equátion for [with 
respect to] the (hígher) 
derívative 

разрешить дифференци-
альное уравнение отно-
сительно (старшей) про-
изводной 

розв”язати диференціа-
льне рівняння відносно 
(старшої) похідної 

101. right-hand mémber 
[ábsolute term, free term] 

свободный член вільний член 

102. right-hand mémber 
of a spécial/specífic form 

свободный член специ-
ального вида (специаль-
ной формы) 

вільний член спеціально-
го вигляду (спеціальної 
форми) 

103. root of a characte-
rístic equátion 

корень характеристиче-
ского уравнения 

корінь характеристично-
го рівняння 

104. sátisfy smth  удовлетворять чему-либо задовольняти щось 
105. séparate váriables разделить переменные відокремити змінні 
106. símple [single] root  простой корень простий корінь 
107. solútion of a differ-
réntial equátion 

решение дифференциа-
льного уравнения 

розв”язок диференціаль-
ного рівняння 

108. sólve/resólve smth решить что-либо розв”язати щось 
109. spécial/specífic form 
of a right-hand mém-ber  

специальный вид сво-
бодного члена 

спеціальний вигляд віль-
ного члену 

110. strúcture of the gé-
neral solútion  

структура общего реше-
ния 

структура загального 
розв”язку 

111. súbstitute smth into 
an equátion 

подставить что-либо в 
уравнение 

підставити щось в рів-
няння 

112. succéssive [consé-
cutive] ìntegrátion 

последовательное интег-
рирование 

послідовне інтегрування  

113. suppóse [think] that 
c1, c2 are/be ùnknówn fúnc-
tions 

считать c1, c2 неизвест-
ными функциями 

вважати c1, c2  невідоми-
ми функціями   

114. sýstem of dìfferén-
tial equátions 

система дифференциа-
льных уравнений 

система диференціаль-
них рівнянь 

115. sýstem of linear 
equátions in [to detérmine] 
úndetérmined còeffícients 

система линейных урав-
нений относительно не-
определённых коэффи-
циентов 

система лінійних рівнянь 
відносно невизначених 
коефіцієнтів 

116. take smth ínto con- учесть что-л.  врахувати щось 
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siderátion [ínto accóunt]  
117. take the form принимать вид набувати вигляду 
118. théorem on the exí-
stence and uníqueness/úni-
city [on the uníque exís-
tence] of the solútion [thé-
orem on the one-válued 
sòlvabílity] (of cauchy´s 
próblem) 

теорема существования и 
единственности решения 
(задачи коши) 

теорема існування і єди-
ності розв”язку (задачі 
коші) 

119. turn [transfórm, 
revért] into idéntity 

обращаться в тождество  перетворюватися в тото-
жність 

120. type  of a differen-
tial equátion 

тип дифференциального 
уравнения 

тип диференціального 
рівняння 

121. uníque [(one and) 
only one] 

единственный єдиний  

122. únknówn [desíred, 
sought, requíred] fúnction  

искомая функция шукана функція 

123. wronski´s detérmi-
nant 

определитель вронского визначник вронського 

124. wrónskian  вронскиан (определитель 
вронского) 

вронскіан (визначник 
вронського) 

125. сómplex root of a 
chàracterístic equátion 

комплексный корень ха-
рактеристического урав-
нения 

комплексний корінь ха-
рактеристичного рівнян-
ня 
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