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ЯКІСНИЙ АНАЛІЗ ОСОБЛИВОСТЕЙ КОНЦЕНТРАЦІЇ ТЕРМІЧНИХ 
НАПРУЖЕНЬ У ДЕТАЛЯХ З НЕРЕГУЛЯРНОЮ ГРАНИЦЕЮ 

Розглядається задача термодинамічної деформації деталей автотранспортних засо-
бів, переріз яких має сингулярні точки, що зумовлює концентрацію напружень, яка і визначає 
міцність деталі в цілому. Проведено аналіз особливостей напружено-деформованого стану в 
околі нерегулярних точок границі області з урахуванням впливу температурних напружень на 
локальну концентрацію напружень. Математична модель задачі включає систему диференці-
альних рівнянь руху, граничні умови на бічній поверхні деталі перерізу. Аналітичний розв'язок 
задачі будується за допомогою модифікації методу суперпозиції. 

Вступ 
Інженерні методики міцнісного аналізу деталей машин у своїй більшості не врахову-

ють локальної концентрації напружень (ЛКН) у особливих зонах перерізу. Такі питання ви-
никають при розрахунках роз’ємних та нероз’ємних з’єднань деталей автомобілів і розраху-
нку зубчастих зачеплень та основних видів механічних передач. Між тим, саме в цих облас-
тях найчастіше спостерігається виникнення дефектів і їх розвиток. У зв’язку з цим можна 
стверджувати, що, незалежно від обраного критерію міцності, він обов’язково повинен вра-
ховувати саме максимальні напруження, які виникають у зонах ЛКН. Оскільки наявність 
ЛКН може бути причиною виходу деталі зі строю, то якісне і кількісне визначення міри кон-
центрації є завжди важливим і актуальним питанням. 

Розрахунок розподілу напружень у деталях автомобілів пов’язаний зі значними труд-
нощами, які обумовлені складністю форми і внутрішньої структури деталей і умовами їх на-
вантаження. Тому у наближених розрахунках частіше за все застосовують спрощенні моделі 
з експериментальною оцінкою їх ефективності, що зазвичай призводить до невірних виснов-
ків[1,2]. Огріхи критеріїв і розрахунків, що пропонуються, ще більше зростають, якщо необ-
хідно розглянути динамічне деформування деталей, оскільки інтенсивність ЛКН у динаміч-
них задачах суттєво зростає. Такі випадки виникають, наприклад, при розрахунках кривоши-
пно-шатунних механізмів, міцності поршневих пальців двигунів внутрішнього згоряння 
(ДВЗ), шатунних шийок колінчатого валу і т.д. Окрім того, з’являється необхідність враху-
вання можливості проявлення резонансних ефектів. 

Важлива особливість геометрії деталей, які піддані ЛКН, обумовлена існуванням на 
границі їх перетину деяких сингулярних кутових точок, напружено-деформований стан 
(НДС) у околу яких і визначає міцність усієї деталі в цілому [3]. Тут також має місце поява 
нових хвильових ефектів, пов’язаних з концентрацією динамічних напружень. Аналіз науко-
вих публікацій, присвячених даній проблемі [4-6], дозволяє стверджувати, що під час дослі-
дження ЛКН у деталях ДВЗ, по-перше, не введено параметрів інтенсивності ЛКН, аналогіч-
них широко відомим коефіцієнтам концентрації напружень і, по-друге, немає аналізу особ-
ливостей НДС у сингулярних зонах перетину деталей з урахуванням впливу температурних 
напружень на ЛКН. 

Мета роботи 
На цей час розроблено два підходи до рішення граничних задач динамічної теорії 

пружності для тіл кінцевих розмірів. Один з них, метод однорідних рішень [3], знайшов за-
стосування при рішенні двовимірної задачі теорії пружності, в теорії тонких і товстих плит. 
У другому підході, розвиненому в [3, 4], рішення задачі представляється у вигляді суперпо-



 

Вісті Автомобільно-дорожнього інституту, 2009, № 1(8) 

14 

зиції декількох послідовних частинних рішень, які мають конкретні властивості симетрії. 
При цьому передбачається, що поверхня пружного тіла утворена частинами координатних 
поверхонь різних сімейств в ортогональних системах координат.  

Метою даної роботи служить розповсюдження алгоритму методу суперпозиції для ро-
зрахунку термопружних деталей автомобілів з визначенням характеру динамічного НДС у 
околу сингулярних кутових точок перерізу деталей, застосування розробленої схеми для чи-
сельно-аналітичного розрахунку параметрів локальної особливості (ПЛО) по напруженням і 
аналіз впливу температурних ефектів на ПЛО. При цьому, якщо враховувати локальний ха-
рактер концентрації напружень і ПЛО, можливо розповсюдити отримані нижче результати 
на відмінні від розгляданих у даній роботі конфігурації границь перерізу деталей. 

Основна частина 
Розглядаються сталі симетричні коливання однорідної термопружної деталі, переріз 

якої представляється у вигляді прямокутної області D . Зовнішня поверхня деталі має віль-
ний теплообмін з зовнішнім середовищем і знаходиться під навантаженням, яке діє у площи-
ні D . У роботі пропонується метод визначення термомеханічних характеристик хвильового 
поля [7] в кінцевій прямокутній області, що враховує особливості компонент тензора напру-
ги і температури в околу нерегулярних точок границі, у ролі яких виступають кутові точки 
прямокутника. Специфіка НДС поблизу кутових точок області практично не залежить від 
значення кута, тому аналіз ПЛО можна проводити за методикою роботи [8], не розв’язуючи 
у загальному вигляді початкову крайову задачу термопружності. Таким чином, отримані ни-
жче результати розрахунку ПЛО будуть справедливі для довільних перетинів деталей, які 
вміщують кутові точки. 

Постановка задачі 

Нехай переріз деталі — деяка прямокутна область, яка займає в системі координат 

1 2x Ox  область ( ){ }1 2 1 2, : ;D x x x a x b= ≤ ≤ , де 1 2,x x  – декартові координати. 

На границі області 1 2;x a x b= ± = ±  задано нормальне навантаження інтенсивності 
( ) ( )1 1 2 2,Q x Q x  відповідно, що гармонійно змінюється в часі з частотою ω . Передбачається, 

що дана область має вільний теплообмін з навколишнім середовищем. 
Безрозмірні амплітудні характеристики переміщень ( ), , 1, 2iU x y i =  і приросту темпе-

ратури ( ),x yΘ  визначаються системою рівнянь зв'язаної термопружності в безрозмірних ко-
ординатах[7]: 

 
2 2 2 2 2 2

01 1 1 2
12 2 21 TU U U U a U

x y x x y x
⎛ ⎞⎛ ⎞ γ∂ ∂ ∂ ∂λ ∂Θ ρ ω

+ + + ⋅ + = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ μ ∂ ∂ ∂ μ ∂ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

 
2 2 2 2 2 2

02 2 2 1
22 2 21 TU U U U a U

x y y x y y
⎛ ⎞⎛ ⎞ γ∂ ∂ ∂ ∂λ ∂Θ ρ ω

+ + + ⋅ + = ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ μ ∂ ∂ ∂ μ ∂ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; (1) 

 
2 2 2 2

1 2
2 2

0

0U Ua i a i
x y T x y

⎛ ⎞∂ ∂∂ Θ ∂ Θ ω δ ω
+ − Θ − + =⎜ ⎟∂ ∂ χ ∂ ∂⎝ ⎠

.  

Тут були використані наступні позначення: 1xx
a

= ; 2xy
a

= ; 1
1

UU
a

= ; 2
2

UU
a

= ; 
0T

Θ
Θ = ;

ij
ij

σ
σ =

μ
; 0T TΘ = − , 
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( ), 1, 2iU i =  — компоненти вектора переміщень; Θ  — приріст температури;  
Т — абсолютна температура точок тіла; 0T  — температура тіла у недеформованому і 

ненапруженому стані;ρ  — щільність; λ ,μ  — параметри Ляме,  

 ( )3 2 tγ = λ + μ α ; 0

0

γΤ
δ =

λ
; 0

cε

λ
χ = ,  

де tα  — коефіцієнт лінійного термічного розширення; 0λ  — коефіцієнт теплопровід-
ності;cε  — питома теплоємність при постійній деформації. 

Граничні умови запишуться в наступному безрозмірному вигляді. 
Якщо 1x = ± : 

 ( )1 1 2
11 1

3 1 1 12
1 2 2 1 2

U U U a q y
x x y

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ν + ν
+ ⋅ + − Θ = σ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ − ν ∂ ∂ − ν μ⎝ ⎠⎝ ⎠

; 

 1 2
12

1 0U U
y x

∂ ∂
+ = σ =

∂ ∂ μ
; 

 
1

0a
x

∂Θ α
+ Θ =

∂ λ
. 

Якщо y = ±η : 

 ( )2 1 2
22 2

3 1 1 12
1 2 2 1 2

U U U a q x
y x y

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ν + ν
+ ⋅ + − Θ = σ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ − ν ∂ ∂ − ν μ⎝ ⎠⎝ ⎠

; 

 1 2
12

1 0U U
y x

∂ ∂
+ = σ =

∂ ∂ μ
; 

 
1

0a
y

∂Θ α
+ Θ =

∂ λ
, 

де 1λ  — приведений коефіцієнт теплопровідності; α  — коефіцієнт тепловіддачі. 

Реалізація методу суперпозиції 

Шукаємо розв’язок системи рівнянь (1) у вигляді ( , , ,p q α β  – параметри) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , cos sin 1U x y Ash px y D x ch qy= α − η + β − ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 , sin cos 1U x y Bch px y E x sh qy= α − η + β − ; (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), cos cos 1x y Cch px y F x ch qyΘ = α − η + β − . 

Підставляємо вирази (2) до системи рівнянь руху і теплопровідності (1). Отримаємо 
дві системи однорідних рівнянь відносно довільних сталих А, В, С і D, E, F відповідно: 

 

( )( )
( )( )

( )

2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

2 2
1 1 2

1 0

1 0

0

A p E B pE Cp

Ap E B p E C

Ap B C p

⎧ + − α + Ω + α − Θ =
⎪⎪− α + − α + + Ω + αΘ =⎨
⎪

− Ω − αΩ + − α − Ω =⎪⎩

  та 
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( )( )
( )( )

( )

2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

2 2
1 1 2

1 0

1 0

0,

D E q E qE F

Dq E E q E Fq

D Eq F q

⎧ −β + + + Ω − β − βΘ =
⎪⎪ β + −β + + + Ω − Θ =⎨
⎪

− βΩ − Ω + − β − Ω =⎪⎩

 

де 1 1E λ
= +

μ
;  0

1
Tγ

Θ =
μ

; 
2

1
0

a i
T

η ω
Ω = ; 

2

2
a iω

Ω =
χ

; 2 1i = − . 

Означимо через pα і qα  – корені характеристичних рівнянь ( )1, 2,3α = , отримані за 
умови існування нетривіального розв’язку двох виписаних однорідних систем рівнянь: 

 
( )

( )

2 2 2
2 2 2 21 2 2 1 1 1
1 2

1

2 2 2
2 1 2 2 1 1 1
3

1

2 2 ;
2 1

2 2 ;
2 1

E E Rp p
E

E E Rp
E

Ω − Ω + α + Ω + Θ Ω + α +
= ; = α − Ω

+

Ω − Ω + α + Ω + Θ Ω + α −
=

+

  

 
( )

2 2 2
2 2 2 21 2 2 1 1 1
1 2

1

2 2 ;
2 1

E E Rq q
E

Ω − Ω + β + Ω + Θ Ω + β +
= ; = β − Ω

+
 

 
( )

2 2 2
2 1 2 2 1 1 1
3

1

2 2 ,
2 1

E E Rq
E

Ω − Ω + β + Ω + Θ Ω + β −
=

+
  

де 
( )2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2 22 2 2 2 2 2R E E E E= Ω + Ω Ω + Ω − Θ Ω + Θ Ω + Ω Θ Ω + Ω Θ Ω + Ω + Ω + Ω . 
Через симетрію задачі kα  і jβ  повинні бути вибрані у вигляді [3, 4] 

 k
kπ

α =
η

; j jβ = π  ( ), 1, 2...k j = . 

З аналізу систем однорідних рівнянь виходить, що постійні A, B, C, а також D, E, F 
зв'язані співвідношеннями: 

 k k kA B Mα α α= ; k k kC B Nα α α= ; j j jD E Lα α α= ; j j jF E Pα α α= ,  
де 

( ) ( )
2 2

1 1 1 2 1 1
4 2 2 2 2 4 2 2 2 2

1 1 1 2 2 1 1 2 21 2
k

k k
k k

p E E EM p
E p E E p

α
α α

α α

− + α + Ω + Θ Ω
= α

+ + −α + Ω − Ω − Ω − α − Θ Ω + α − α Ω + Ω α − Ω Ω
, 

 
( )

( )
2 2 2

1

2 2
1 1 1 2 1 1

k
k

k

p
N

p E E E
α

α
α

Ω − + α − Ω
=

α − + α + Ω + Θ Ω
, 

 
( )

2 2 4 2 2 2 4 2 4 2
2 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2
2 1 1

2 2
1 1 1 2 1 1

2 j j j j j j

j j
j

j j

q q q q E q E q E

q q
L

q E E q E

α α α α α α

α α
α

α α

β − + Ω + β − + Ω − β − β Ω +

+Ω β − Ω + Ω Ω + Θ Ω
=

− β β − + Ω + Θ Ω
, 

 

 
( )

( )
2 2 2

1

2 2
1 1 1 2 1 1

j
j

j j

q
P

q E q E E
α

α
α α

Ω − β + Ω
=

β − + Ω + Θ Ω
. 
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Зважаючи на те, що розв’язок для даної області повинен містити повні і ортогональні 
системи функцій на відрізках, x 1≤ , y ≤ η  і застосовуючи метод Неймана-Шварца [4], зага-
льний розв’язок крайової задачі конструюємо у вигляді: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

1 0 1
1 1 1 1

cos - sin -1 sink k k k j j j j
k j

U B M sh p x y E L ch q y x A k x
∞ ∞

α α α β β β
= α= = β=

⎛ ⎞⎛ ⎞= α η + β +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2 0 1
1 1 1 1

sin - cos -1 sink k k j j j
k j

U B ch p x y E sh q y x B k y
∞ ∞

α α β β
= α= = β=

⎛ ⎞⎛ ⎞= α η + β +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ; 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 3

0 1
1 1 1 1

0 1

cos - cos -1 cos

cos ,

k k k k j j j j
k j

B N ch p x y E P ch q y x C k x

D k y

∞ ∞

α α α β β β
= α= = β=

⎛ ⎞⎛ ⎞Θ = α η + β + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+

∑ ∑ ∑ ∑  

де 0 0 0 0, , , , ,k jB E A B C Dα α  — довільні постійні, такі, що підлягають визначенню з гра-
ничних умов (2) і (3). 

Формулювання і рішення допоміжних крайових задач 
Реалізуючи основний алгоритм модифікованого для випадку термопружної області 

методу суперпозиції для отримання визначальної системи інтегральних рівнянь (СІР), розг-
лянемо допоміжну крайову задачу, що характеризується наступними умовами в околі гра-
ниць прямокутного перерізу деталі: 

 ( ) ( )1 11,U y f y± = ± ;  ( ) ( )2 2U x, f x± η = ± ; 

 ( )12 1, 0yσ ± = ;  ( )12 , 0xσ ± η = ; (3) 

 ( )3f y
x

∂Θ
=

∂
, якщо 1x = ± ;  ( )4f x

y
∂Θ

=
∂

, якщо y = ±η .  

Враховуємо, що ( ) ( )1 2,f y f x , ( ) ( )3 4,f y f x  — невідомі функції, причому 

( ) ( )1 1f y f y= − , ( ) ( )2 2f x f x= − , ( ) ( )3 3f y f y= − , ( ) ( )4 4f x f x= − , що виходить з характеру 
граничних умов (3). Допоміжна крайова задача (1),(3) не відповідає, звичайно початковій 
граничній задачі, але припускає аналітичне рішення і дозволяє, по-перше, задовольнити час-
тину початкових граничних умов і, по-друге, виразити усі характеристики початкової задачі 
через коефіцієнти Фур’є невідомих функцій ( ) ( )1 2,f y f x , ( ) ( )3 4,f y f x . 

Після визначення констант kB α  і jE β  через коефіцієнти Фур’є 1 2 3 4, , ,k k k kf f f f введених 

функцій ( ) ( )1 2,f y f x , ( ) ( )3 4,f y f x , отримуємо компоненти вектора переміщень 1 2,U U і тем-
пературу Θ  у наступному вигляді: 

( )( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 1 2 3 2 1 22

1 1 2 2 2 2
1 1 21 1 1 2 1 3 1

1 2k k k k k k k k
k k

k k kk k

E E p E p p p sh p x sh p x
U f

sh p sh pE E p p

∞

=

⎛⎛ ⎛ α + Ω + Θ Ω − − + α
⎜⎜ ⎜= + α +

⎜⎜⎜ Ω Θ Ω + Ω + Ω −⎝⎝⎝
∑  

( )( )( )
( )( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
3 1 1 1 2 1 1 2 1 2 3

2 2 2
31 1 1 2 1 3 1

k k k k k k k

kk k

p E E E p p p sh p x
sh pE E p p

⎞− α − Ω − Θ Ω − + α
⎟+ +
⎟Θ Ω + Ω + Ω − ⎠
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( )( )

( )( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1 2 1 1 1 3

3 2 2 2
1 1 31 1 1 2 1 3 1

1 k k k k k k
k

k kk k

E E p E p E E E sh p x sh p x
f

sh p sh pE E p p

⎞α + Ω + Θ Ω − − α − Ω − Θ Ω ⎛ ⎞
⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟Ω Θ Ω + Ω + Ω − ⎝ ⎠⎠

 

 ( ))cos k y× α − η +  

 
( )( )( )

( )( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 3 2 2 1 2

2 22 2 2 2
1 1 21 1 1 1 2 1 3 1

2j j j j j j j jj
j j

J j jj j j

E E q E q q q ch q y ch q y
f q

sh q sh qq E E q q

∞

=

⎛⎛ ⎛ β − + Ω + Θ Ω − + ββ⎜⎜ ⎜+ − +
⎜⎜⎜ Ω η ηΘ Ω + Ω + Ω −⎝⎝⎝

∑  

 
( )( )( )

( )( )
( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 3 1 2 1 1 2 1 2 3

2 2 2
31 1 1 2 1 3 1

j j j j j j j

jj j

E E q E q q q ch q y

sh qE E q q

⎞β − + Ω + Θ Ω − + β
⎟+ +
⎟ηΘ Ω + Ω + Ω − ⎠

 

 
( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
2 2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 1 1 3 1 2 1 1 1 3
4 2 2 2

1 1 1 3 31 1 1 2 1 3 1

j j j j j jj
j

j j j jj j

E E q E E E q E ch q y ch q y
f

q sh q q sh qE E q q

⎞⎛ ⎞β − + Ω + Θ Ω β − + Ω + Θ Ωβ
⎟⎜ ⎟+ − ×

⎜ ⎟⎟Ω η ηΘ Ω + Ω + Ω − ⎝ ⎠⎠
 

 ( )) ( )1
10

1

sin
sin 1j

k x
x f

k
× β − + ; 

 
( )( )( )

( )( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 1 3 2 2 1 2

2 1 22 2 2 2
1 1 21 1 1 1 2 1 3 1

2k k k k k k kk
k k

k k kk k k

E E p E p p p ch p x ch p x
U f p

sh p sh pp E E p p

∞

=

⎛⎛ ⎛ α + Ω + Θ Ω − − + αα⎜⎜ ⎜= + +
⎜⎜⎜ Ω Θ Ω + Ω + Ω −⎝⎝⎝

∑

( )( )( )
( )( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
3 1 1 1 2 1 1 1 2 2 3

2 2 2
33 1 1 1 2 1 3 1

k k k k k k

kk k k

p E E E p p p ch p x
sh pp E E p p

⎞− α − Ω − Θ Ω − + α
⎟+
⎟Θ Ω + Ω + Ω − ⎠

 

 
( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1 2 1 1 3 1

3 2 2 2
1 3 3 1 11 1 1 2 1 3 1

k k k k k kk
k

k k k kk k

E E p E p E E E ch p x ch p x
f

p sh p p sh pE E p p

⎞α + Ω + Θ Ω − − α − Ω − Θ Ω ⎛ ⎞α ⎟+ − ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎟Ω Θ Ω + Ω + Ω − ⎝ ⎠⎠
 

 ( ))sin k y× α − η +  

 
( )( )( )

( )( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 2 3 2 1 22

2 2 2 2 2
1 1 21 1 1 2 1 3 1

2j j j j j j j jj
j j

j j jj j

E E q E q q q sh q y sh q y
f

sh q sh qE E q q

∞

=

⎛⎛ ⎛ β − + Ω + Θ Ω − + ββ⎜⎜ ⎜+ + β +
⎜⎜⎜ Ω η ηΘ Ω + Ω + Ω −⎝⎝⎝

∑  

 
( )( )( )

( )( )
( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 3 1 2 1 1 1 2 2 3

2 2 2
31 1 1 2 1 3 1

j j j j j j j

jj j

E E q E q q q sh q y

sh qE E q q

β − + Ω + Θ Ω − + β
+ +

ηΘ Ω + Ω + Ω −
 

 
( )( )

( )( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 1 1 3 1 2 1 1 3 1

4 2 2 2
1 3 11 1 1 2 1 3 1

j j j j j jj
j

j jj j

E E q E E E q E sh q y sh q y
f

sh q sh qE E q q

⎞⎛ ⎞β − + Ω + Θ Ω β − + Ω + Θ Ωβ
⎟⎜ ⎟+ − ×

⎜ ⎟⎟Ω η ηΘ Ω + Ω + Ω − ⎝ ⎠⎠
 

 ( )) ( )1
20

1

sin
cos 1j

k y
x f

k
× β − +

η
; 

 
( )( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 2 1 3

1 2 2 2 2
1 1 1 3 31 3 1 1 1 1 2

1 k k k k k k k k
k

k k k k kk k

p p p p p ch p x ch p x
f

p sh p p sh pp p E E

∞

=

⎛⎛ Ω + α − − ⎛ ⎞
⎜⎜Θ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎜ Ω − Θ Ω + Ω + Ω ⎝ ⎠⎝⎝

∑  

 
( )( )

3
2 2 2

1 3 1 3 1 1 1 1 2

k

k k k k

f
p p p p E E

+ ×
− Θ Ω + Ω + Ω

 

 ( )
( ) ( )( )1 2 2 2 2

3 1 2 3 1 1 1 2 1 1
1

k
k k k k k

k

ch p x
p p p p E E E

sh p
⎛

× − − + α + Ω + Θ Ω +⎜⎜
⎝
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 ( )
( ) ( )( ) ( )3 2 2 2 2

1 2 3 1 1 1 1 2 1 1
3

cosk
k k k k k k

k

ch p x
p p p p E E E y

sh p
⎞

+ − − + α + Ω + Θ Ω α − η +⎟⎟
⎠

 

 
( )( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 2 1 3
2 2 2 2 2

1 1 1 3 33 1 1 1 1 1 2

1 j j j j j j j j
j

j j j j jj j

q q q q q ch q y ch q y
f

q sh q q sh qq q E E

∞

=

⎛⎛ ⎛ ⎞Ω − − + β
⎜⎜ ⎜ ⎟− +

⎜ ⎟⎜⎜ Ω η η− Θ Ω + Ω + Ω ⎝ ⎠⎝⎝
∑  

 
( )( )

4
2 2 2

1 3 1 3 1 1 1 1 2

j

j j j j

f
q q q q E E

+ ×
− Θ Ω + Ω + Ω

 

 
( )
( ) ( )( )1 2 2 2 2

3 1 2 3 1 1 1 2 1 1
1

j
j j j j j

j

ch q y
q q q q E E E

sh q

⎛
⎜× − − + β + Ω + Θ Ω +
⎜ η⎝

 

 
( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

3 3 42 2 2 2
1 2 3 1 1 1 1 2 1 1 30 40

3 43

cos cos
cos 1

cos cos
j

j j j j j j
j

ch q y k x k y
q q q q E E E x f f

k ksh q

⎞
⎟+ − − + β + Ω + Θ Ω β − + +
⎟ ηη ⎠

. 

Виведення визначальної системи інтегральних рівнянь (СІР) 
Використовуючи отриманий розв’язок допоміжної задачі, співвідношення узагальне-

ного закону Гуку для ізотропного тіла та вирази 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 3
1 2 3

1 2 3

, ,j j j
j j j

j j j

ch q y ch q y ch q y
ch q y ch q y ch q y

sh q sh q sh q
= = =

η η η
, 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 3
1 2 3

1 2 3

, ,k k k
k k k

k k k

ch p x ch p x ch p x
ch p x ch p x ch p x

sh p sh p sh p
= = =   

запишемо граничні значення для нормальних напружень:  

 ( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 11

11 12 2 2 2
1 1 1 3 1 2 1 1 1

1, k k k k k kk
k

k k k k

p E p E p E E Efy cth p
p p p E E

∞

=

⎛ ⎛ + − α + α − + α + Ω + Θ Ω
⎜ ⎜σ = ×

⎜⎜ Ω − Ω + Θ Ω + Ω⎝⎝
∑  

 ( )( ) ( )2 2 2 2 2
3 2 2 2 24k k k k k k kp p p p cth p× − + α − α +  

 ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 3 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2

3 2 1 22 2 2
3 1 3 1 2 1 1 1

k k k k k k
k k k k k

k k k

p E p E p E E E
cth p p p p

p p p E E

⎞+ − α + α − + α + Ω + Θ Ω
⎟+ − + α +
⎟− Ω + Θ Ω + Ω ⎠

 

 
( )( )

( )( )
2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 2 1 13

2 2 2
1 1 3 1 2 1 1 1

k k k kk

k k

p E E E p E E Ef
p p E E

− + α + Ω + Θ Ω − + α + Ω + Θ Ω
+ ×

Ω − Ω + Θ Ω + Ω
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 1 3 1

1 3
1 3

cosk k k k k k k k
k k k

k k

p E p E p E p E
cth p cth p y

p p

⎞⎛ ⎞+ − α + α + − α + α
⎟⎜ ⎟× − α − η +

⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠
 

 ( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 12

12 2 2 2
1 1 1 3 1 2 1 1 1

j j j j j jj
j

j j j j

q E q E E q E Ef
ch q y

q q q E E

∞

=

⎛ ⎛ − −β − β −β + − Ω − Θ Ω
⎜ ⎜ ×

⎜⎜ Ω − Ω + Θ Ω + Ω⎝⎝
∑  

 ( )( ) ( )2 2 2 2 2
2 3 2 2 24j j j j j j jq q q q ch q y× − + β − β +  

 ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 1 3 1 1 2 1 1 2 2 2 2

3 2 1 22 2 2
3 1 3 1 2 1 1 1

j j j j j j
j j j j j

j j j

q E q E E q E E
ch q y q q q

q q q E E

⎞− −β −β β − + Ω + Θ Ω
⎟+ − + β +
⎟− Ω + Θ Ω + Ω ⎠
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( )( )

( )( )
2 2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 1 3 1 1 2 1 14
2 2 2

1 3 1 1 2 1 1 1

j j j jj

j j

E q E E E q E Ef
q q E E

β − + Ω + Θ Ω −β + − Ω − Θ Ω
+ ×

Ω − Ω + Θ Ω + Ω
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 1 3 1

1 3
1 3

j j j j j j j j
j j

j j

q E q E q E q E
ch q y ch q y

q q

⎞⎛ ⎞− −β −β − − β − β
⎟⎜ ⎟× − +

⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
10 1 1 1 20 2 1

2

cos
1 1

sin
k y

f k E ctg k f k E V
k

+ + + − +
η

; 

 ( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 11

22 12 2 2 2
1 1 3 1 1 2 1 1 1

, k k k k k kk
k

k k k k

p E p E p E E Efx ch p x
p p p E E

∞

=

⎛ ⎛ − + + α + α − + α + Ω + Θ Ω
⎜ ⎜σ η = ×

⎜⎜ Ω − Ω + Θ Ω + Ω⎝⎝
∑  

 ( )( ) ( )2 2 2 2 2
3 2 2 2 24k k k k k k kp p p p ch p x× − + α − α +  

 ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 3 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2

3 1 2 22 2 2
3 3 1 1 2 1 1 1

k k k k k k
k k k k k

k k k

p E p E p E E E
ch p x p p p

p p p E E

⎞− + + α + α − α − Ω − Θ Ω
⎟+ − + α +
⎟− Ω + Θ Ω + Ω ⎠

 

 
( )( )

( )( )
2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 2 1 13

2 2 2
1 3 1 1 2 1 1 1

k k k kk

k k

p E E E p E E Ef
p p E E

− + α + Ω + Θ Ω − α − Ω − Θ Ω
+ ×

Ω − Ω + Θ Ω + Ω
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 1 3 1

1 3
1 3

k k k k k k k k
k k

k k

p E p E p E p E
ch p x ch p x

p p

⎞⎛ ⎞− − α − α − − α − α
⎟⎜ ⎟× − +

⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠
 

 ( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 12

12 2 2 2
1 1 3 1 1 2 1 1 1

j j j j j jj
j

j j j j

q E q E E q E Ef
cth q

q q q E E

∞

=

⎛ ⎛ + − β + β β − + Ω + Θ Ω
⎜ ⎜+ η ×

⎜⎜ Ω − Ω + Θ Ω + Ω⎝⎝
∑  

 ( )( ) ( )2 2 2 2 2
2 3 2 2 24j j j j j j jq q q q cth q× − + β + β η +  

 ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 1 3 1 1 2 1 1 2 2 2 2

3 2 1 22 2 2
3 3 1 1 2 1 1 1

j j j j j j
j j j j j

j j j

q E q E E q E E
cth q q q q

q q q E E

⎞+ −β + β −β + − Ω − Θ Ω
⎟+ η − + β +
⎟− Ω + Θ Ω + Ω ⎠

 

 
( )( )

( )( )
2 2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 1 3 1 1 2 1 14
2 2 2

1 3 1 1 2 1 1 1

j j j jj

j j

E q E E E q E Ef
q q E E

β − + Ω + Θ Ω β − + Ω + Θ Ω
+ ×

Ω − Ω + Θ Ω + Ω
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 1 3 1

1 3
1 3

cos 1j j j j j j j j
j j j

j j

q E q E q E q E
cth q cth q x

q q

⎞⎛ ⎞− − + β −β − − + β −β
⎟⎜ ⎟× η − η β − +

⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠
 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

10 1 1 20 2 1 2
1

cos
1 1

sin
k x

f k E f k E ctg k V
k

+ − + + η + . 

Використовуючи невраховані граничні умови для 11σ  і 22σ , а також отримані граничні 
значення, зведемо досліджувану задачу до вирішення наступної СІР щодо функцій 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,f y f x f y f x . 
4

1

, 1, 2,3,4mL f Q mγ γ γ
γ=

= =∑ , де , 1,2Q qα α= γ = α =  — для перших двох рівнянь системи, 

та , 3, 4
f

Q
T

β
β = − γ = β = , 

1

T aα
=

λ
— для третього та четвертого рівнянь, відповідно. 
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 ( ) ( ) ( ) ( )11 1 11 1 1 1 1 12
1

2 1 1cos cos 1
2

k
k k k k k

k
L f y f d E k ctgk f d

η η∞

= −η −η

α
= Δ α − η α ξ − η ξ + + ξ ξ

Ω η η∑ ∫ ∫ ; 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2

12 2 12 2 1 2 22
1 21 1

2 cos 1cos 1 1
sin 2

j
j j j j

k

k y
L f f d E k f d

k

∞

= − −

β
= Δ β ξ − ξ + − ξ ξ

Ω η∑ ∫ ∫ ; 

 ( ) ( )13 3 13 3
1

1cos cosk k k k
k

L f y f d
η∞

= −η

= Δ α − η α ξ − η ξ
η∑ ∫  і т.д. 

 

( ) ( )( )( )( )
( )( )

( )

( ) ( )( )( )( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 3 2 2

11 1 2 2 2
1 1 3 1 2 1 1 1

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 3 1 1 1 2 1 1 2 1 2

3 2 2
3 1 3

2

2

2

k k k k k k k k k k
k k

k k k k

k k k

k k k k k k k k k k
k

k k k k

p E p E p E E E p p p
cth p

p p p E E

p cth p

p E p E p E E E p p p
cth p

p p p E

+ − α + α − + α + Ω + Θ Ω − + α
Δ = +

α − Ω + Θ Ω + Ω

+ α +

+ − α + α − + α + Ω + Θ Ω − + α
+

α − ( )2
1 2 1 1 1

,
EΩ + Θ Ω + Ω

 

 

( ) ( )( )( )( )
( )( )

( )

( ) ( )( )( )( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 3 2

12 1 2 2 2
1 1 3 1 2 1 1 1

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 1 3 1 1 2 1 1 2 1 2

3 2 2
3 1 3 1

2

2

2

j j j j j j j j j j
j j

j j j j

j j j

j j j j j j j j j j
j

j j j j

q E q E E q E E q q q
ch q y

q q q E E

q ch q y

q E q E E q E E q q q
ch q y

q q q E

− −β −β −β + − Ω − Θ Ω − + β
Δ = −

β − Ω + Θ Ω + Ω

− β +

− −β −β β − + Ω + Θ Ω − + β
+

β − ( )2
2 1 1 1

,
EΩ + Θ Ω + Ω

 

 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 2 1 1

13 2 2 2
1 1 3 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 3 3 1 3 1

1 3

,

k k k k
k

k k

k k k k k k k k k k

k k

p E E E p E E E

p p E E

cth p p E p E cth p p E p E
p p

− + α + Ω + Θ Ω − + α + Ω + Θ Ω
Δ = ×

Ω − Ω + Θ Ω + Ω

⎛ ⎞+ − α + α + − α + α
⎜ ⎟× −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 2 1 1

14 2 2 2
1 3 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 3 3 1 3 1

1 3

.

j j j j
j

j j

j j j j j j j j j j

j j

q E E E q E E E

q q E E

ch q y q E q E ch q y q E q E
q q

− + β + Ω + Θ Ω −β − Ω − Θ Ω
Δ = ×

Ω − Ω + Θ Ω + Ω

⎛ ⎞− −β −β − −β −β
⎜ ⎟× −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Асимптотичний аналіз НДС у кутових точках перерізу 

Розклавши гіперболічні і тригонометричні функції, що входять у структуру операто-
рів Lαγ  за тригонометричними функціями ( )cos ,k yα − η  ( )sin ,k yα − η  ( )cos 1 ,j xβ −  

( )sin 1j xβ − , зведемо СІР до нескінченної системи алгебраїчних рівнянь для визначення кое-
фіцієнтів Фур’є 1 2,k jf f , 3 4,k jf f . Для ефективного рішення цієї системи досліджуємо поведі-

нку функцій ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,f y f x f y f x  у кутових точках області D . Їх коефіцієнти Фур’є 
представимо у вигляді: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1cos sink k k

k

f f d f d
η η

−η −η

′= ξ α ξ − η ξ = ξ α η − ξ ξ
η α η∫ ∫ ,  ( ) ( )3 3

1 cosk kf f d
η

−η

= ξ α ξ − η ξ
η ∫  
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2 2
1 1

1cos 1 sin 1 `j j j
j

f f d f d
− −

′= ξ β − ξ ξ = ξ β − ξ ξ
β∫ ∫ ,  ( ) ( )

1

4 4
1

cos 1j jf f d
−

= ξ β − ξ ξ∫ . 

Припустимо, що функції ( ) ( )1 2,f fξ ξ  є неперервними в даній області, а їх похідні ма-
ють особливість у кутових точках, тобто: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2

1
, 1f A f Bλ− λ−

ξ→±η ξ→±

′ ′ξ ± η ξ ξ ± ξ→ →∓ ∓ , 

функції ( ) ( )3 4,f fξ ξ мають особливість у кутових точках, тобто: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 4

1
, 1 .f С f Dβ− β−

ξ→±η ξ→±

ξ ± η ξ ξ ± ξ→ →∓ ∓  

Тут ,λ β  — ПЛО за напруженнями і температурою, відповідно, що характеризують 
особливості функцій ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,f f f fξ ξ ξ ξ , а , , ,A B C D  — довільні постійні. 

Проводимо асимптотичний аналіз лівих частин СІР [4] при наближенні до кутової то-
чки. Маємо: 

 
 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1 1
1 1

21 1 22 2 23 3 24 4 1
1 1 11 1

1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 11 1

cos 12 21
1 1

cos 1
1 0;

1 1

k k

k k

x x
j

k k jk k j

x x
j

k k jk k j

xE Ee eL f L f L f L f A x B
E E

xEe eC E x D
E E

−α − −α −∞ ∞ ∞

λ λ− λ
= = =

−α − −α −∞ ∞ ∞

β+ β+ β+
= = =

⎛ ⎞ β −
+ + + = − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ η α α + β⎝ ⎠

⎛ ⎞ β −Θ Θ
+ + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ η α α + β⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 
( )

( ) ( ) ( )1
1 1

1 11

cos cos1 1
1

k k

k kk k

y yT A C T
E

∞ ∞

α+ β+
= =

α η − α η −⎛ ⎞−Ω
+ + +⎜ ⎟+ η α η α⎝ ⎠

∑ ∑  

 
( )

( )

( )
( ) ( )

1
1

1 1 11

0
1

j j jy y y

j j jj j j

T e e eB y TD
E

−β η− −β η− −β η−∞ ∞ ∞

α+ β β
= = =

⎛ ⎞−Ω
+ + η − + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ β β β⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ; 

 
( )

( )

( )
( ) ( )1 1 1

1
1

1 1 11

11
1

k k kx x x

k k kk k k

T e e eA x T C
E

−α − −α − −α −∞ ∞ ∞

α+ β β
= = =

⎛ ⎞−Ω
+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ η α α η α⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

 
( )

( ) ( ) ( )1
1 1

1 11

cos 1 cos 1
1 0

1
j j

j jj j

x xT B D T
E

∞ ∞

α+ β+
= =

⎛ ⎞β − β −−Ω
+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ β β⎝ ⎠

∑ ∑ ,  

що після сумування рядів дає наступну систему для визначення ПЛО: 

 
1 2

sin 0; sin 0;
2 2

0; 0

A B A B

T D T C

πλ πλ⎧ + λ = λ + =⎪
⎨
⎪ β = β =⎩

⇒
sin 2 0

sin 2 0
A B

A B
πλ + λ =⎧

⎨λ + πλ =⎩
. 

З умови існування нетривіального рішення перших двох рівнянь даної системи отри-
маємо характеристичне рівняння для визначення параметра λ : 

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

1 1
11 1 12 2 13 14 1

1 1 11 1

1 1 1
11 1

1 1 11 1

2 2
1 1

0
1 1

j j

j j

y y
k

k j jk j j

y y
k

k j jk j j

cos yE E e eL f L f L f L f A B y
E E

cos yE e eС D E y
E E

β η β η

λ λ λ

β η β η

β β β

α η
η

η α β β

α ηΘ Θ η
η α β β

− − − −∞ ∞ ∞

−
= = =

− − − −∞ ∞ ∞

+ +
= = =

⎛ ⎞−
+ + + = + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

⎛ ⎞−
+ + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
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 2 2sin 0
2

πλ
λ − = . (4) 

Висновки і перспективи подальших досліджень 

Характеристичне рівняння (4) має один дійсний корінь 0 1λ =  і безліч комплексних 
коренів k k kiλ = τ ± σ [3, 4]. Звичайно, треба врахувати лише ті комплексні корені, для яких Re 

1kλ > . Раніше у роботі Вільямса [9] для різних граничних умов було досліджено залежність 
порядку сингулярності поля статичних напружень у вершині клину від його куту роствору. 
Рівняння (4) відповідає рівнянню (15) цієї роботи для клину з незакріпленими гранями і ку-
том роствору 900. Як бачимо, характер особливості механічного поля у кутовій точці не за-
лежить від пружних параметрів області перерізу. Враховуючи механічний зміст функцій 

1 2( ), ( )f fξ ξ  і вимагаючи обмеженості енергії усієї системи, приходимо до висновку, що, при 
побудуванні асимптотики рішення, треба враховувати тільки один дійсний корінь 0 1λ =  і 
безліч комплексних коренів k k kiλ = τ ± σ  [10] з додатною дійсною частиною. 

Два останні рівняння системи дають підставу казати, що температура не має особли-
вості у кутових точках області, оскільки з цих рівнянь витікає, що 0D C= = . 

Визначення ПЛО у кутових точках перерізу деталей автомобілів дає можливість про-
гнозувати інтенсивність ЛКН у цих проблемних зонах і застосувати критерії міцності, беручі 
максимальні напруження саме в цих областях з урахуванням ПЛО. 

Важливим напрямком подальшої роботи буде дослідження ПЛО для складених пере-
тинів деталей, що безумовно підвищить рівень практичного застосування запропонованої 
методики розрахунку. Перспективним має бути і аналіз розподілу внутрішньої енергії по об-
ласті перерізу з урахуванням ЛКН у околу нерегулярних точок. 
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