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Введение
Качество обрабатываемых изделий зависит как от качества заготовки, техноло-

гии обработки, динамики станка, так и от качества инструмента. Исследования опера-
ций шлифования показывают [1, 2], что, как правило, в начальный момент времени при 
правильном подборе характеристик инструмента,  режимов резания, оптимальном по-
строении цикла шлифования, обеспечиваются заданные параметры точности и шерохо-
ватости поверхности детали. Из всех элементов технологической системы только шли-
фовальный круг и заготовка претерпевают существенные изменения в относительно ко-
роткий промежуток времени. Изменение состояния инструмента оказывает существен-
ное влияние на ход технологического процесса, так как профиль инструмента копиру-
ется на поверхности заготовки[3].

Наличие колебаний в отклонениях расположения и шероховатости поверхности 
объясняются возмущающими воздействиями в технологических процессах, вызванны-
ми нестабильностью технологической системы [4]. То есть нестабильность параметров 
деталей определяется воздействием в процессе их производства на технологическую 
систему  (ТС)  изменяющихся  внешних  факторов,  часть  из  которых  неизвестна  и  не 
контролируется  в  процессе  обработки  [5].  Эта  проблема  особенно  актуальна  для 
финишных операций, на которых окончательно формируются параметры качества го-
товых изделий и которые наиболее чувствительны к возмущающим воздействиям.

В современных условиях  порядка 15…20% финишных операций осуществляет-
ся методами плоского наружного шлифования [6]. Это определяет актуальность даль-
нейшего усовершенствования таких операций. Задача повышения их производительно-
сти при обеспечении стабильности требуемых параметров качества требует учета влия-
ния возмущающих факторов в ходе протекания финишного технологического процес-
са.

В настоящее время плоское наружное шлифование осуществляется с применени-
ем традиционных методов, не в полной мере учитывающих влияние случайных факто-
ров, снижающих стабильность показателей качества производимых изделий. Для ста-
билизации показателей качества технологические режимы назначаются, исходя из не-
благоприятных условий, например, возобновление режущих свойств изношенного шли-
фовального круга производится значительно раньше, чем того требует его действитель-
ное состояние. При прогнозировании состояния ТС используются традиционные детер-
минированные модели протекания технологического процесса (ТП), осуществляемые с 
применением традиционных  режимов резания, способов диагностики и управления [7].



Вместе с тем, процессы шлифования имеют сложную стохастическую природу, 
что приводит к разбросу показателей качества изделий и не позволяет использовать все 
возможности финишных методов.

Таким  образом,  для  процессов  чистовой  обработки  на  плоскошлифовальных 
станках возникает задача диагностики – необходимость определения в процессе об-
работки ряда параметров технологической системы (ТС), в том числе и недоступных 
непосредственному измерению, что и является целью данной статьи. К таким пара-
метрам относится, например, фактическая глубина резания.

Основная часть
Задача оценки фактической глубины шлифования может быть решена с исполь-

зованием теории динамических наблюдателей [8], имеющих структуру,  приведенную 
на рисунке 1.

Рис 1. Схема стохастической диагностики

Для  этого  необходимо  математическое  описание  процесса,  характеризующего 
динамику взаимодействия шлифовального круга и заготовки.

Взаимодействующие шлифовальный круг и заготовка в первую очередь характе-
ризуются параметрами формы шлифовального круга и заготовки, их взаимоположени-
ем, упругими, демпфирующими и другими свойствами технологической системы [9]. В 
качестве математической модели шлифовального круга может рассматриваться тяже-
лый вращающийся диск, а при ее одномерном представлении – вращающаяся окруж-
ность. Центр вращения неизбежно не совпадает с центром формы, что и определяет 
дисбаланс круга, которым обычно и объясняют появление периодически изменяющих-
ся сил, возникающих при шлифовании.

Для процесса плоского наружного шлифования схема взаимодействия имеет вид, 
представленный на рисунке. 2.



Учет изменения и оценка воздействия возмущающих факторов на технологиче-
ский процесс требует построения соответствующего математического описания. К та-
кому описанию необходимо отнести динамические модели технологического процесса 
и соответствующие математические модели воздействующих факторов.

Рис 2. Эквивалентная схема динамической системы плоскошлифовального станка

Динамику  процесса  плоского  наружного  шлифования  полнее  всего  отражает 
нормальная сила шлифования. В состав такой силы входит ее среднее значение, состав-
ляющие, вызванные остаточным дисбалансом шлифовального круга, а также отклоне-
ниями форм инструмента и заготовки в зоне их взаимодействия.

Величина среднего значения  нормальной силы шлифования зависит от средних 
значений взаимоположения центра шлифовального круга  и поверхности заготовки и 
определяется технологическими режимами и параметрами жесткости 1с  и 3с обработки. 
В  свою  очередь,  она  определяет  среднее  значение  перемещений  упругой  системы 
станка, которое может быть определено и учтено на этапе разработки технологического 
процесса.

Составляющие, вызванные динамическим проявлением эффектов дисбаланса и 
отклонениями форм шлифовального круга и заготовки, приводят к соответствующим 
отклонениям  от  номинального  (спроектированного)  технологического  режима  обра-
ботки и, следовательно, к отклонениям в показателях качества обработанной поверхно-
сти.

С использованием принципа Даламбера, с учетом того, что обрабатываемая де-
таль жестко закреплена, модель динамики процесса плоского наружного шлифования 
представлена в виде

shsctcthxcxhxm ff  1133111 −−+=++ ,                                     (1)

где, в соответствии с рисунком 1, 1m  – приведенная масса шлифовального круга и шли-
фовальной бабки; 1h  – приведенный коэффициент демпфирования шлифовального кру-
га;  1c  –  приведенная  жесткость  шлифовального  круга  и  шлифовальной бабки;  3h  – 



демпфирование зоны контакта  шлифовального круга  с  деталью;  3c – жесткость зоны 
контакта шлифовального круга с деталью; ft – фактическая глубина резания; x  – рас-
стояние от базовой поверхности до центра вращения круга; s – перемещение за счет по-
дачи.

Геометрические размеры круга и детали, а также расстояния между опорами от-
личаются от расчетных или средних значений. Вариации параметров  R∆ и L∆  управ-
ления (см. рис.  2) S∆  изменяются с течением времени и могут рассматриваться как 
причины вызывающие перемещение звеньев системы, а вариации положения (коорди-
нат) звеньев 21, xx ∆∆  − как реакции на эти возбуждения.

После подстановки xRLt f −+=  в выражение (1), получим

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),01010003
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sshsscxxRRLLc

xxRRLLhxxcxxhxxm
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

∆+−∆+−∆−−∆++∆++
+∆−−∆++∆+=∆++∆++∆+

          (2)

где  L  – толщина заготовки (расстояние от стола до поверхности детали);  R  – радиус 
шлифовального круга по направлению к обрабатываемой детали.

При условии отсутствия дисбаланса (центр вращения совпадает с центром масс) 
и с учетом того, что толщина детали L  и радиус шлифовального круга R  имеют откло-
нения от номинальных значений, т.е. sss ∆+= 0 , LLL ∆+= 0 , RRR ∆+= 0 , координата по-
ложения шлифовального круга также имеет отличия от номинального значения 0x , т.е. 

xxх ∆+= 0 , при подстановке x∆ =0, L∆ =0, R∆ =0, s∆ =0 в зависимость (2), получено сле-
дующее выражение:

( ) ( ) 010100030003010101 shscxRLcxRLhxcxhxm  −−−++−+=++ .              (3)

Записывая разность выражений (2) и (3), построим уравнение движения центра 
шлифовального круга в отклонениях:

( ) ( ) shscxRLcxRLhxcxhxm  ∆−∆−∆−∆+∆+∆−∆+∆=∆+∆+∆ 1133111 .             (4)

Если вращение шлифовального круга осуществляется не вокруг центра масс, то 
возникает сила, характеризующая влияние дисбаланса.

С учетом дисбаланса ( )0max sin)( ϕω +⋅=Ψ tPQ , равенство (4) примет вид:

( ) ( ) .1133111 QshscxRLcxRLhxcxhxm ∆+∆−∆−∆−∆+∆+∆−∆+∆=∆+∆+∆ 

Далее,  для  простоты опуская  знак  ∆ ,  запишем  уравнение,  характеризующее 
процесс шлифования, в виде:

( ) ( ) QscshRcRhLcLhccxhhxxm +−−+++=++++ 11333331311  .               (5)

Вследствие вращения круга вариации геометрических размеров имеют периоди-
ческий или почти периодический характер, что и объясняет появление внутренних воз-
буждающих сил, в существенной степени определяющих динамику процесса шлифова-



ния. Модель (5) служит основой для анализа динамики отклонения процесса взаимо-
действия шлифовального круга с заготовкой от номинального режима.

Учитывая, что выражение (5) является дифференциальным уравнением второго 
порядка, обозначим 1yx =  и используем для понижения порядка (5) стандартную про-
цедуру. Получим два дифференциальных уравнения первого порядка:
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которые в векторно-матричном виде запишутся так:
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В состав выражения (6) входят вариации форм шлифовального круга и заготов-
ки. В соответствии с моделью (6) основными параметрами шлифовального круга и за-
готовки, оказывающими влияние на динамику процесса обработки, являются статиче-
ские и динамические вариации его профиля. Под статическими вариациями понимают-
ся  отклонения формы круга от идеальной в статическом режиме, а под динамически-
ми – отклонения формы, вызываемые непосредственно процессом обработки. К послед-
ним можно отнести и отклонения траектории поверхности круга  от заданной вслед-
ствие его  дисбаланса.  Эти отклонения  имеют детерминированный характер  и могут 
быть  существенно  уменьшены  известными  технологическими  методами,  например, 
предварительной балансировкой круга. Отклонения формы шлифовального круга и за-
готовки в статическом режиме имеют случайный характер и при анализе процесса об-
работки могут быть учтены путем введения в состав системы (6) дополнительных зве-
ньев (соответствующих формирующих фильтров). Такие фильтры могут быть построе-
ны на основе анализа профиля для любого конкретного шлифовального круга  заготов-
ки с представлением воздействия на систему (6)  в пространстве состояний в виде урав-
нений состояния (8) и наблюдения (9) [9, 10]:

– для шлифовального круга

ΨΨΨ Ω+Ψ=Ψ GF ,                                                      (7)

11111 vEGDz += ,                                                       (8)
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ΨΩ ,  1v  –  некоррелированные  единичные,  порождающие  гауссовские,  белые шумы, 
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дисперсия высот неровностей рельефа шлифовального круга,  v – скорость его движе-
ния, βα ,  – соответствующие коэффициенты корреляции;

– для заготовки:
φφφ Ω+Φ=Φ GF ,                                                        (9)

22222 vEGDz += ,                                                   (10)
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φΩ ,  2v  –  некоррелированные  единичные,  порождающие  гауссовские,  белые  шумы, 
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22 , βα  – соответствующие коэффициенты корреляции.
На основании уравнения (6) с учетом (9-10) получим расширенную систему:
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или в виде блочных матриц:
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Система (12) представляет стандартную форму описания динамической системы 
в терминах теории пространства состояний, что позволяет ее использовать для исследо-
вания характеристик и поведения процесса плоского шлифования, а также для синтеза 
систем управления этим процессом.

Для решения задач стохастической диагностики взаимодействия инструмента и 
заготовки при плоском наружном шлифовании целесообразно записать  соотношение 
(12) в Жордановой клеточной форме совместно с уравнением наблюдений.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tUtGtXtFtX += ;
( ) ( ) ( ) ( )tVtXtHtZ += .                                                  (13)

Предположим, что алгоритм фильтрации задается линейным дифференциальным 
уравнением

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tztBtxtAtx +=
∧∧ .                                               (14)

Обозначим оценку состояния ( )tx  как ( )tx
∧ .

Для того чтобы оценить значения фактической глубины резания наилучшим об-

разом необходимо найти такие матрицы  ( )tA  и  ( )tB , чтобы оценка  ( )tx
∧  была несме-

щенной и имела минимальную дисперсию ошибки.
Для этого возьмем производную по времени от уравнения ошибки оценивания:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

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
+−+=−
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tztBtxtAtwtGtxtFtxtx


~ .

Если подставить модель наблюдений ( )tz  из уравнения (13), то получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tvtBtxtHtBtxtAtwtGtxtFtxtx −−−+=−
∧∧

~ .              (15)

Учитывая, что ( ) ( ) ( )txtxtx
∧

−=~ , можно записать уравнение (15) как

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tvtBtxtHtBtxtAtwtGtxtFtx −−−+=
∧

 .                  (16)

Для условно  несмещенной  оценкой  состояния  ( )tx  при  всех  0>t ,   условное 
среднее как ( )tx~ , так  и ( )tx~  (при фиксированном ( )tZ ), должно быть равно нулю. 

Вычислим условное среднее обеих частей уравнения (15) (при фиксированном 
( )tZ ) с учетом центрированости шумов ( ) ( )tvtw ,  и получим

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }tZtxEtHtBtAtF |0 −−= ,                      (17)

здесь ( ) ( ){ }tZtxE |  могут оказаться не равными нулю для всех t , поэтому условие (17), 
может соблюдаться только в том случае, если



( ) ( ) ( ) ( ) 0=−− tHtBtAtF  для всех 0≥t .                                  (18)

Тогда уравнение (14) принимает вид

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )tztBtxtHtBtFtx +−=
∧∧ .

Этот результат может быть представлен в форме, сходной с уравнением фильтра 
Калмана:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

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−+=
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txHtztBtxtFtx



.                                        (19)

Следовательно,  удовлетворение  требования  условной  несмещенности  оценки 
приводит к структуре фильтра, аналогичного фильтру Калмана.

Тогда минимально достижимая дисперсия оценок состояния системы (13) может 
быть оценена матричным уравнением типа Риккати [10]:
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которое решается до начала процесса обработки конкретной детали, вследствие того, 
что в нем отсутствуют результаты наблюдений за динамической системой.

Матрицы коэффициентов усиления фильтра Калмана определяются следующей 
системой уравнений [10].

Так как w(t), v(t) – являются по [3] независимыми белыми шумами с интенсивно-
стями  UΩ


и VΩ


, соответственно, то управление является несмещенным и оптималь-

ным для стохастической постановки [9], поэтому для алгоритма управления справедли-
ва следующая структура
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или
( ) ( ) ( ) ( ) .~ 1−Ω⋅⋅= ttHtPtB V

T 



С учетом (20), (21) алгоритм фильтрации наблюдений определяется матричными 
уравнениями

[ ] .010001
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XHZBUGXFX

f


                                          (22)

Выводы
Соотношения (21), (22) позволяют использовать результаты измерений коорди-

нат в процессе обработки детали с целью построения оценок параметров процесса об-
работки. Эти оценки являются оптимальными при условии гауссовости шумов измере-
ний и возбуждений.

Полученные результаты могут быть использованы для синтеза систем управле-
ния операциями шлифования.
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СТОХАСТИЧНА ДІАГНОСТИКА ВЗАЄМОДІЇ ІНСТРУМЕНТУ
І ЗАГОТОВКИ ПРИ ПЛОСКОМУ ЗОВНІШНЬОМУ ШЛІФУВАННІ

Братан С.М.,. Каїнов Д.А., Сидоров Д.Є.



В роботі вирішується задача стохастичної діагностики параметрів технологічної 
системи  при  реалізації  процесу  плоского  шліфування,  які  є  недоступними  для 
безпосереднього вимірювання.

СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИАГНОСТИКА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ИНСТРУМЕНТА
И ЗАГОТОВКИ ПРИ ПЛОСКОМ НАРУЖНОМ ШЛИФОВАНИИ

Братан С.М.,. Каинов Д.А., Сидоров Д.Е.
В работе решается задача стохастической диагностики параметров технологиче-

ской системы при реализации процесса плоского шлифования, которые недоступны не-
посредственному измерению.

STOCHASTIC DIAGNOSTICS OF INTERACTION OF TOOL
AND WORKPIECE AT FLAT OUTWARD GRINDING

Bratan S.M., Kainov D.A., Sidorov D.E.
In the paper the task of stochastic diagnostics of parameters of the technological sys-

tem is solved at accomplishment of flat grinding process, which are unavailable to immediate 
measurement.

Рецензент: д.т.н., проф. Калафатова Л.П.
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