12. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ

12.1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ
Электростатическое поле является частным случаем электро-магнитного, оно создается в диэлектрике неподвижными в пространстве и неизменными во времени зарядами. Различают:

- линейный заряд:            ( = 
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- поверхностный заряд:   ( =
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Основными величинами, характеризующими свойства этого поля, являются его напряженность и потенциал. Если в электростатическое поле поместить настолько малый пробный заряд, что он своим присутствием не исказит его, то на него будет действовать сила 
[image: image7.wmf]F

, отношение которой к величине заряда и даёт напряженность поля 
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Размерность напряженности   [E] =
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Электростатическое поле является потенциальным или безвихревым во всем объеме. Записывается это следующим образом:  rot
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Для характеристики электростатического поля используется скалярный электрический потенциал ( , удовлетворяющий условию
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= -grad( = -( ( .                                      (12.1)
Диэлектрические тела в электростатическом поле могут поляризоваться, то есть может происходить  упорядоченное изменение расположения связанных зарядов под действием сил поля. Степень поляризации характеризуется  вектором поляризации 
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. Для большинства диэлектриков вектор поляризации пропорционален напряженности поля:   
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где   kэ - электрическая восприимчивость.

В теории поля в расчет еще вводят вектор 
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, который называется вектором электрического смещения или вектором электрической индукции:
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где:    ( = 1 + kэ - относительная диэлектрическая проницаемость среды;

(а = (0( - абсолютная диэлектрическая проницаемость среды, в кото-рой создано поле.

Теорема Гаусса представляет собой основной закон электро-статического поля. Ее интегральная и дифференциальная формы записи:
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Из теоремы Гаусса и соотношения (12.1) вытекают уравнения Пуассона и Лапласа. Уравнение Пуассона:   (  2( = -
[image: image33.wmf]а

e

r

.

Частный вид уравнения Пуассона при  ( = 0 называется уравнением Лапласа:  (  2( = 0.
Решение уравнений Пуассона и Лапласа позволяет определить закон изменения потенциала по известному распределению заряда. При решении этих уравнений появляются постоянные интегрирования, которые определяются, исходя из граничных условий.

Граничные условия:

- граница диэлектрик-проводник: для всех точек диэлектрика непосредственно примыкающих к поверхности проводника равна нулю тангенциальная составляющая напряженности поля (Еt = 0), а вектор электрического смещения численно равен поверхностной плотности индуктированного заряда (D = ();

- граница диэлектрик-диэлектрик: для всех точек, являющихся общими для двух различных диэлектриков, равны по величине тангенциальные составляющие вектора напряженности (Е1t = Е2t) и нормальные составляющие вектора электрического смещения (D1n = D2n).
При расчёте электростатических полей в однородных средах при наличии нескольких зарядов целесообразным является применение принципа наложения. При этом найденные от отдельных зарядов величины суммируются: скалярные – алгебраически (( =(((q, U =((Uq и т.д.), векторные – векторно (
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При расчете полей, где имеется геометрически правильной формы граница раздела различных сред, применяется метод зеркальных изображений, сущность которого заключается в том, что влияние границы учитывается введением фиктивных зарядов, расположенных симметрично реальным относительно границы. Величина фиктивных зарядов определяется с помощью коэффициентов неполного отражения (коэффициентов фиктивных зарядов), которые в случае плоской границы диэлектрик-диэлектрик вычисляются по формулам
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Электрические ёмкости рассчитываются для устройств, в которых электростатические поля не имеют зон с объёмно распределённым зарядом. Под ёмкостью  C  между двумя телами, на которых имеются равные и противоположные по знаку заряды, понимают абсолютную величину отношения заряда на одном из тел к напряжению между телами:

C = q/U.

энергия  электростатического  поля   может   быть   определена   по   её
объемной плотности      wэ = ½DE = ½((0·E2 = D2/(2((0).
Энергия поля в объеме V    Wэ =
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Силу, действующую со стороны поля на тело, изменение положения которого влияет на энергию поля, можно определять через производную от энергии:   
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Для системы проводников с радиусами rk, расположенных вблизи проводящей поверхности, используют формулы Максвелла, основанные на применении метода зеркальных изображений.
I группа формул Максвелла:   ( 1 = (11(1 + (12(2 + (13(3 + … + (1n(n,

( 2 = (21(1 + (22(2 + (23(3 + … + (2n(n,
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(n = (n1(1 + (n2(2 + (n3(3 + … + (nn(n.
В этих уравнениях  ( k – потенциал проводников,  ( k – их заряды,

потенциальные коэффициенты ( вычисляются по формулам

(kk =
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где hk – высота подвеса провода k, akm – расстояние между проводами k и m, bkm – расстояние между проводом k и изображением провода m.
Коэффициенты (kk и (km, зависящие от геометрических размеров тел, их взаимного расположения и свойств среды, в которой они находятся, имеют размерность [м/Ф] и являются положительными.

II группа формул Максвелла:  (1 = (11(1 + (12(2 + (13(3 + …+ (1n(n,

(2 = (21(1 + (22(2 + (23(3 + …+ (2n(n,
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(n = (n1(1 + (n2(2 + (n3(3 + …+ (nn(n.
В этих уравнениях  (km =
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 – емкостные коэффициенты,

где  ( – определитель системы I группы формул Максвелла,

(km – алгебраическое дополнение.
Размерность ёмкостных коэффициентов [Ф/м].

III группа формул Максвелла:  (1 = С11(1 + С12U12 + С13U13 + … + С1nU1n,
(2 = С21U21 + С22(2 + С23U23 + … + С2nU2n,
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(n = Сn1Un1 + Сn2Un2 + Сn3Un3 + … + Сnn( n,
где  Ukm – напряжение между проводами k и m.
Входящие в эти уравнения коэффициенты С называются частичными емкостями:

Ckk =
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Ckm = -(km – взаимная частичная емкость k-го и m-го проводников.
Размерность частичных ёмкостей [Ф/м].
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12.2. РАСЧЁТ ПОЛЯ С ПОМОЩЬЮ ИНТЕГРАЛЬНЫХ СООТ-НОШЕНИЙ.
Задача 12.1. Вывести формулы для опре-деления потока вектора электростатической индукции в функции координат а) от точечного заряда через сферическую поверхность радиуса R; б) от линейного заряда через цилиндрическую поверхность радиуса r.

Решение

Для случая а) проведём вокруг точечного заряда q сферическую поверхность S радиуса R (рис. 12.1) и применим теорему Гаусса в интегральной форме:   
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= (q.   Из определения напряжённости поля вытекает, что силовые линии направлены радиально, следовательно, перпендикулярно к поверхности S. Таким образом, векторы 
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 и 
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 по направлению совпадают, и их скалярное произведение можно заменить произведением их модулей. Кроме того, значение вектора 
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 во всех равноудалённых от заряда q точках поверхности S одинаково в силу симметрии; поэтому его можно вынести за знак интеграла. Таким образом, получаем:


[image: image55.wmf]ò

×

S

ds

D

=
[image: image56.wmf]ò

×

S

ds

D

= D·
[image: image57.wmf]ò

S

ds

= D·S = D·4( ·R2.                  (12.2)

Следствие: индукция и напряженность поля точечного заряда –
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то есть зависят только от координаты R.

Аналогично поступим в случае б): проведём вокруг оси с линейным зарядом ( цилиндрическую поверхность S радиуса r, длиной l и применим теорему Гаусса в интегральной форме:  
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= (q. В качестве иллюстрации можно опять воспользоваться рис. 12.1, но после замены q на ( и R на r, причем ось z направлена перпендикулярно к плоскости рисунка. Предположим, что длина объекта значительно больше его радиуса. Тогда можно пренебречь искажением плоскопараллельного поля вблизи торцов цилиндра S и считать, что силовые линии направлены везде радиально. В этом случае поток вектора 
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 через торцовые части будет равен нулю, так как здесь угол между 
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 составляет 90(. Во всех же точках боковой части векторы 
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 по направлению совпадают, и их скалярное произведение можно заменить произведением их модулей. Кроме того, значение вектора 
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 во всех равноудалённых от оси z точках боковой части поверхности S одинаково в силу симметрии; поэтому его можно вынести за знак интеграла. Таким образом, получаем:
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Следствие: индукция и напряженность поля заряженной оси –
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то есть зависят только от координаты r.
[image: image684.wmf]E

Задача 12.2. Определить напряженность поля, создаваемого двумя зарядами в месте распо-ложения третьего, и силу, действующую на третий заряд, в системе точечных зарядов, изображенной на рис. 12.2, где
qa = 4·10-12 Кл,     qb = 15·10-12 Кл,     qc = 15·10-12 Кл.

Решение
Формула для напряженности электростатического поля, создаваемого уединённым точечным зарядом в вакууме, в соответствии с формулой (12.3) имеет вид:
E =
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Тогда значения напряжённостей, создаваемых в точке с зарядами qa и qb будут, соответственно, равны (рис. 12.3):
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Определим угол при вершине с треугольника abс:

cos((acb) = bс/ac = 0,4/0,5 = 0,8;    (acb = arccos 0,8 = 36,9(.

Тогда угол при вершине d треугольника cdf:
(cdf = 180( – 36,9( = 143,1(.

В соответствии с принципом наложения результирующий вектор искомой напряженности 
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 равен векторной сумме   
[image: image80.wmf]E

=
[image: image81.wmf]E

(+
[image: image82.wmf]E

((  (рис. 12.3). По теореме косинусов находим
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Сила, действующая на заряд qc, в соответствии с определением напря-женности электростатического поля равна:

F = qc·E = 15·10-12·962·103 = 14,4·10-6 Н.
Задача 12.3. Два шара с радиусами   R1 = 0,2 см  и  R2 = 0,5 см  находятся на расстоянии   d = 20 см  друг от друга в диэлектрике с относительной  проницаемостью  ( = 4  (рис. 12.4).  Заряды шаров величиной  q = 10-10 Кл  разного знака. Найти энергию поля и наибольшую напряженность.
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Решение

Расстояние d значительно превышает радиусы шаров, поэтому можно считать, что геометрические и электрические центры шаров совпадают.

Между шарами напряжённости 
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( и 
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(( складываются, а снаружи – вычитаются (рис. 12.4). Поэтому значение напряженности результирующего поля больше между шарами. С удалением от центра шара напряженность поля уменьшается, следовательно, максимальное значение напряженности нужно ожидать в точке на поверхности шара. Первый шар имеет меньший радиус (меньшее удаление от центра точек его поверхности), поэтому наибольшая напряженность поля будет в точке 1. Для расчёта поля в этой точке применим принцип наложения. На основании формулы (12.3)
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Потенциал поля уединенного шара (аналогично задаче 12.5, формула 12.8):    ( =
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Если принять  ( = 0  при  R = (,  то  А = 0.  Таким образом, потенциалы шаров равны

(1 = (1( + (1(( =
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Напряжение между шарами   U12 = (1 – (2 = 111,1+ 43,8 = 154,9 В.

Ёмкость устройства                 C = q/U12= 10-10/154,9 = 0,645·10-12 Ф.

Энергия поля            Wэ = ½СU122 = ½·0,645·10-12·154,92 = 7,75·10-9 Дж.
[image: image686.wmf]E


Задача 12.4. Вывести формулы для расчёта поля и ёмкости плоского конденсатора, у которого S – площадь пластин, d – расстояние между ними (рис. 12.5).

Решение

Площадь пластин S значительно больше квадрата расстояния d 2 между ними. Поэтому поле между пластинами может считаться равномерным. Пусть заряд левой обкладки конденсатора имеет заряд q. Величина вектора электростатической индукции на основании граничного условия D = ( = q/S. Напряжённость электрического поля  E = D/(a = q/(S·(a).  Приложенное напряжение   U = E·d = q·d/(S·(a).   Емкость конденсатора
С = q/U = (a·S/d.                                               (12.6)
Расположим оси декартовой системы координат, как показано на рис. 12.5. Пусть начало координат совмещено с левой пластиной. Получим формулу для потенциала ((х) на основании соотношения (12.1)   
[image: image100.wmf]E

= -grad (.   В декартовой системе координат   grad (   представляется как
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   (см. табл. 11.1).
Очевидно, что потенциал  (  зависит только от одной координаты  х, то есть 
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 направлен вдоль оси  х, поэтому для его величины имеем: E = -
[image: image107.wmf]x
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. Отсюда

( = -
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= -Е·х + const.                           (12.7)
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Если   конденсатор   имеет несколько слоёв, то емкость каждого слоя – Сk = (ak·S/dk, ёмкость всего конденсатора ввиду последовательного соединения емкостей слоёв  С = (((Сk)-1)-1;  напряжение на каждом слое –  Uk = q/Сk; напряжённость поля в каждом слое –  Ek = Uk/dk = q/(S·(ak).

ЗАДАЧА 12.5. Получить формулы для расчёта поля и ёмкости шарового конденсатора, у которого внутренний и наружный радиусы диэлектрического слоя – r1 и R1, диэлектрическая проницаемость –  (a  (рис. 12.6).

Решение

Пусть внутренний шар имеет заряд  q.  На основании формулы (12.3) электрическое смещение и напряжённость поля в диэлектрике

D = q/(4( ·R2);     Е = q/(4((a·R2).
Формулу для потенциала  ((R)  получим на основании соотношения (12.1).   В сферической системе координат   grad (   определяется как
grad ( =
[image: image109.wmf]®

¶

¶

0

R

R

j

+
[image: image110.wmf]®

¶

¶

0

1

q

q

j

R

+
[image: image111.wmf]®

¶

¶

0

1

a

a

j

q

sin

R

   (см. табл. 11.1).
Очевидно, что в данном случае потенциал  (  зависит только от одной координаты  R, то есть 
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  направлен вдоль оси R, поэтому для его величины имеем:   E = -
[image: image115.wmf]R

¶

¶

j

.   Отсюда

( = -
[image: image116.wmf]ò

EdR

=
[image: image117.wmf]R

q

a

pe

4

+ А.                               (12.8)

Пусть потенциал наружного шара равен нулю –  ( = 0  при  R = R1. Тогда   А = -
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Напряжение, приложенное к конденсатору,

U = ((R=r1) – ((R=r1) =
[image: image121.wmf]a
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Ёмкость однослойного конденсатора    С = q/U =
[image: image123.wmf]1
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Если конденсатор имеет несколько слоёв, то емкость каждого слоя –   Сk=
[image: image124.wmf]k
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, емкость всего конденсатора С =(((Сk)-1)-1; напряжение на каж-дом слое –  Uk = q/Сk;  напряжённость поля в каждом слое –   Ek = q/(4((ak ·R2).
ЗАДАЧА 12.6. К шаровому конденсатору (рис. 12.6) приложено постоянное напряжение   U = 6000 В.   Геометрические размеры    r1 = 5 см,  r1 = 10 см. Диэлектрическая проницаемость изоляции   ( = 4.

[image: image688.wmf]E

Определить ёмкость конденсатора, построить графики E(r), ((R). Найти запасённую в диэлектри-ке энергию.
Решение
Воспользуемся формула-ми, полученными при решении задачи 12.5. Ёмкость конденса-тора

С =
[image: image125.wmf]U
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Заряд конденсатора

q = СU = 26,69·10 -8 Кл.

Энергия заряженного конденсатора
W = ½СU 2 = 0,8 мДж.

Напряжённость и потенциал в функции координаты  r [м]:

E(r) =
[image: image127.wmf]2
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Полагая, что ( = 0  при  R = r1,  получим ((R) =
[image: image130.wmf]R
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– 6000 В.
Графики  E(r) и ((R) представлены на рис. 12.7.
ЗАДАЧА 12.7. Сферический  конденсатор имеет два слоя изоляции (рис. 12.8,а):  R1 = 5 см,  R2 = 8 см, R3 = 10 см,   R4  = 10,5 см,  ε1 = 6,  ε2 = 2.  Конденсатор подключен к источнику постоянного напряжения  U = 36 кВ.  Определить емкость конденсатора, построить график Е(R). Найти  напряжение каждого слоя.
Решение
Емкость первого слоя:    С1 =
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а второго:     С2 =
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Емкость конденсатора, образованная последовательным соединением С1 и С2:
С =
[image: image133.wmf]2
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Заряд внутреннего шара:    q = CU = 1,6 Кл.

Напряженность поля в 1ой области  r1 ≤ r ≤ r2,  где  r [см]
E1(r) =
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а во 2ой области  r2 ≤ r ≤ r3       E2(r) =
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[image: image689.wmf]E

График зависимости  Е(r) приведен на рис. 12.8,б.

Напряжение на первом слое изоляции:  U1 =
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а на втором:         U2 =
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[image: image690.wmf]D

Проверка:   U1 + U2 = 18 + 18 = 36 кВ = U.
ЗАДАЧА 12.8. Вывести формулы для расчёта поля и ёмкости цилиндрического конденсатора, у которого внутренний и наружный радиусы диэлектрического слоя –
r1 и R1, длина причём  l >> R1, диэлектрическая проницаемость изоляции –  (a   (рис. 12.9).

Решение
Пусть внутренний цилиндр несёт на себе заряд  q.  На основании формулы (12.5) с учётом того, что   q = (l  находим электрическое смещение и напряжённость поля в диэлектрике      D = q/(2( ·r·l);     Е = q/(2((a·r·l).
Формулу для потенциала  ((r)  получим на основании соотношения (12.1). В цилиндрической системе координат   grad (   представляется как

grad ( =
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    (см. табл. 11.1).

Очевидно, что потенциал  (  зависит только от одной координаты  r,  то есть 
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  направлен вдоль оси  r, поэтому для его величины имеем:   E = -
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Пусть потенциал наружной оболочки равен нулю –   ( = 0   при   r = R1. Тогда   А =
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Напряжение, приложенное к конденсатору,

U = ((r = r1) – ((r = r1) =
[image: image152.wmf]l
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Ёмкость однослойного конденсатора    С = q/U =
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Если конденсатор имеет несколько слоёв, то емкость каждого слоя –   Сk =
[image: image155.wmf])

r

/

R

ln(

l

k

k

a

pe

2

,  емкость всего конденсатора –   С = (((Сk)-1)-1;  напряжение на каждом слое – Uk= q/Сk; напряжённость поля в каждом слое – Ek = q/(2((ak·l·r).

ЗАДАЧА 12.9. К коаксиальному кабелю приложено постоянное напря-жение U = 6 кВ.  Длина кабеля  l = 20 м  (рис. 12.10).  Радиус жилы  r1 = 0,5 см, радиусы оболочки  r2 = 2 см,  r3 = 2,4 см.  Относительная диэлектрическая проницаемость изоляции   ε = 4.

Пренебрегая краевым эффектом определить емкость кабеля, построить графики Е(r), ((r), найти запасенную в изоляции кабеля энергию.

Ответы: ёмкость кабеля по формуле (12.11)    С =
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линейная плотность заряда        ( =
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напряжённость и потенциал (формулы (12.5) и (12.10,а)):

   Е(r) =
[image: image159.wmf]r
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 В,  где  r[м];

графики Е(r) и ((r) на рис. 12.10.
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Объёмная плотность энергии в диэлектрике    wЭ =
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Энергия поля, запасённая в кабеле

wЭ =
[image: image163.wmf]ò

×

2

1

2

0

2

2

8

2

r

r

dr

r

r

l

ee

p

p

t

=
[image: image164.wmf]0

2

4

pee

t

l

ln
[image: image165.wmf]1

2

r

r

=
[image: image166.wmf]2

2

CU

= 57,73·10 -9 Дж.

ЗАДАЧА 12.10. Рассчитать поле цилиндрического луча электронов –     ( = -10-10 Кл/см3,   ( = 2,   d = 2 мм.   Задачу решить с помощью теоремы Гаусса в интегральной форме. 
Решение

 Теорема Гаусса в интегральной форме –  
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  (см. задачу 12.8).

В области    r < d/2

(q = ( ·(r2l;   D1 = ½(r,    E1(r) =
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Пусть   (1 = 0  при   r = 0.  Тогда   А1 = 0.  После подстановки числовых значений имеем:     Е1(r) = -2,825·106·r В/м;       ( 1(r) = 1,412·106·r2 В.

В области    r > d/2     (q = ( ·((d/2)2l;
D2 =
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при   r = ½d    (2(d/2) = (1(d/2) = 1,412·106·(10-3)2 = 1,41 В,     отсюда

А2 = ( 2(d/2) +
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Таким образом,     E2(r) = -
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Задача 12.11. Внутри заземлённого полого металлического шара с внутренним и наружным радиусами  R3 = 3,2 см  и  R4 = 3,6 см, соответственно, (рис. 12.11) расположен ещё один металлический шар радиуса   R1 = 0,8 см,  причём последний несёт на себе заряд    q = 2,5·10-8 Кл.    В устройстве имеется область, заряженная равно-мерно с объёмной плотностью   ( = -10-10 Кл/см3, обладающая относительной диэлектрической про-ницаемостью (1 = 2, и область, не содержащая сво-бодных зарядов с относительной диэлектрической проницаемостью  (2 = 1,5. Размер  R2 = 1,6 см.

Рассчитать и построить графики зависимости напряжённости электростатического поля и потенциала от расстояния до центра шара.

Решение

В областях  0 < R < R1,  R3 < R < R4  находится проводящий материал, поэтому электростатическое поле в этих областях отсутствует –  E = 0,  D = 0, ( = const. Поле отсутствует также за пределами шара, поскольку оболочка шара заземлена.

В областях  R1 < R < R2  и  R2 < R < R3  расчёт поля выполним с помощью теоремы Гаусса в интегральной форме:   
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В области  R1 < R < R2      (q = q + ( ·
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На основании (12.8),    ( 1 = -
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В области   R2 < R < R3     (q = q + ( ·
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Постоянные интегрирования А1 и А2 определим, зная, что   ( 2(R3) = 0,  и учтя, что потенциал – функция непрерывная.
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+ А2 = 0,   отсюда

А2 = -
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Таким образом, после подстановки числовых значений получим:
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Таким образом, после подстановки числовых значений получим:

( 1(R) =
[image: image202.wmf]R
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Графики ((R) и Е(R) представлены на рис. 12.12.
[image: image694.wmf]0
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Задача 12.12. Два проводящих шара (рис. 12.13) разделены двумя слоями диэлектрика с относительными диэлектри-ческими проницаемостями  (1 = 2  и  (2 = 1  с металлической прослойкой между ними. Радиусы зон:  R1 = 1 см,  R2 = 3 см,  R3 = 4 см  и  R4 = 5 см.  Шары подключены к источ-нику постоянного напряжения  U = 1000 В.  Область первого диэлектрика заполнена свободным зарядом с равномерной объёмной плотностью    ( = 10-10 Кл/см3.

Построить графики изменения напряженности электростатического поля и потенциала в зависимости от координат пространства, считая наружную оболочку заземлённой. Рассчитать также ёмкость слоя, в котором   ( = 0.
Задачу решить с помощью теоремы Гаусса в интегральной форме.

Решение
Допустим, что внутренний шар несёт на себе заряд q. Далее поле в диэлектрических областях  (R1 < R < R2  и  R3 < R < R4)  можно рассчитать аналогично тому, как это сделано в задаче 12.11.

В области     R1 < R < R2
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В области     R2 < R < R3
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Пусть   ( 2(R4) = 0,  тогда    

А2 = -
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Потенциал металлической прослойки    (1(R2) = (2(R3). Отсюда

А1 =
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Напряжение, приложенное к устройству,

U = ( 1(R1) =
[image: image224.wmf]0

1

3

1

4

3

4

e

pe

p

r

R

q

-



 EMBED Equation.3  [image: image225.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

2

1

1

1

R

R

+
[image: image226.wmf]0

2

3

1

3

2

4

3

4

e

pe

p

r

)

R

R

(

q

-

+



 EMBED Equation.3  [image: image227.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

4

3

1

1

R

R

–

–
[image: image228.wmf]0

1

6

e

e

r

(R12 – R22) = q·
[image: image229.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

4

3

0

2

2

1

0

1

1

1

4

1

1

1

4

1

R

R

R

R

e

pe

e

pe

–

– 
[image: image230.wmf]0

1

3

1

4

3

4

e

pe

p

r

R
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Отсюда   q =
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С учетом значения заряда q получаем окончательные формулы потенциала и напряженности поля, на основании которых строим требуемые графики (рис. 12.14):
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Примечание. C помощью ПЭВМ в системе MathCAD задача может быть решена без столь громоздких выкладок, а путём составления и решения системы уравнений, как это показано в задаче 12.46.
Задача 12.13. Какое максимальное напряжение можно подвести к двухслойному плоскому конденсатору рис. 12.15, если:   ε1 = 2,   ε2 = 4,    d1 = = 2,5 мм,  d2 = 5 мм. Пробивная  напряженность изоляции: Епроб = 30 кВ/см. Запас электрической прочности принять равным  n = 2,5.
[image: image696.wmf]E

При найденном напряжении рассчитать объёмную плотность энергии второго диэлектрика.
Решение
Исходя из принятого запаса электрической плотности, допустимая напряжённость поля в диэлектриках

Е1max (
[image: image238.wmf]n
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[image: image239.wmf]5
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= 12 кВ/см,   Е2max (
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= 12 кВ/см.

Если пренебречь краевым эффектом, то у плоского конденсатора напряжённость поля в каждой области постоянна –  Е1  и  Е2, соответственно. На границе раздела сред имеет место условие  D1n = D2n, которое в данном случае приводит к выражению  ε1E1 = ε2E2  или   E1 = 2E2.

Так как  E1 > E2,  принимаем   E1 = Е1max = 12 кВ/см.
Тогда     E2 = ½E1 = 6 кВ/см.
Максимально допустимое напряжение на зажимах конденсатора
U = E1d1+ E2d2= 12·0,25 + 6·0,5 = 6 кВ.

Объёмная плотность энергии второго диэлектрика
w2 = ½ε2ε0E22 = 0,5·4·8,85·10 -14·60002 = 6,37·10 -6 Дж/см3.
Задача 12.14. Какое максимальное напряжение можно подвести к двухслойному коаксиальному кабелю (рис. 12.16,a), если:   r1 = 2,5 мм,    r2 = = 7,5 мм,  r3 = 12 мм,  r4 = 14 мм,  ε1 = 5,  ε2 = 2.  Пробивная  напряженность изоляции:  Е1проб = Е2проб = 30 кВ/см.  Запас электрической прочности принять равным 3.
Вычислить ёмкость кабеля.
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Решение
При подключении кабеля к источнику постоянного напряжения U жила кабеля будет нести на себе заряд ( на единицу длины. Напряженность поля определим по (12.5).
Для первого слоя изоляции:     Е1 =
[image: image241.wmf]r
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.
Для второго слоя:                      Е2 =
[image: image242.wmf]r
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Качественная картина распределения напряженности приведена на рис. 12.16,б.
Наибольшая напряженность поля в слоях изоляции
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Чтобы не произошло пробоя изоляции:

Е1max ≤
[image: image245.wmf]n
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 = 10 кВ,    Е2max ≤
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Произведения    ε1r1 = 5·2,5 = 12,5;    ε2r2 = 2·7,5 = 15;   ε1r1 < ε2r2.
Поэтому    Е1max > Е2max.    Принимаем     Е1max = 10 кВ.  Тогда

τ  = Е1max·2πε1ε0r1;       Е1 =
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Напряжение первого слоя изоляции:
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а второго слоя:       U2 = 
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= 2937 В.
Максимальное рабочее напряжение кабеля:

[image: image698.wmf]R

E

U = U1 + U2 = 2747 + 2937 = 5684 В.
Заметим, что при изготовлении двухслойного коаксиального кабеля относительную диэлектрическую проницаемость изоляции внешнего слоя, как правило, нужно принимать меньшей, чем внутреннего слоя   (ε2 < ε1).  В противном случае (при ε1 < ε2) большая часть напряжения сети будет приложена к первому слою изоляции.

Емкость двухслойного кабеля (конденсатора) можно рассчитать, представив его последовательным соединением двух ёмкостей (рис. 12.17). В соответствии с (12.11) ёмкости слоёв и всего кабеля:  
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Или по определению ёмкости  С0 =
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Задача 12.15. Максимальная напряжённость электростатического по-ля в изоляции двухслойного цилиндрического конденсатора (рис. 12.13, ( = 0) составляет  Еmax = 30 кВ/см.  Требуется определить напряжение, приложен-ное к конденсатору, и его ёмкость, если 
l = 5 м,   (1 = 2,   (2 = 1,   r1 = 1 см,   r2 = 3 см,   r3 = 4 см   и   r4 = 5 см.
Решение
Пусть заряд внутренней жилы –  (.  Тогда напряжённости и потенциалы зон в соответствии с (12.5) и (12.8):   Е1 =
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Максимальные напряжённости в областях:

Е1max =
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Так как   (1·r1= 2 < (2·r3 = 4,  то    Е2max < Е1max = Еmax,    ( = 2((1(0r1Еmax,

(1 = -r1Еmax·ln(r) + А1;      (2 = -
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Пусть   (1(r2) = (2(r3) = 0,  тогда   А1 = r1Еmax·ln(r2),   А2 =
[image: image269.wmf]2
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(1(r) = r1Еmax·ln(r2/r),    (2(r) =
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Приложенное напряжение и ёмкость конденсатора
U = (1(r1) – (2(r4) = r1Еmax·ln
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12.3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СООТНОШЕ-НИЙ ПРИ РАСЧЁТЕ ПОЛЯ. Решение уравнений Пуассона и Лапласа.
[image: image699.wmf]q
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Задача 12.16. Две проводящие пластины разделены тремя слоями диэлектрика с диэлектрическими проницаемостями   (1 = 1,  (2 = 2  и  (3 = 3.   Толщина слоёв диэлектрика:   d1 = 1 см,    d2 = 2 см   и   d3 = 3 см   (рис. 12.18).   Устройство подключено к источнику постоянного напряжения   U = 1000 В. Область первого диэлект-рика заполнена свободным зарядом с равномерной плотностью  ( = 10-10 Кл/см3.

Построить графики изменения напряжён-ности электростатического поля и потенциала в зависимости от координат пространства, считая заземлённой правую пластину.

Решение
Задачу решим с помощью уравнений Пуассона и Лапласа:

( 2( = -
[image: image274.wmf]a

e

r

  или  0.
Скалярный лапласиан в декартовой системе координат (рис. 12.18) расписывается в соответствии с табл. 11.1 следующим образом:
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Но в данной задаче потенциал зависит только от одной координаты х, то есть  
[image: image278.wmf]y
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= 0. Таким образом, для трёх различных областей получаем:            

( 2( =
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Двукратное интегрирование даёт:     (1(х) = -
[image: image282.wmf]0
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х2 + А1х + А2;

(2(х) = А3х + А4;

(3(х) = А5х + А6.

Этих выражений недостаточно для определения постоянных интегрирования А1÷А6, поэтому используем ещё формулы для напряженности поля из соотношения (12.1) с учётом табл. 11.1:

Е1(х) = -
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х – А1;      Е2(х) = -
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= -А3;     Е3(х) = -
[image: image286.wmf]x
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Постоянные интегрирования находим, используя граничные условия.

Пусть при   х = d1 + d2 + d3   (3 = 0 (потенциал правой пластины), тогда

А5·(d1 + d2 + d3) + А6 = 0.                          (*)

При   х = 0    (1 = U  (потенциал левой пластины), тогда    А2 = U.         (*)

При   х = d1    (1 = (2,   то есть    -
[image: image287.wmf]0
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d12 + А1d1 + А2 = А3d1 + А4.         (*)

[image: image700.wmf]4
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На границе двух диэлектриков равны нормальные составляющие векторов электростатической индукции –   D1n = D2n.   В данной задаче векторы 
[image: image288.wmf]D

 и 
[image: image289.wmf]E

 направлены по оси х, то есть имеют только нормальные составляющие. Поэтому при   х = d1     (1·Е1 = (2·Е2;   то есть    
[image: image290.wmf]0
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d1 – (1·А1 = -(2·А3.        (*)

При    х = d1 + d2      (2 = (3     и   (2·Е2 = (3·Е3, то есть

 А3(d1 + d2) +А4 = А5(d1 + d2) + А6;  (*)

-(2·А3 = -(3·А5.                         (*)

Шесть уравнений (*) образу-ют систему, решая которую, нахо-дим постоянные интегрирования.

Результат решения системы:
 А1 = 6,083·104;     А2 = 1000;
А3 = -2,608·104;     А4 = 1304;     А5 = -1,739·104;    А6 = 1043.     

Окончательно получаем
((х) =
[image: image291.wmf]ê

ê

ê

ë

é

+

+

£

£

+

+

-

=

+

£

£

+

-

=

£

£

+

+

×

-

=

.

d

d

d

х

d

d

при

В

x

,

d

d

х

d

при

В

x

,

d

х

при

В

x

x

,

3

2

1

2

1

3

2

1

1

2

1

2

6

1

1043

17390

1304

26080

0

1000

60830

10

65

5

j

j

j


Е(х) =
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Построенные по этим формулам графики приведены на рис. 12.19 1).

Задача 12.17. Между двумя плоскими электродами (рис. 12.20) напря-жённость поля изменяется по закону   E = Ex = E0·
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,   Ey = 0,   Ez = 0. Расстояние между электродами  d = 5 мм  много меньше размеров пластин, причём  a = 25 см,  b = 1 м,  E0 = 12 кB/см,  диэлектрическая проницаемость диэлектрика  ( = 4.
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Найти разность потенциалов между электродами, объёмную плотность свободного заряда и весь свободный заряд, заключённый между электродами.

 Решение

Состояние поля определяется уравнением Пуассона    ( 2( = -
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.    Поскольку  d << a  и d << b, то можно пренебречь краевым эффектом. Тогда при расположении осей декартовой системы координат, как показано на рис. 12.20, ( зависит только от х и   ( 2( =
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напряжённость поля
E(x) = -
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·x = -1,7·10 -8·x Кл/см3,  где  x[см].

Напряжение между электродами
U =
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Суммарный заряд между электродами
Q =
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= -2500·1,7·10 -8·½·0,52 = -5,31·10 -6 Кл. 
Примечание. Решение этой задачи с помощью системы MathCAD – см. задачу 12.42.
Задача 12.18. Решить задачу 12.10 с помощью уравнений Пуассона и Лапласа.
Решение

Общий вид уравнения   ( 2( = -
[image: image313.wmf]a
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  или  0. Совместим ось z цилиндрической системы координат с осью луча, тогда скалярный лапласиан запишется как    ( 2( =
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    (см. табл. 11.1).

Но в данной задаче потенциал зависит только от одной координаты    r,
то есть  
[image: image317.wmf]a
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= 0.  Таким образом, для двух различных областей получаем:
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Двукратное интегрирование даёт:    (1(r) = -
[image: image321.wmf]0
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r2 + А1ln(r) + А2;
(2(r) = А3ln(r) + А4.

Чтобы функция (1(r) существовала при r = 0, слагаемое  А1ln(r)  должно отсутствовать, то есть постоянная интегрирования  А1 = 0.  Примем, что (1 = 0  при   r = 0.   Тогда   А2 = 0  и       (1(r) = -
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r2 = 1,412·106·r2.

Для напряженности    
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Таким образом,  Е1(r) = -
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r = -2,825·106·r;   Е2(r) = -
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Граничное условие –  D1n = D2n  или  (Е1 = Е2  при   r = d/2:

( 
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 EMBED Equation.3  [image: image333.wmf]2
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= 5,65.

При   r = d/2    (2(d/2) = (1(d/2) = 1,412·106·(10-3)2 = 1,41 В,  отсюда

А4 = (1(d/2) – А3ln(d/2) = 1,41 – 5,65·ln(0,001) = 40,44.

Окончательно получаем
((r) =
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Е(r) =
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[image: image702.wmf]2
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Построенные по этим формулам графики приведены на рис. 12.21.
Задача 12.19. В диэлектрике плоского конденсатора (ε1 = 4) появилось длинное цилиндрическое воздушное включение диаметром   2а = 1 мм. Расстояние между пластинами  d = 20 мм  (рис. 12.22,а). Пробивные напряженности: для диэлектрика  Е1проб = 120 кВ/см  и для воздуха  Е2проб = 30 кВ/см.  Определить максимальные и рабочие напряжения, на которые может быть включен конденсатор, если:

[image: image703.wmf]E

а) в изоляции отсутствует воздушное включение;

б) в изоляции есть воздушное включение.

Принять в обоих случаях отношение пробивного напряжения к рабочему равным 3 (запас электрической прочности  n = 3).

Решение

а) Воздушное включение в изоляции отсутствует.

Поле конденсатора равномерное:    Е0 =
[image: image340.wmf]d

U

max

= Е1проб,   тогда

Umaх = dЕ1проб = 2∙120 = 240 кВ.
Рабочее напряжение 
U =
[image: image341.wmf]n
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=
[image: image342.wmf]3

240

= 80 кВ. 

б) В изоляции есть воздушное включение (рис. 12.22,б).

Ниже приведены полученные методом разделения переменных решения уравнения Лапласа для незаряженного цилиндра [3] (((r, ()) и полученные дифференцированием этих решений формулы для напряженности электрического поля (Е(r, ()).

Для изоляции (область 1):      ( 1 = A1 + (A2r +
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A

3

)cos (,

E1r = -
[image: image344.wmf]r

¶

¶

1

j

= -(A2 –
[image: image345.wmf]2

3

r

A

)cos (,    E1( = -
[image: image346.wmf]r

1


[image: image347.wmf]a
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для внутренней воздушной области (область 2) аналогично:   
( 2 = A4 + (A5r +
[image: image349.wmf]r
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Заметим, что искажение равномерного поля цилиндром приводит к по-явлению слагаемых 
[image: image352.wmf]2

r
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 в выражении для напряжённостей и слагаемых 
[image: image353.wmf]r
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 – для потенциалов. Допуская 5% погрешности, можно заключить, что при         r > 20a  искажения картины распределения потенциала уже нет, а в напряжённости уже при  r > 5a  погрешность будет менее 4%. В нашей задаче а = 0,5 мм,  ½d = 10 мм,  соотношение между ними 20. Вывод: поле будет искажено только вблизи цилиндра. Поэтому при наличии цилиндрического неоднородного включения по-прежнему  Е0 = U/d.

Однако вблизи цилиндрического включения напряженность поля как в изоляции, так и в воздушном включении будет отличаться от Е0, что может привести к пробою одной из сред, что недопустимо.

Постоянные интегрирования А1÷А6 находим из граничных условий при   r = a,  а также исследованием решений при  r = 0  и  r = (.

Из условия непрерывности потенциала на границе цилиндра следует

А1 = А4.                                               (*)

Первое граничное условие   E1t = E2t   приводит к равенству  E1( = E2( при   r = a:                                       А2 +
[image: image354.wmf]2
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.                                          (*)

Второе граничное условие  D1n = D2n  при  r = a  приводит к равенству (1E1r = (2E2r:                                   (1(A2 –
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).                               (*)        

При  r ( 0  решение должно давать конечные значения  (2  и  E2, что приводит к нулевому значению постоянной интегрирования   А6 = 0.           (*)

При  r ( (  решение должно привести наблюдателя в невозмущенное цилиндром поле, когда при  ( = 0     E1r = E0 = U/d:                  А2 = -E0.         (*)
Поскольку потенциал определяется с точностью до постоянной, то примем                                                      А1 = 0.                                                  (*)

Тогда из шести уравнений (*), образующих систему, находим:

А1 = А4 = 0;   А6 = 0;    А2 = -E0;


[image: image358.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

=

+

-

,

A

a

A

E

,

A

a

A

E

5

1

2

2

3

0

5

2

3

0

e

e

(   -2E0 = А5(1 +
[image: image359.wmf]1

2

e

e

);   А5 = -E0[image: image360.wmf]2

1

1

2

e

e

e

+

;
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Таким образом,
E1r = E0(1 +[image: image363.wmf]2
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E2r = E0[image: image367.wmf]2
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Модуль напряжённости поля в цилиндре
E2 =
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откуда следует, что поле внутри внесенного цилиндра равномерное.

Модуль напряжённости поля в первой среде на поверхности цилиндра при  r = a
E1 =
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где    E1r(r = a) = E0(1 +[image: image375.wmf]2
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E1( = -E0(1 –[image: image377.wmf]2

1

1

2

e

e

e

e

+

-

)sin ( = E0
[image: image378.wmf]2

1

1

2

e

e

e

+

-

sin (.

Наибольшие и наименьшие значения (экстремумы) напряжённости в изоляции определяются условием    
[image: image379.wmf]a
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( = ½(k,   где  k = 0; (1; (2; …

При  k = 0   ( = 0,      E1min =[image: image380.wmf]2
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Таким образом, требуется принять  E0( = E1проб/1,6 = 240/1,6 = 150 кВ/см,
а чтобы не было ионизации воздуха –     E0(( = E2проб/1,6 = 30/1,6 = 18,75 кВ/см.

Так как  E0(( < E0(, то при наличии воздушного цилиндра
Umax = E0((d = 18,75·2 = 37,5 кВ,
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а рабочее напряжение   Uраб =
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Задача 12.20. Диэлектрический шар радиу-сом  a = 2 см  находится в равномерном внешнем электрическом поле (рис. 12.23). Разность потенциалов между точками А и В  (А – (В = 5 В.  Сферические координаты точек: А(1 см, 60(, 90(); В(4 см, 30(, 90(). Средой, окружающей шар, является воздух   (ε1 = 1).   Относительная диэлектрическая проницаемость диэлектрика шара  ε2 = 3.  Определить модули вектора смещения в точках А и В.
Решение

Общее решение уравнения Лапласа в сферической системе координат получено методом разделения переменных [3]. Представим его здесь для случая, когда шар не заряжен.
Для первой области    R > a           ( 1 = A1 + (A2R +
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тогда составляющие напряженности –   E1R = -
[image: image385.wmf]R

¶

¶

1

j

= -(A2 –
[image: image386.wmf]3

3

2

R

A

)cos (,

E1( = -
[image: image387.wmf]R

1


[image: image388.wmf]q

j

¶

¶

1

= (A2 +
[image: image389.wmf]3

3

R

A

)sin (.

Для второй области   R < a:

(2 = A4 + (A5R +
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Для определения постоянных интегрирования А1÷А6 воспользуемся граничными условиями. Из условия непрерывности потенциала на поверхности шара следует

А1 = А4.                                               (*)

Условие   E1t = E2t   приводит к равенству  E1( = E2( при   r = a:

А2 +
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условие  D1n = D2n  при  R = a  приводит к равенству (1E1R = (2E2R:
(1(A2 –
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Условия в нуле  (R ( 0)  приводят к тому, что           А6 = 0,                 (*)
так как ни потенциал, ни напряжённость в центре сферы не могут быть бесконечными.   

Условия в бесконечности  (r ( () позволяют определить А2, поскольку там, где уже нет возмущения поля внесенной сферой,  E1r = E0cos ( = -A2cos (.

Отсюда                                                         А2 = -E0.                                  (*)
Поскольку потенциал определяется с точностью до постоянной, то примем                                                      А1 = 0.                                                  (*)

Тогда из шести уравнений (*), образующих систему, находим:

А1 = А4 = 0;   А6 = 0;    А2 = -E0;
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Заданная условием задачи разность потенциалов:  (А – (В = 5 В.

На основании приведенного решения:
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Подставим расстояния в cм и получим:
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Для точки А (область 2):
ERA = E2R 
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Для точки В (область 1):
ERВ = -(-1,672 –
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Задача 12.21. Проводящий заряжен-ный шар радиусом   a = 5 мм   помещен в равномерное электрическое поле с напряженностью  Е0 = 4 кВ/см  (рис. 12.24). Окружающая среда имеет относительную диэлектрическую проницаемость  ε = 6.  Найти значения напряжённости поля и вектора поляризации диэлектрика в точке  А(7 мм; 40(; 0(),  если заряд шара   Q = 4∙10-9 Кл.

Решение

Решение произведём с помощью уравнения Лапласа в сферической системе координат. При выбранном расположении осей (рис. 12.24) потенциал не зависит от координаты α (
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где слагаемое 
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 определяется зарядом шара Q.

Для поля точечного заряда Q:
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Для определения остальных постоянных интегрирования используем напряжённость поля. Так как (  зависит только R от и (, напряжённость имеет только две составляющие:
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Из условий в бесконечности   R ( (   получаем:
ER = -A2cos ( = E0cos (,  откуда    A2 = -E0 = -4000 В/cм.

На границе раздела диэлектрик-проводящее тело нет тангенциальной составляющей напряженности поля. Поэтому:   E( 
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Таким образом:   ER =
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В точке  А(0,7; 40(; 0()   ЕR = 4735 В/см,    Еθ = -2596 В/см,   
Е =
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Определим вектор поляризации из соотношений   
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.
Р = (0(( – 1)Е = 8,85·10 -14·(6 – 1)·5400 = 2,39·10 -9 Кл/см2.
Задача 12.22. Решить задачу 12.12 с помощью уравнений Пуассона и Лапласа.
Решение
В силу центральной симметрии устройства характеристики поля зависят только от одной координаты – R, то есть  
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= 0.  С учётом этого уравнение в сферической системе координат (см. табл. 11.1) для потенциала в зонах, занятых диэлектриком, принимает вид:
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В результате двукратного интегрирования получаем:

( 1(R) = -
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Этих уравнений недостаточно для определения постоянных интегрирования А1÷А4, поэтому используем ещё напряженность поля:
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Для нахождения постоянных интегрирования на основании граничных условий для границы диэлектрик-проводник (D = (,  (M1 = const) составим систему уравнений. Учтём, что векторы 
[image: image460.wmf]D

 и 
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 направлены по радиальным линиям и, следовательно, имеют только нормальную составляющую. Примем, что за счет явления электростатической индукции на внутренней стороне металлической прослойки появится заряд   -qпр, а на внешней –  +qпр.

При   R = R1    ( 1(R1) = U,        при   R = R4      ( 2(R4) = 0,
при   R = R2     ( 1(R2) = (прослойки;       при   R = R3     ( 2(R3) = (прослойки;
или    ( 1(R2) = ( 2(R3);
D1(R2) = -( (R2) = -
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или    R22(1Е1(R2) = R32(2Е2(R3).
Следовательно, получается система уравнений:
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Подставляя в эти уравнения числовые значения и решая систему, получаем:    А1 = 3,414;   А2 = 1436;   А3 = -94,87;   А4 = -1897.

Записываем окончательные формулы потенциала и напряженности поля, по которым строим требуемые графики (рис. 12.14):
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Ёмкость второго слоя диэлектрика на основании (12.9), задача 12.5:
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Задача 12.23. Симметричная сферическая система из двух металлических шаров находится в воздухе, удалена от земли и других тел на значительное расстояние (рис. 12.25). пространство между шарами заполнено диэлектриком с относи-тельной диэлектрической проницаемостью ( = 4, в котором распределен свободный заряд с равномерной плотностью  ( = 5·10-6 Кл/м3. Радиус внутреннего шара  R1 = 20 cм, внутренний радиус сферической оболочки  R2 = 40 cм. Рассчитать зависимости  E(R), ((R) для области  R1 < R < R2.
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Ответ.  E(R) = 47,08R –
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Задача 12.24. Объёмный заряд с равномерной объёмной плотностью  ( = 10 -4 Кл/м3 распределён в диэлектрике (( = 4) между двумя шарами с размерами  R1 = 4 cм,  R2 = 10 cм (рис. 12.26). Шары подключены к источнику постоянного напряжения  U = 40 кВ.  Оболочка заземлена. Определить заряд q.

Ответ.   q = 1,096·10 -6 Кл.
12.4. МЕТОД ЗЕРКАЛЬНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ
Задача 12.25. Проводник   с  зарядом  ( = 10-8 Кл/м  создаёт электростатическое поле вблизи металлической поверхности. Определить потенциал проводника, а также напряжённость и потенциал поля в точках  А и В  (рис. 12.27,а), если  r0 = 2 см;  h = 4 м;  ( = 1.
Решение

Электростатическое поле в точке В (внутри металла) отсутствует, поэтому  EB = 0,  (B = 0. Для расчёта поля в верхней полуплоскости рисунка применим метод зеркальных изображений. Коэффициент неполного отражения от идеального проводника равен -1. Расчетный рисунок принимает вид рис. 12.27,б, где два проводника с зарядами  (  и  -(  расположены в однородной среде с проницаемостью (. Далее применяем принцип наложения.

Напряжённость и потенциал от одной заряженной оси в однородной среде определяются в соответствии с формулами (12.5) и (12.10,а):
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Как видно из рис. 12.27,б, результирующая напряженность в точке А равна разности напряженностей от двух проводников. Таким образом, искомая напряженность в точке А:

EА = ЕА( – ЕА(( =
[image: image485.wmf]h

,

5

0

2

0

pe

t

–
[image: image486.wmf]h

,

5

2

2

0

pe

t

=
[image: image487.wmf]12

8

10

85

8

2

10

-

-

×

×

,

p



 EMBED Equation.3  [image: image488.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

×

4

5

2

1

4

5

0

1

,

,

= 71,93 В/м.

Потенциалы точки А и точки на поверхности проводника (потенциал проводника) определятся выражениями:
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[image: image489.wmf]0

2

pe

t



 EMBED Equation.3  [image: image490.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

h

,

h

ln

h

,

h

ln

5

2

5

0

=
[image: image491.wmf]12

8

10

85

8

2

10

-

-

×

×

,

p

ln5 = 290 В;

( =
[image: image492.wmf]0

2

pe

t



 EMBED Equation.3  [image: image493.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

h

h

ln

r

h

ln

2

0

=
[image: image494.wmf]12

8

10

85

8

2

10

-

-

×

×

,

p

ln
[image: image495.wmf]02

0

4

2

,

×

= 1078 В.
Задача 12.26. Между проводником радиусом  r0 = 1 см,  располо-женным в воздухе параллельно земле на высоте  h = 1 м,  и землёй действует напряжение  U = 1000 В (рис. 12.28,а).

Определить ёмкость  С0, энергию поля  W0 и силу F0, действующую на единицу длины проводника. 
Решение

В соответствии с методом зеркальных изображений составляем расчётный рис. 12.28,б. Тогда потенциал проводника (см. задачу 12.25)
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Отсюда заряд провода
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Ёмкость единицы длины линии   С0 =
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= 10,5·10 -12 Ф/м = 10,5 пФ/м.
Напряжённость поля, созданного зарядом -(  в месте расположения заряда  (  в соответствии с (12.5)
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Сила, с которой провод притягивается к земле

F0 =( Е(= 10,5·10 -9·94,4 = 0,991·10 -6 Н/м.
Энергия единицы длины линии

W0 = ½С0U 2 = ½10,5·10 -12·106 = 5,25·10 -6 Дж/м.
Задача 12.27. Между металлическим шаром ради-уса  r0 = 10 см  и проводящей поверхностью (рис. 12.29) действует напряжение  U = 500 кВ.  Определить поверх-ностную плотность индуктированного заряда в точках А и В, если  h = 4 м.

Ответы. q =
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Задача 12.28. В прямом углу, образованном двумя плоскостями проводящей поверхности в воздухе находится шар радиусом   R0 = 1 см   с зарядом  q = 10-10 Кл  (рис. 12.30,a). Определить потенциал шара по отношению к проводящей поверхности, ёмкость между шаром и проводящей средой, направление и величину силы, действующей на шар. 

Решение

В соответствии с методом зеркальных изображений после зеркального отражения относительно правой границы получим рис. 12.30,б. После вторичного отражения относительно нижней границы получим поле четырёх шаров в однородной среде (рис. 12.30,в). Применяя принцип наложения (см. задачи 12.2 и 12.3), получаем
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Силу, действующую на шар, можно определить через напряжённость, создаваемую в месте расположения шара тремя остальными зарядами. Но принцип наложения здесь нужно применять в векторной форме (рис. 12.31). Для удобства разложим векторы напряженностей на горизонтальную (х) и вертикальную (у) составляющие.
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Ех = Е2x + Е3x + Е4x = 0,40 В/м;    Еу = Е2у + Е3у + Е4у = -5,12 В/м;
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Примечание. Если бы вместо шара находился заряженный проводник (цилиндр), параллельный углу, то можно было бы ограничиться лишь первым зеркальным отображением, а затем воспользоваться группами формул Максвелла для двухпроводной линии.


Задача 12.29. Провода двухпроводной линии U = 500 В находятся в разных диэлектриках, как показано на рис. 12.32. Рассчитать заряд на проводе линии и её ёмкость. Геометрические размеры и свойства сред:
r0 = 0,2 см,  r1 = 20 см,  r2 = 40 см,  (1 = 1,  (2 = 2.
Решение
Пусть левый провод имеет заряд (, тогда правый – -(. Поскольку расчет поля нужно выполнить в обеих средах, расчет выполним, используя два рисунка (для каждой среды) – рис. 12.33,a и б. Коэффициенты неполного отражения:
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Потенциал точки О (рис. 12.32) будем считать равным нулю. Потенциал первого провода вычислим по рис. 12.33,a в соответствии с принципом наложения с учётом (12.10,а):

( 1 =
[image: image519.wmf]0

1

2

e

pe

t

(ln
[image: image520.wmf]0

1

r

r

+ k1(·ln
[image: image521.wmf]1

1

2

r

r

– k2(·ln
[image: image522.wmf]2

1

2

r

r

r

+

);
аналогично потенциал второго провода – по рис. 12.33,б:
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Напряжение между проводами
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Отсюда    ( = U/15,06·1010 = 0,332·10-8 Кл/м.

Ёмкость линии    С0 = (/U = 6,64 пФ/м.

12.5. ГРУППЫ ФОРМУЛ МАКСВЕЛЛА. ЧАСТИЧНЫЕ ЁМКОСТИ.

ЗАДАЧА 12.30. Линия передачи (рис. 12.34) состоит из трёх проводов радиуса    r0 =    = 0,6 см. Высота подвеса проводов   h1 = h3 = 6 м,  h2 = 5,2 м.   Расстояния между проводами по горизонтали  d12 = 2 м,  d23 = 1,6 м. Напряжения между проводами  U12 = 60 кВ,   U23 = 40 кВ. Определить потенциал и заряд каждого из проводов.
Решение

Определяем расстояния между проводами, а также между проводами и их зеркальными изображениями (рис. 12.34):
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Вычисляем потенциальные коэффициенты (на единицу длины):
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Для определения зарядов проводов используем первую группу формул Максвелла:      ( 1 = (1(11 + (2(12 + (3(13,

( 2 = (1(21 + (2(22 + (3(23,
( 3 = (1(31 + (2(32 + (3(33.

Недостающие для определения шести неизвестных величин уравнения записываем, используя дополнительные условия задачи:

( 1 – ( 2 = U12,    ( 2 – ( 3 = U23,
и так как провода образуют изолированную, не связанную с землёй систему, то       (1 + (2 + (3 = 0.

Решая полученную систему из шести уравнений, находим искомое:

(1 = 0,466·10 -6 Кл/м,   (2 = -0,058·10 -6 Кл/м,    (3 = -0,408·10 -6 Кл/м,

( 1 = 52,8 кВ,               ( 2 = -7,2 кВ,                 ( 3 = -47,2 кВ.
ЗАДАЧА 12.31. Решить задачу 12.26, используя группы формул Максвелла.

Ответы.  (11 =
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= 9,522·1010 м/Ф;  (1 = U = 1000 B;

(1 = (1/(11 = 1,05·10 -8 Кл/м;  С0 = С11 = 10,5 пФ/м.
 
ЗАДАЧА 12.32. Определить частич-ные и рабочую (C0) ёмкости одного метра двухпроводной воздушной линии электро-передачи (рис. 12.35), если    h = d = 2 м,  r0 = 1 см.
Ответы.  a12 = d = 2 м,
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 м;

(11 = (22 = 10,77·1010 м/Ф,

(12 = (21 = 1,45·1010 м/Ф;

(11 = (22 = 9,46·10 -12 Ф/м,
(12 = (21 = -1,27·10 -12 Ф/м;

C11 = C22 = 8,19 пФ/м,      C12 = C21 = 1,27 пФ/м;
C0 = 5,37 пФ/м.
ЗАДАЧА 12.33. Определить частичные ёмкос-ти трёхпроводной воздушной линии электропере-дачи (рис. 12.36), если  r0 = 1 см,  h = 6 м,  d = 2 м.
Ответы.  a12 = a13 = a23 = d = 2 м,
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(11 = (33 = 12,76·1010 м/Ф,   (22 = 13,21·1010 м/Ф,

(12 = (23 = 3,47·1010 м/Ф,     (13 = 3,25·1010 м/Ф,

(11 = (33 = 8,783·10 -12 Ф/м,   (22 = 8,54·10 -12 Ф/м,

(12 = (23 = -1,852·10 -12 Ф/м,   (13 = -1,732·10 -12 Ф/м,    C11 = C33 = 5,2 пФ/м,
C22 = 4,836 пФ/м,      C12 = C23 = 1,852 пФ/м,    C13 = 1,732 пФ/м.
ЗАДАЧА 12.34. Собственные и частичные ёмкости трёхжильного кабеля, соответственно, равны:  C11 = C22 = C33 = 0,064 мкФ/км,   C12 = C23 =   = C13 = 0,076 мкФ/км. При испытании кабеля в лаборатории одна из жил ка-беля была заземлена, вторая имела по-тенциал  ( 2 = 2 кВ, третья –  ( 3 = -3 кВ. Оболочка кабеля не заземлена.

Найти потенциал оболочки и заряды жил.
Решение
В соответствии с условием задачи составим схему рис. 12.37, для которой на основании III группы формул Максвелла     (1 = ( 1(C11 + U12C12 + U13C13,

(2 = U21C21 + ( 2(C22 + U23C23,
(3 = U31C31 + U32C32 + ( 3(C33,
где потенциалы жил определяются по отношению к оболочке.

Если оболочку рассматривать в виде четвёртого проводника, то можно составить уравнение и для неё с учётом того, что она не соединена с землей а, значит, не несёт заряда:   (4 = (( 4 – ( 1)C11 + (( 4 – ( 2)C22 + (( 4 – ( 3)C33 = 0.

Здесь потенциалы   определяются по отношению к земле.

Так как C11 = C22 = C33  и  ( 1 = 0, ( 2 = 2 кВ, ( 3 = -3 кВ,  то
( 4 =
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Возвращаемся к системе уравнений и, зная, что
( 1( = ( 1 – ( 4 = 333 В,  U21 = -U12 = 2000 В,  U13 = -U31 = 3000 В,

U23 = -U32 = 5000 В,  ( 2( = ( 2 – ( 4 = 2333 В,  ( 3( = ( 3 – ( 4 = -2667 В,
получаем   (1 = (333·0,064 – 2000·0,076 + 3000·0,076)·10 -6 = 97·10 -6 Кл/км,
(2 = (2000·0,076 + 2333·0,064 + 5000·0,076)·10 -6 = 681·10 -6 Кл/км,
(3 = (-3000·0,076 – 5000·0,076 – 2667·0,064)·10 -6 = -779·10 -6 Кл/км.
Задача 12.35. Рассчитать частичную и рабочую емкости двухпроводной экранированной линии (рис. 12.38), если:

r0 = 2 мм,  а = 4 см,   r1 = 10 см,  ( = 4.
При расчете принять, что оболочка (экран) заземлена.
Решение
Примем, что под действием источника напряжения U, подключенного к проводам, произошло разделение зарядов между первым (левым) проводом и вторым (правым). Тогда первый провод несет заряд  (1 = (  на единицу длины линии, а второй –  (2 = -(.

Для дальнейшего расчета воспользуемся методом зеркальных изображений для оси, расположенной внутри цилиндра. Расчетная схема для поля внутри цилиндра имеет вид рис. 12.39, причём   а∙b = r12.
В нашем примере   b =
[image: image574.wmf]a
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Первая группа формул Максвелла для системы заряженных тел, расположенных вблизи цилиндрической проводящей поверхности:

( 1 = (1(11 + (2(12 ,
( 2 = (1(21 + (2(22 ,
где   (11 = (22 =
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(12 = (21 =
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Вторая группа формул Максвелла:    (1 = (11( 1 + (12( 2,

(2 = (21( 1 + (22( 2,
где   (11 = (22 =
[image: image584.wmf]22
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(12 = (21 =
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Третья группа формул Максвелла:    (1 = U10C11 + U12C12,

(2 = U21C21 + U20C22,

где   C11 = C22 = (11 + (12 = 0,375·10 -10 ф/м,  C12 = C21 = -(12 = 0,143·10 -10 ф/м.

Частичные емкости линии показаны на рис. 12.40.

Рабочая емкость двухпроводной экранированной линии на единицу длины:

С0 = С12 +
[image: image588.wmf]22
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ЗАДАЧА 12.36. В системе из двух проводников (рис. 12.41), расположенных в воздухе вблизи проводящей поверхности, действует источник  ЭДС  Е = 127 В, причём второй проводник соединён с землёй. Геометрические размеры: r0 = 6 мм,  d12 = 1 м,  h1 = 3 м,  h2 = 4 м.

Определить заряды проводов.

Ответы.  а12 =
[image: image590.wmf]2

 м,  b12 = 5
[image: image591.wmf]2

 м,
(11 = 12,4·1010 м/ф,    (22 = 12,9·1010 м/ф,
(12 = 2,9·1010 м/ф,      ( 1 = 127 В,      ( 2 = 0, 
(1 = 0,852·10 -11 Кл/м,   (2 = -0,191·10 -11 Кл/м.

ЗАДАЧА 12.37. Определить потенциалы и заряды системы проводов, изображённой на рис. 12.42, где рубильники 1 и 2 замкнуты, а 3 – разомкнут,  U = 10 кВ,  радиус проводов  r0 = 5 мм.

Как изменится решение, если сначала провод 2 отключается от земли, затем провод 1 отключается от источника и, наконец, провод 3 соединяется с землёй. 

Ответы. До переключений  ( 1 = 10 кВ,   ( 2 = 0,   ( 3 = 0,605 кВ,   
(1 = 80 мкКл/км,   (2 = -12 мкКл/км,   (3 = 0,   (11 = (33 = 11,5·1010 м/ф,
(22 = 12,3·1010 м/ф,   (12 = (23 = 0,2·1010 м/ф,     (13 = 0,106·1010 м/ф.
После переключений  (1( = (1,  (2( = (2,   ( 3( = 0. Далее из первой группы формул Максвелла с теми же потенциальными коэффициентами определяем:

( 1( = 9950 В,   ( 2( = -88 В,    (3( = -4,76 мкКл/км.
Дополнительно на тему подраздела 12.5 см. задачу 12.48, решенную с помощью ПЭВМ в системе MathCAD.
12.6. СИММЕТРИЧНЫЕ ПОЛЯ В СРЕДАХ С НЕОДНОРОДНЫМ ДИЭЛЕКТРИКОМ  (( ( const)
В этих средах относительная диэлектрическая проницаемость  ( зависит от координат пространства, например,  ( = ((х). Так как
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(( – 1),   причём   (св = -div
[image: image600.wmf]P

.
Часто диэлектрическая проницаемость задаётся с помощью зависимости  d(е)  или  р(е),  представленной графически или аналитически.
ЗАДАЧА 12.38. Диэлектрик плоского конденсатора неоднородный,      ( = ((х), зависимость для вектора поляризации  Р = Рх = (а + bx2)Р0,
где   а = 1,  b = 0,05 см-2,  Р0 = 3,5·10-10 Кл/см2.

Определить плотность связанного заряда.
Решение

(св = -div
[image: image601.wmf]P
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= -2bxР0 = -2·0,05·x·3,5·10-10 = -0,35·10-10x Кл/см3, где x [см].

ЗАДАЧА 12.39. Плоский конденсатор заполнен неоднородным диэлектриком с  ((х) = 4d/(d + x).  Пластины конденсатора подключены к источнику постоянного напряжения  U = 1 кВ.

Определить зависимости от координаты х напряжённости поля и значения вектора поляризации. Найти ёмкость и заряд конденсатора при заданном напряжении. Расстояние между пластинами   d = 0,2 см,   их площадь  S = 4 см2.

Решение

Из граничного условия получаем  D = ( =
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Напряжение  U =
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Ёмкость конденсатора
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Заряд  и напряжённость поля

q =
[image: image615.wmf]d
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Вектор поляризации

Р(х) = (0E(( – 1)=
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Плотность связанного заряда
(св = -div
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ЗАДАЧА 12.40. Между жилой коаксиального кабеля радиусом  r1 = 1 см  и оболочкой с внутренним радиусом   r2 = 4 см  находится диэлектрик с отно-сительной диэлектрической проницаемостью  ( =
[image: image623.wmf]2
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,  где  А = 16 см2,  r[см].  При постоянном напряжении  U = 1 кВ  определить напряженность поля, смещение, поляризацию и связанный объемный заряд, а также ёмкость на единицу длины кабеля.
Решение

В соответствии с (12.5)    D =
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Напряжение    U =
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Подставляя (**) в (*), находим напряженность поля
Е(r) =
[image: image634.wmf]2
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Электрическое смещение

D = ((0E =
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Поляризация 

P = (0E(( – 1) = 8,85∙10 -14∙133,3r
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Объёмная плотность связанного  заряда

ρсв = -div
[image: image639.wmf]P
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 EMBED Equation.3  [image: image641.wmf]r
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ЗАДАЧА 12.41. У цилиндрического конденсатора радиус жилы r1 = 1 см,  внутренний радиус  оболочки   r2 = 5 см.  Пространство между жилой и обо-лочкой заполнено сегнетоэлектриком, для которого зависимость модуля напряженности от модуля электрического смещения определяется выражением  E = 1015(0,45D2 + 0,2·10 -6D),  где  Е [В/см],  D [Кл/см2].
Конденсатор включен на постоянное напряжение   U = 200 В.

Пренебрегая  краевым эффектом и приняв потенциал жилы нулевым, найти зависимости  Е(r)  и  ((r). Вычислить емкость единицы длины конденсатора.

Решение
По (12.5)    D =
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Приложенное  напряжение
U =
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Из этого уравнения  ( = 0,2653·10 -5 Кл/см.

Подставив в (*) значение (, находим
E(r) =
[image: image647.wmf]2
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Примем, что  ( = 0  при   r = r1 = 1 см, тогда   0 = 80,23 – 84,45ln(r1) + A;

A = 84,45ln(r1) – 80,23;     ((r) =
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Емкость конденсатора    С0 =
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12.7. Применение ПЭВМ для решения задач 

Применять ПЭВМ целесообразно для решения задач, требующих большого объёма вычислительной работы. Ниже приведены решения некоторых подобных задач. 

ЗАДАЧА 12.42.  Решить задачу 12.17 с помощью ПЭВМ. Распечатку программы см. в приложении к разделу 12.
ЗАДАЧА 12.43. Решить задачу 12.23 с помощью ПЭВМ. Распечатку программы см. в приложении к разделу 12.

ЗАДАЧА 12.44. Решить задачу 12.24 с помощью ПЭВМ. Распечатку программы см. в приложении к разделу 12.

ЗАДАЧА 12.45. В изоляции коаксиального кабеля (рис. 12.43) имеется равномерно распределённый заряд с объёмной плотностью  ( = 10 -10 Кл/м3.  Внутренний и на-ружный радиусы диэлектрического слоя –   r1 = 1 см  и r2 = = 10 см,  длина l = 100 м, относительная диэлектрическая проницаемость – ( = 4. определить запасённую в электри-ческом поле энергию.

Решение
Задачу решаем, интегрируя уравнение Лапласа для области  r1 < r < r2. Аналогично задаче 12.18 записываем:
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Граничные условия:  ((r=r2) = 0,   Е(r=r1) = 0. Решая полученную систему уравнений, находим постоянные интегрирования А1 и А2.

Запасённую в электрическом поле энергию можно найти двумя способами.

В первом способе воспользуемся формулой для энергии заряда dq слоя толщиной dr, расположенного на расстоянии r от оси:

dW = 0,5dq·(  = 0,5( ·2(rl·dr·( ;

W =
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Во втором способе используем формулу для объёмной плотности энергии электростатического поля:   w = 0,5((0Е2.
wdV = 0,5((0Е2·2(rl·dr = ((0Е2·(rl·dr,
W =
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MathCAD-программа и ответы приведены в Приложении к разделу 12.
Примечание. Ответы для потенциала и энергии в буквенном виде следующие:
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ЗАДАЧА 12.46. Решить задачу 12.12 с помощью ПЭВМ. Распечатку программы см. в приложении к разделу 12.


Задача 12.47. Между проводами двухпроводной линии электропередачи (рис. 12.44) действует напряжение   U = 220 кВ. Построить график зависимости от координаты х напряжённости поля на оси, соединяющей провода. Определить максимальную напряжённость поля, если  d = 2 м,  r0 = 1 см.  Смещением электрических и геометрических осей пренебречь.
Решение
Напряжённость электростатического поля, создаваемого левым и правым проводами линии отдельно на оси х, в соответствии с (12.5):
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Формулы для потенциала любой точки в пространстве между проводами в соответствии с (12.10):
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Тогда напряжение между проводами

U = ((х=-0,5d+r0) – ((х=0,5d-r0) =
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Отсюда заряд провода линии   ( =
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Формула емкости двухпроводной линии на единицу длины

С0 =
[image: image681.wmf]U

t

=
[image: image682.wmf]0

0

0

r

r

d

ln

-

pe

.

В пространстве между проводами, как видно из рис. 12.44, напряжённости от действия отдельных проводов складываются, а снаружи – вычитаются, внутри проводов поле отсутствует:

при   -0,5d + r0 < x < 0,5d – r0     E = E( + E((,
при    |x| > 0,5d + r0                      E = E( – E((.

Как видно из графика, приведенного в MathCAD-программе, максимальное значение напряжённости наблюдается в точке с координатой   x = 0,5d – r0 (на поверхности провода):   Emax = E(х=0,5d-r0) = 21 кВ/см.

MathCAD-программа и ответы приведены в Приложении к разделу 12.

Задача 12.48. В системе провод-ников, расположенных в воздухе вблизи проводящей поверхности, действуют два источника ЭДС, как показано на рис. 12.45:  Е1 = 5 кВ,  Е2 = 2 кВ. Радиусы всех проводов одинаковы и равны   r0 = 10 мм. Высота под-веса проводников   h1 = 5 м,  h2 = 7 м,  h3 = 6 м. Расстояния между проводниками по горизонтали  d12 = 3 м,   d23 = 2 м.

Определить потенциал и заряд на единицу длины каждого проводника. Дополнительно вычислить частичные ёмкости системы проводников.
Решение задачи осуществляется по алгоритму и по формулам задачи 12.30. MathCAD-программа и ответы приведены в Приложении к разделу 12.
C. 61-67 – см. файл «Приложение к разделу 12».
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1) Для записи ответа в одну строку при построения графиков в системе MathCAD можно использовать функцию Хэвисайда (функцию включения, единичную ступенчатую функцию), которая в системе MathCAD обозначается (. Например, для данной задачи:


((х) = (1·[((x) – ((x–d1)] + (2·[((x–d1) – ((x–d1–d2)] + (3·[((x–d1–d2) – ((x–d1–d2–d3)].
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