6. Линейные цепи при периодических несинусоидальных НАПРЯЖЕНИЯХ И ТОКАХ
6.1. Основные теоретические положения
Всякая периодическая функция (например, напряжение u(t))  с периодом Т, отвечающая условиям Дирихле
, может быть разложена в тригонометрический ряд вида:

u(t) = U0 +
[image: image247.wmf]k

g

0.395

0.631

0.248

æ

ç

ç

ç

è

ö

÷

÷

÷

ø

=

 = U0 +
[image: image2.wmf]å

¥

=

+

×

1

k

k

k

m

))

t

k

sin(

U

(

y

w

,

коэффициенты которого определяются выражениями:


[image: image3.wmf]ò

ò

=

=

p

w

w

p

2

0

0

0

2

1

1

)

t

(

d

)

t

(

u

dt

)

t

(

u

T

U

T

,

[image: image4.wmf]ò

ò

=

=

¢

T

k

t

d

)

t

k

sin(

)

t

(

u

dt

)

t

k

sin(

)

t

(

u

T

U

0

2

0

1

2

p

w

w

w

p

w

,


[image: image5.wmf]ò

ò

=

=

¢

¢

p

w

w

w

p

w

2

0

0

1

2

t

d

)

t

k

cos(

)

t

(

u

dt

)

t

k

cos(

)

t

(

u

T

U

T

k

,

Um k =
[image: image6.wmf]2

2

)

U

(

)

U

(

k

k

¢

¢

+

¢

,

tg((k ) = Uk((/Uk(,

( = 2( /T.

Действующее значение периодической функции (напряжения):
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Мощности периодического тока (активная, реактивная, полная, мощность искажения):
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Коэффициенты, характеризующие периодические несинусоидаль-ные функции:

коэффициенты мощности и амплитуды: 
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коэффициенты гармоник и искажения: 
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Для характеристики выпрямителя часто применяют коэффициент схемы, являющийся отношением постоянной составляющей напряжения (на выходе выпрямителя) к действующему значению напряжения источника питания (на входе выпрямителя):    kcx = U0/U.

6.2. Разложение периодической функции в ряд Фурье 

Задача 6.1. Зависимость u(t), показанная на рис. 6.1,а и заданная табл. 6.1 (для первой четверти периода), имеет симметрию относительно начала координат (нечетная) и относительно оси абсцисс при совмещении двух полупериодов: u(t) = -u(-t) = -u(t+T/2). Разложить зависимость u(t) в ряд Фурье и построить ее линейный спектр частот.

Таблица 6.1. Значения функции u(t) для первой четверти периода

при Δt = 0,5 мс

	t, мс
	0,5
	1,0
	1,5
	2,0
	2,5
	3,0
	3,5
	4,0
	4,5
	5,0

	un, В
	12,35
	17,53
	15,89
	16,09
	28,15
	54,93
	89,78
	121,7
	142,7
	149,8

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10


[image: image1.wmf]å

¥

=

×

¢

¢

+

×

¢

1

k

k

k

))

t

k

cos(

U

)

t

k

sin(

U

(

w

w

Решение

Функция u(t) обладает одновременно двумя видами симметрии. Она нечетная и вместе с тем симметричная относительно оси абсцисс. Поэтому в ее разложении присутствуют только синусоиды с нечетным порядковым номером, а значение интеграла, определяющего амплитуду (2k–1)-ой гармоники, вычисляется за четверть периода с умножением результата на 4. Тогда значение амплитуды Um2k–1 определяется выражением:
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При использовании приближенного интегрирования период функции делится на равное число интервалов (в нашем случае их число N = 40) и производится замена dt = Т/N = Т/40. Однако, ввиду того, что значение функции определяется для конца интервала, и эти значения будут разными у двух симметричных интервалов, то с целью получения более точного результата за счёт компенсации положительной погрешности одного интервала отрицательной погрешностью симметричного интервала приближённое интегрирование должно выполняться за полпериода. Поэтому продолжим табл. 6.1 до половины периода.

Продолжение таблицы 6.1. Значения функции u(t) для второй четверти

периода при Δt = 0,5 мс

	t, мс
	5,5
	6,0
	6,5
	7,0
	7,5
	8,0
	8,5
	9,0
	9,5
	10,0

	un, В
	142,7
	121,7
	89,78
	54,93
	28,15
	16,09
	15,89
	17,53
	12,35
	0

	n
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20


Тогда последнее выражение (6.1) приводится к виду (суммирование за половину периода):
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где  Т = 0,02 с  –  период функции u(t);

n = 1…20  – номер интервала приближенного интегрирования при Δt = T/40.

Используя данные табл. 6.1 и в соответствии с выражением (6.2) выполнив расчетные действия для амплитуд первых 10 гармонических составляющих (учитывая только нечетные), получим:

Um1 = 100 В;    Um3 = -40 В;    Um5 = 15 В;   Um7 = 5 В;  Um9 = -0,19 В.

Девятая гармоника, ввиду ее малости, может не учитываться в дальнейших действиях.
Определение мгновенного значения разложения функции u(t) в ряд Фурье (нечетные гармоники 1…9):
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Примечание: выражение для u(t), записанное в более привычной “литературной“ форме имеет вид:

u(t) = 100sin((t) – 40sin(3(t) + 15sin(5(t) + 5sin(7(t) – 0,19sin(9(t). 

Графики функции u(t) и амплитудного частотного спектра – на рис. 6.1.

Задача 6.2. Периодическое пилообразное напряжение, описываемое на интервале  0 < ωt < 2π функцией: u(ωt) = 
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, представьте разложением в ряд Фурье.

Решение
Постоянная составляющая (нулевая гармоника):
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Кстати, она также находится из формулы для площади треугольника.

Коэффициенты синусных составляющих k-ой гармоники ряда Фурье определяются выражением:
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Аналогично для коэффициентов косинусных составляющих:
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Таким образом, в разложении функции u(ωt) присутствуют только синусоидальные составляющие и разложение имеет вид:
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(6.3)
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На рис. 6.2 приведены графики функции u(ωt), построенные в соответствии с (6.3) для различного числа гармоник. Очевидно, что увеличение числа гармоник повышает точность представления исходной функции. Однако при этом всё в большей мере проявляются характерные “выбросы“ в точках разрыва исходной функции (явление Гиббса
). Это явление характерно тем, что функция, представленная тригонометрическим рядом, переходя через разрыв, делает скачок, превышающий исходную функцию примерно на 18%. Из-за явления Гиббса представление разрывных функций в окрестности точек разрыва нельзя признать удовлетворительным.
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Задача 6.3. Синусоидальное напряжение с амплитудой Um, у которого “срезаны“ нижние полуволны (рис. 6.3,а)
, представить разложением в тригонометрический ряд.

Ответ: 
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Задача 6.4. Напряжение на выходе однофазного мостового выпрямителя, описываемое функцией  
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  (рис. 6.3,б),  представить разложением в тригонометрический ряд.

Ответ:       
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ЗАДАЧА 6.5. Эта задача ил-люстрирует применение комплекс-ной передаточной функции, начатое в задаче 5.42  /1/.

Рассчитать и построить график выходного напряжения u2(t) схемы с КПФ Z(j() =
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 Ом при условии, что на входе действует источник периодического несину-соидального тока, график которого приведен на рис. 6.4.

Решение

Выполним аналитическое разложение в ряд Фурье графика рис. 6.4. Период и угловая частота основной гармоники:

t = 0,01 с,    ( = 2(/t = 628 рад/с.

Аналитическое описание графика в пределах 0 ( t( t:

j(t) := 0.01 + 4·t А.

Выберем количество гармоник разложения   m := 10, пусть номера гармоник меняются в пределах  k := 1 .. m.

Постоянная составляющая ряда:    j0(t) :=
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      j0(0.01) = 0.03, то есть   Вm0 := 0.03,  Сm0 := 0.

Амплитуды синусных и косинусных составляющих:
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Вmk := 
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     Сmk := 
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Как видим, в разложении отсутствуют косинусные составляющие.
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Полные амплитуды и начальные фазы гармоник:
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([image: image227.wmf]k
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Отдельные гармоники и полный ток источника:

j1(t) := Jm1·sin(( ·t + ( 1)              j2(t) := Jm2·sin(2·( ·t + ( 2)  

j3(t) := Jm3·sin(3·( ·t + ( 3)           j4(t) := Jm4·sin(4·( ·t + ( 4)

j5(t) := Jm5·sin(5·( ·t + ( 5)           j6(t) := Jm6·sin(6·( ·t + ( 6)

j(t) := j0(t) +
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Ответы с числовыми значениями:     j0(t) = 0,03 А,

j1(t) = 0,013sin(( ·t + 180() А,           j2(t) = 0,00637sin(2·( ·t + 180() А,

j3(t) = 0,00424sin(3·( ·t + 180() А,     j4(t) = 0,00138sin(4·( ·t + 180() А,

j5(t) = 0,00255sin(5·( ·t + 180() А,     j6(t) = 0,00212sin(6·( ·t + 180() А.
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Графики постоянной составляющей, первых пяти гармоник и полного тока с учётом 11 первых гармоник приведены на рис. 6.5.

Используя комплексное передаточное сопротивление, а точнее, его АЧХ и ФЧХ, полученные при решении задачи 5.42:

Z(j() =
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определяем гармоники выходного напряжения:

u20(t) := Z(0)·j0(t)      U2mk := Z(k·()·Jmk          ( u2k := ( k + ((k·()
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u20(t) = 37,5 В,
u21(t) = 1,679sin(( ·t + 96,06() В,        u22(t) = 0,422sin(2·( ·t + 93,03() В,

u23(t) = 0,188sin(3·( ·t + 92,03() В,      u24(t) = 0,106sin(4·( ·t + 91,52() В,

u25(t) = 0,068sin(5·( ·t + 91,22() В,      u26(t) = 0,047sin(6·( ·t + 91,01() В.
Отдельные гармоники и полное выходное напряжение:

u21(t) := u2m1·sin(( ·t + ( u21)              u22(t) := u2m2·sin(2·( ·t + ( u22)  

u23(t) := u2m3·sin(3·( ·t + ( u23)           u24(t) := u2m4·sin(4·( ·t + ( u24)

u25(t) := u2m5·sin(5·( ·t + ( u25)          u26(t) := u2m6·sin(6·( ·t + ( u2 6)

u2(t) := u20(t) +
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Графики постоянной составляющей, последующих четырёх гармоник и полного напряжения с учётом 11 первых гармоник приведены на рис. 6.6.

Как видно из графика, амплитуда первой гармоники напряжения не превышает 2 В, а амплитуды последующих гармоник менее 0,5 В. Таким образом, колебания выходного напряжения невелики, напряжение сглаженное благодаря использованию фильтра низкой частоты.

6.3. ОДНОФАЗНЫе цепи несинусоидальноГО ТОКА

ЗАДАЧА 6.6. К последовательной цепи   r = 40 Ом   и   C = 40 мкФ приложено напряжение, изменяющееся по закону (см. задачу 6.1):
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где Um(1) = 100 В,  Um(3) = -40 В,  Um(5) = 15 В, Um(7) = 5 В,  Um(9) = -0,19 В.

В общей системе координат построить графики напряжений на активном сопротивлении, на емкости, а также напряжение источника питания. Определить их действующие значения, коэффициенты искажения, коэффициенты гармоник, проверить баланс мощностей.
Решение
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Задачу решим, используя программу MathCAD. Ввод исходной информации: массивы амплитуд и начальных фаз напряжения источника, его период Т, круговая частота ω, параметры цепи r, C и ранжированная переменная k:
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Формирование функций пользователя для определения массивов комплексных амплитуд напряжения источника, входных сопротивлений, комплексных амплитуд токов и напряжений на емкости (учитывая, что разложение (6.4) содержит только нечетные синусоиды, ранжированной переменной k = 1, 2, 3… соответствуют номера гармоник  2∙k –1 = 1, 3, 5,…) :
Umk := Umk·
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[image: image44.wmf]C

)

k

(

j

×

×

-

×

×

w

1

2

1





[image: image234.wmf]y

u2

T

deg







0

1

2

3

4

5

6

7

0





0







96.057







93.037







92.026







91.519







91.216







91.013







90.868



=


Вывод массивов амплитуд напряжений – входного, на активном сопротивлении, на емкости:

Определение и вывод действующих значений напряжения источника U, тока I, напряжения на резисторе I·r, напряжения на емкости Uc:
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Определение мощностей отдельных гармоник, мощностей источника и потребителя, коэффициента мощности ( :
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Определение коэффициента искажения ki и коэффициента гармоник kg трех напряжений сети (источника, на активном сопротивлении, на емкости):
Запись мгновенных значений напряжений и тока цепи:
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Графики напряжений цепи приведены на рис. 6.7.

Комментарии к графикам рис. 6.7:

1. Высшие гармоники, имеющиеся в составе напряжения источника интенсивно проявляют себя в напряжении на активном сопротивлении (и следовательно, в кривой тока) и мало проявляются в составе напряжения на емкости.

2. Из сопоставления коэффициентов искажения видно, что кривая напряжения на емкости (ki = 0,969) искажена незначительно по сравнению с кривой тока (ki = 0,776).

3. Количественно о составе высших гармонических составляющих можно также судить по коэффициенту гармоник kg, который наиболее низок для кривой напряжения на емкости (kg = 0,248), в то время как для кривой тока его значение составляет kg = 0,631.

Вывод. Для цепи r – C характерно то, что ток (и напряжение на резисторе) как бы оттягивают на себя высокочастотные колебания, осво-бождая от них напряжение на емкости. Механическим аналогом цепи r – C можно считать демпфер (гаситель колебаний), представляющий собой упругий элемент (например, пружину) и механическое сопротивление (например, поршень). Подобные устройства широко применяются для гашения колебаний в измерительных приборах, амортизаторах и т. п.

Задача 6.7. Заданное в задаче 6.6 входное напряжение действует на последовательную цепь r = 1000 Ом и L = 3 Гн. Выполнить расчет амплитуд гармонических составляющих напряжений на активном сопротивлении и индуктивности. Построить амплитудные спектры этих напряжений, напряжения источника питания, сделать выводы относительно распределения высших гармоник.

Ответ:
100 В,   40 В,      15 В,       5 В 

напр. источника,


72,8 В,  13,3 В,   3,11 В,
   0,75 В
напр. на акт. сопр.,



68,6 В,   37,7 В,  14,7 В,
   4,94 В
напр. на инд. сопр.

Обратите внимание на то, что механическим аналогом цепи r – L является масса и механическое сопротивление, пропорциональное скорости (например, лодка или плот на воде).

Задача 6.8. В цепи рис. 6.8 на частоте основной гармоники              ω1 = 9600 с-1 имеет место резонанс токов, а на третьей гармонике наступает резонанс напряжений. Определить индуктивности катушек L1 и L2, если        r1 = 10 Ом,   r2 = 5 Ом,   С = 2,5 мкФ.
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Ответ:    L1 = 0,545 мГн;    L2 = 4,3 мГн.

Задача 6.9. Цепь рис. 6.9 настроена в резонанс напряжений на основной гармонике (f1 = 800 Гц) и не пропускает тока третьей гармоники. Определить емкости С1 и С2, токи цепи и напряжение на индуктивности, если известно: u(t) = 20∙sin(ω1t) + 10∙sin(3ω1t) В,  r1 = 50 Ом,  L = 2 мГн.

Ответы:  С1 = 17,6 мкФ;   С2 = 2,2 мкФ;

i1 = 0,4∙sin(ω1t) А,    i2 = 0,05∙sin(ω1t + 180°) А,    i3 = 0,45∙sin(ω1t) А,

uL = 4,524∙sin(ω1t + 90°) + 10∙sin(3ω1t) В.
Задача 6.10. По индуктивности протекает ток
i = 10∙sin(ωt) + 5∙sin(3ωt) + 2∙sin(5ωt) А.

Во сколько раз индуктивность, определенная по показаниям приборов (амперметра и вольтметра, показывающих действующее значение) в предположении, что ток синусоидален, больше действительного значения индуктивности?
Ответ:   в 1,81 раза.
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ЗАДАЧА 6.11. В цепи r-L (рис. 6.10,а) протекает несинусоидальный ток             i = 5 – 10sin(t + 7cos2(t + 4sin3(t A.
Определить показания амперметров (для А3 найти показание для двух положений переключателя рода тока).

Решение
1) А1 реагирует на постоянную составляющую тока, как и А3, если переключатель рода тока стоит в положении «постоянный ток» (=). В этом случае их показания одинаковы: А1  и  А3   →   I0 = 5 А. 

2)  А2 измеряет действующее значение как синусоидального, так и несинусоидального тока и его показание
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А2   →   I =
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= 10,34 А.
3) А3 при положении переключателя рода тока «переменный ток ~» за счёт входного конденсатора (рис. 6.10,б) отсекает постоянную составляющую тока, входной ток измерительного элемента теперь имеет только переменные составляющие

iВХ = -10sin(t + 7cos2(t + 4sin3(t A.
Кривая этого тока приведена на рис. 6.11. Численным методом определены моменты изменения знака тока (t1 = 36,2°, (t2 = 143,8°.
Среднее по модулю значение тока   IВХср =
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= 7,532 А.

Показание амперметра в положении рода тока (~):

А3  →   IВХср·kФ = 7,532·1,11 = 8,36 А,

где   kФ = 1,11  – коэффициент формы синусоиды.

ЗАДАЧА 6.12. При подаче на идеальную индуктивность L периодиче-ского (Т = 0,02 с) несину​соидального напряжения, состоящего из четырех гармонических составляющих (U(1) = 30 В; U(2) = 20 В; U(3) = 9 В; U(4) = 4 В), ее ток составил  I = 3,37 А.

Найти процент ошибки при определении индуктивности как частного от деления напряжения на ток и угловую частоту. Определить также мощность искажения цепи.

Ответ:  ≈ 18 %,     ≈ 39 ВА.
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ЗАДАЧА 6.13. На рис. 6.12,а изображена цепь с источником негармонического напряжения   u(t) =
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, график которого показан на рис. 6.12,б. 

Числовые данные:   Um = 20 В,

( = 1000 рад/с,

L1 = 0,004 Гн,

L3 = 0,002 Гн,

R3 = 10 Ом,

С2 = 50 мкФ.

Ограничившись пятью составляющими тригонометрического ряда, выполнить следующее:
1.  Записать уравнение мгновенного значения ЭДС, подставив значения амплитуды и частоты первой гармоники и определить действующее значение ЭДС.
2. Рассчитать действующие значения токов и записать мгновенное значение первого тока, построить его график.
3.  Вычислить коэффициент мощности цепи. Составить баланс активных и реактивных мощностей.
Решение
1. Мгновенное значение напряжения:
u(t) =
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+ 2,122·sin(3000t + 180°) + 1,592·sin(4000t + 180°) В.
2. Действующее значение напряжения:
U =
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3. Расчёт постоянной составляющей ряда:
i2(0) = 0;     i1(0) = i3(0) = U(0)/R3 = 10/10 = 1 A;   Р(0)  = U(0)·i1(0) = 10·1 = 10 Вт.

4. Расчёт гармонических составляющих выполняем по формулам:
· реактивные сопротивления:   x1(k) = k·(·L1,   x2(k)  = 1/(k·(·C2),   x3(k)  = k·(·L3;

· комплексные сопротивления цепи:      Z1(k) = j·x1(k);       Z2(k) = -j·x2(k);

Z3(k) = R3 + j·x3(k);     Z23(k) = Z2(k)·Z3(k)/(Z2(k) + Z3(k));     Z(k) = Z1(k) + Z23(k).

· комплексные амплитуды напряжения источника:  Um(1) = 6,366·e j·180°;   Um(2) = 3,183·e j·180°;  Um(3) = 2,122·e j·180°;      Um(4) = 1,592·e j·180°;

· комплексные амплитуды токов k-ой гармоники:

Im1(k) = Um(k)/Z(k);     Im2(k) = Im1(k)
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;      Im3(k) = Im1(k)
[image: image61.wmf])

k

(

)

k

(

)

k

(

Z

Z

Z

3

2

2

+

.

· комплексная мощность источника для k-ой гармоники: S(k) = ½ ·Um(k)·
[image: image62.wmf]*

I

m1(k).

Результаты расчётов по приведенным формулам сведены в табл. 6.2.

Таблица 6.2
	№ гармоники
	1
	2
	3
	4

	x1(k), Ом
	4
	8
	12
	16

	x2(k), Ом
	20
	10
	6,67
	5

	x3(k), Ом
	2
	4
	6
	8

	Z1(k), Ом
	j·4
	j·8
	j·12
	j·16

	Z2(k), Ом
	-j·20
	-j·10
	-j·6,67
	-j·5

	Z3(k), Ом
	10,2 (11,3(
	10,8 (21,8(
	11,66 (31,0(
	12,81 (38,7(

	Z23(k), Ом
	9,91 (-17,7(
	9,24 (-37,2(
	7,76 (-55,2(
	6,13 (68,0(

	Z(k), Ом
	9,49 (5,9(
	7,74 (18,2(
	7,16 (51,8(
	10,56 (77,5(

	Um(k), В
	-6,366
	-3,183
	-2,122
	-1,592

	Im1(k), А
	0,671(174,1(
	0,411(161,8(
	0,296(128,2(
	0,151(102,5(

	Im2(k), А
	0,322(-114,7(
	0,380(-145,4(
	0,345(163,0(
	0,185(-124,5(

	Im3(k), А
	0,652(145,0(
	0,353(102,8(
	0,197 (42,0(
	0,072 (4,2(

	S(k), ВА
	2,125 + j0,22
	0,62 + j0,205
	0,195 + j0,247
	0,026+ j0,117


5. Действующие значения токов получаем по формулам:   

Іq =
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мощности в отдельных ветвях цепи:    Pq = Rq·(Іq)2;   Qq(k) = (xq(k)·(Іq(k))2.
Результаты расчётов сведём в табл. 6.3 и табл. 6.4.

Таблица 6.3
	І1, А
	І2, А
	І3, А
	Р1, Вт
	Р2, Вт
	Р3, Вт

	1,17
	0,45
	1,14
	0
	0
	13,0


Таблица 6.4

	№ гармоники
	1
	2
	3
	4
	Q(

	Q1, вар
	0,9
	0,676
	0,526
	0,182
	2,284

	Q2, вар
	-1,102
	-0,722
	-0,397
	-0,086
	-2,307

	Q3, вар
	0,425
	0,249
	0,116
	0,021
	0,811


Проверяем баланс мощностей:

- активная, реактивная и полная мощности источника:

Р = Re(
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k

)

k

(

S

) = 0,789 вар;

S = U·І1 = 11,35·1,17 = 13,28 ВА.

Внимание:     S2 = 176,4 > P2 + Q2 = 168,8 BA.

- активная и реактивная мощности потребителей:

Рпотр = Р1 + Р2 + Р3 = 0 + 0 + 13 = 13 Вт;

Qпотр = Q1 + Q2 + Q3 = 2,284 – 2,307 + 0,811 = 0,788 вар.

Баланс мощностей   Р = Рпотр   и   Q = Qпотр   выполняется.

6. Мгновенное значение первого тока и его график (рис. 6.13):

i1(t) = 1 + 0,671·sin(1000·t + 174,1() + 0,411·sin(2000·t + 161,8() +
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+ 0,296·sin(3000·t + 128,2() + 0,151·sin(4000·t + 102,5() A.
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ЗАДАЧА 6.14. Напряжение

u = 50 + 200sin(ωt+45°) + 100sin(3ωt – 60°) B

подано на вход цепи рис. 6.14. Сопротивления элементов цепи токам основной гармоники, соответственно, равны   r1 = r2 = r3 = 8 Ом;   
[image: image66.wmf]1

1

C

w

= 15 Ом;  ωL2 = 3 Ом;   
[image: image67.wmf]3

1

C

w

= 15 Ом.

Определить мгновенные и действующие значения всех токов, а также  напряжений u12  и u23. Рассчитать коэффициент мощности цепи и построить график тока i1(t), если основная частота    f = 50 Гц.

Решение
Расчет произведем методом наложения по отдельным гармоникам.

1. Расчет нулевой гармоники (постоянной составляющей). Так как для нулевой гармоники  
[image: image68.wmf]1

1

C

w

= ∞, то токи этой гармоники замыкаться в цепи не смогут, а всё напряжение питания будет приложено к конденсатору С1:
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2. Расчет первой (основной) гармоники.

Определяем комплексные сопротивления ветвей и входное комплексное сопротивление цепи

[image: image70.wmf])
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= r2 + jωL2 = 8 + j3 Ом;
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Комплексные амплитуды токов и напряжений
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3. Расчет третьей гармоники.

Определяем комплексные сопротивления ветвей и входное комплексное сопротивление цепи


[image: image77.wmf])
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Комплексные амплитуды токов и напряжений
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4. Рассчитываем действующие значения токов и напряжений


[image: image84.wmf](
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Мгновенные значения токов и напряжений

i1(t) = i1(0)+ i1(1)+ i1(3) = 9,18sin(314t+90,6°)+ 6,41sin(942t+77,6°) A,
i2(t) = i2(0)+ i2(1)+ i2(3) = 7,8sin(314t+65,6°)+ 3,66sin(942t+31,6°) A,
i3(t)= i3(0)+ i3(1)+ i3(3) = 3,92sin(314t+148°)+ 4,68sin(942t+111,9°) A,
u12(t) = 
[image: image85.wmf])
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= 50 + 156,1sin(314t+28,7°)+ 60,42sin(942t+45,6°) B,
u23(t) = 
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= 66,7sin(314t+86,1°) + 44.12sin(942t+79,9º) B.
5. Определяем коэффициент мощности цепи, для чего сначала рассчитаем её активную и полную мощности

P = P(0) + P(1) + P(3) =

=
[image: image87.wmf]]
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6. График тока  i1(t)  построен на рис. 6.15. 

6.4. ТРЁХФАЗНЫе цепи несинусоидальноГО ТОКА

ЗАДАЧА 6.15. Фазное напряжение работающего вхолостую генерато-ра, соединенного звездой, содержит первую U1 и третью U3 гармоники.

1. Найти действующие значения напряжений этих гармоник по известным показаниям вольтметров фазного Uф = 125 B, и линейного напряжений  Uл = 210 B.

2. Какова погрешность расчета, если в напряжении содержится еще и 5-я гармоника, составляющая не более 10% основной?

Решение
1. Показания вольтметров, выраженные через действующие значения двух гармонических оставляющих, выражаются уравнениями:
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решая которые, получим    U1 = 121,2 В,  U3 = 30,4 В.

2. Показания вольтметров, выраженные через действующие значения трех гармонических составляющих:
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решая которые, получим    U1 = 120,6 В,  U3 = 30,4 В.

Сопоставляя этот результат с предыдущим, определяем, что погрешность измерения первой гармоники не превышает 0,5 %  (по третьей гармонике погрешность измерения отсутствует).

ЗАДАЧА 6.16. Симметричный генератор с фазным напряжением

uA((t) = 310·sin((t – 30() + 93·sin(3(t + 45() B
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питает соединённую звездой несим-метричную нагрузку с сопротивлением фаз для тока основной гармоники  ZA(1) =15 Ом, ZВ(1) = j15 Ом, ZC(1)= -j15 Ом (рис. 6.16); сопротивление нейтрали  ZN(1) = 2 + j2 Ом. Определить показания приборов электромагнитной системы для случаев:

а) рубильники S1 и S2 включены;

б) S1 выключен, а S2 включен;

в) оба рубильника выключены.

Решение

а). Рубильники включены.

1. Выполним расчёт токов и напряжений первой гармоники.

Действующие значения комплек-сов фазных напряжений генератора
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При включенном нулевом проводе напряжение смещения нейтрали UO1O  отсутствует, поэтому фазные напряжения потребителя равны фазным напряжениям источника питания и токи в проводах линии определяем по закону Ома:
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Ток основной гармоники в нулевом проводе
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2. Выполняем расчёт напряжений и токов третьей гармоники. Комплексы фазных напряжений генератора с учетом того, что третья гармоника образует систему нулевой последовательности


[image: image101.wmf]B.

 

e

,

e

e

U

U

U

U

j

j

j

)

(

Am

)

(

C

)

(

B

)

(

A

o

o

45

45

3

3

3

3

3

76

65

2

93

2

=

=

×

=

=

=

y


 Напряжение смещения нейтрали отсутствует. Токи определяем по закону Ома:
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[image: image104.wmf].
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Ток третьей гармоники в нулевом проводе
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3. Определяем показания приборов.

Линейное напряжение  генератора (показание вольтметра V1) равно  (в линейных напряжениях отсутствуют составляющие гармоник, кратных трем):                   
[image: image106.wmf].
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Фазное напряжение  UC  генератора (показание вольтметра V2) содержит все имеющиеся гармоники   
[image: image107.wmf](
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Фазное напряжение  
[image: image108.wmf]A
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  приемника (показание вольтметра V3) 
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Напряжение смещения нейтрали (показание вольтметра V4)   UO1O = 0.

Действующие значения токов в проводах 
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б). В нулевом проводе находится сопротивление  ZN .

1. Расчет напряжений и токов первой гармоники.

Определяем напряжение смещения нейтрали
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Токи в проводах линии рассчитаем по закону Ома
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Проверка:
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2. Расчет напряжений и токов третьей гармоники.

Определяем напряжение смещения нейтрали
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Токи в проводах линии рассчитаем по закону Ома
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3. Определяем показания приборов.

Линейное и фазное напряжения генератора (показания вольтметров V1 и  V2,  соответственно) останутся такими же, как и в предыдущем случае.

Фазное напряжение  
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  приемника (показание вольтметра V3) 
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Напряжение смещения нейтрали (показание вольтметра V4)
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Действующие значения токов в проводах
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в). Нулевой провод выключен.

1. Расчет напряжений и токов первой гармоники.

Определяем напряжение смещения нейтрали
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Токи в проводах линии рассчитаем по закону Ома
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Проверка:    
[image: image150.wmf].
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2. Расчет напряжений и токов третьей гармоники.

Токи в линейных проводах отсутствуют, так как для замыкания токов нулевой последовательности (токов гармоник, кратных трем) необходим нулевой провод       
[image: image151.wmf].
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Напряжение смещения нейтрали равно фазному напряжению генератора              
[image: image152.wmf]B.
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3. Определяем показания приборов.

Линейное и фазное напряжения генератора (показания вольтметров V1 и  V2,  соответственно) останутся такими же, как и в предыдущем случае.

Фазное напряжение  
[image: image153.wmf]A

U

¢

  приемника (показание вольтметра V3) 
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Напряжение смещения нейтрали (показание вольтметра V4)
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Действующие значения токов в проводах

IA = IA(1) = 25,4 A   (показание амперметра А1),

IB = IB(1) = 13,15 A    (показание амперметра А2),

IC = IC(1) = 13,15 A    (показание амперметра А3),

Ток в нулевом проводе отсутствует  IN = 0  (показание амперметра А4).

ЗАДАЧА 6.17. Решить задачу 6.16 при условии, что сопротивления фаз одинаковы: Z(1) = 15 + j10 Ом. Напряжения генератора и сопротивление в нейтральном проводе те же.

Решение

Поскольку нагрузка симметрична, то расчёт можно выполнить только для одной фазы. Напряжения и токи первой гармоники образуют симметричную систему с прямым порядком следования фаз, поэтому напряжение смещения нейтрали по первой гармонике отсутствует при любом состоянии нулевого провода, то есть при любом положении рубильников токи и напряжения первой гармоники остаются теми же. Расчётная однолинейная схема представлена на рис. 6.17,а. Напряжения и токи третьей гармоники также образуют симметричную систему, но с нулевым порядком следования фаз. В этом случае в однолинейной схеме учитывается утроенное сопротивление нейтрального провода (см. «Трёхфазные цепи. Метод симметричных составляющих»). Схема представлена на рис. 6.17,б.

Выполним расчёт первой гармоники.

Комплекс фазного напряжения источника
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Комплекс тока в линейном проводе
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Ток первой гармоники в нейтральном проводе отсутствует.

Выполним расчёт третьей гармоники для различных случаев. Комплекс фазного напряжения источника  


[image: image159.wmf]B.
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Сопротивление фазы нагрузки токам третьей гармоники

Z(3) = 15 + j3(10 = 15 + j30 = 33,54(e j63,44(  Ом.

а). Нулевой провод включен.

Сопротивление нейтрали равно нулю, напряжение смещения нейтрали отсутствует, поэтому напряжения на фазах нагрузки совпадают с напряжениями источника. В этом случае ток фазы А по закону Ома:
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 Ток в нейтрали равен сумме трёх одинаковых линейных токов:
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Находим показания приборов.

Показания вольтметров 1 и 2 будут те же, что и в задаче 6.16:

V1 ( 
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Фазное напряжение  UA(  приемника (показание вольтметра V3) при наличии нулевого провода совпадает с фазным напряжением источника, поэтому    UA( = UA = 229,6 B.

Показание четвёртого вольтметра V4 (напряжение смещения нейтрали) равно нулю.

Действующие значения токов в линейных проводах одинаковы (показания амперметров А1 ( А3):

IA =
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В нейтральном проводе (показание амперметра А4) протекает только ток третьей гармоники:   IN = IN (3) = 5,88  А.

б). В нулевом проводе находится сопротивление  ZN . Выполняем расчёт цепи по третьей гармонике.
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Отметим, что расчёт третьей гармоники можно выполнить и по традиционной методике:

- напряжение смещения нейтрали
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- токи в проводе А линии и в нейтрали по закону Ома:
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Проверка:   
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Показания приборов:  V1 ( UA = 380 B;   V2 (  UC = 229,6 B;
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в). Нулевой провод выключен.

Токи в линейных проводах отсутствуют, так как для замыкания токов нулевой последовательности (токов гармоник, кратных трем) необходим нулевой провод:      
[image: image185.wmf].
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Напряжение смещения нейтрали равно фазному напряжению генератора             
[image: image186.wmf]B.
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Показания приборов:  V1 ( UAB = 380 B;   V2 (   UC = 229,6 B;
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Действующие значения токов в проводах

A1,  A2,  A3   (   IA = IA (1) = 12,16 A.
Ток в нулевом проводе отсутствует  IN = 0  (показание амперметра А4).
ЗАДАЧА 6.18. ЭДС одной фазы симметричного трехфазного генератора, соединенного звездой,   e = 20∙sin(ωt) + 5∙sin(3ωt – 20°) B.

Нагрузка соединена тоже звездой: в фазе А – сопротивление r, в фазе В – индуктивность L и в фазе С – емкость С, причем r = ωL = 1/ωC = 2 Ом.

Определить ток в фазе А и напряжение между нейтралями нагрузки и генератора.

Ответ: 17,3∙sin(ωt) А;
14,6∙sin(ωt + 180°) + 5∙sin(3ωt – 20°) В.

ЗАДАЧА 6.19. Симметричный трехфазный генератор соединен треугольником и питает симметричную нагрузку, соединенную звездой. Ток в одной из фаз генератора (от В к А)

iBA = 100∙sin(ωt) + 20∙sin(3ωt) + 10∙sin(5ωt) А.

Определить мгновенное значение тока в фазе С нагрузки.

Рекомендация. Учитывая симметрию генератора и нагрузки, задача легко решается из векторной диаграммы (отдельно для первой и пятой гармоник). Третья гармоника тока (и напряжения) в нагрузке отсутствует. Последнее утверждение обоснуйте самостоятельно.

Ответ: iС = 173∙sin(ωt + π/2) + 17,3∙sin(5ωt – π/2), А.
ЗАДАЧА 6.20. В симметричной трехфазной цепи (рис. 6.18)

eA = 34sin(ωt) + 16sin(3ωt + 30°) B.
Параметры цепи: ωL = 2 Ом, 1/(ωС) = 24 Ом,  r1 = 12 Ом, r2 = 4 Ом. Определить токи  iA0,  iA1, iA2, iN  и показание ваттметра.


Ответы:
iA0 = 12·sin(ωt – 45°) + 4·sin(3ωt + 30°) А;

iA1 = 6·sin(ωt – 45°) А;

iA2 = 6·sin(ωt – 45°) + 4·sin(3ωt + 30°) А;

iN = 12·sin(3ωt + 30°) А;     РW  = 352 Вт.

ЗАДАЧА 6.21. Определить показания приборов электродинамической системы в трёхфазной симметричной цепи рис. 6.19, если обмотки трёхфазного трансформатора соединены в треугольник, внутреннее сопротивление его фазы для токов прямой и обратной последовательности Z1T = Z2T = j8 Ом, для тока нулевой последовательности  Z0T = j3 Ом.

Фазы симметричного приёмника также соединены в треугольник, сопротивление фазы Z = 24 – j48 Ом. Фазная ЭДС трансформатора
eA = 400
[image: image188.wmf]2

sin(t + 200
[image: image189.wmf]2

sin(2(t + 90°) + 100
[image: image190.wmf]2

sin(3(t – 90°) B.
Решение

1) Расчёт первой гармоники k = 1.
Комплексы фазных ЭДС для  k = 1  являются величинами, определяе-мыми прямым порядком чередования фаз:
EA(1) = 400 B,    EB(1) = 400e –j120° B,   EC(1) = 400e j120° B,

ZT(1) = Z1T(1) = j8 Ом,    Z(1) = 24 – j48 Ом   при соединении обмоток и трансформатора, и нагрузки в треугольник.

Расчёт симметричной цепи возможен по любой из двух приведенных схем замещения для одной фазы: рис. 6.20, когда фаза треугольника трансформатора работает на фазу треугольника нагрузки; рис. 6.21, когда фаза эквивалентной звезды активного трёхполюсника трансформатора работает на фазу эквивалентной звезды нагрузки.

В схеме рис. 6.20 сохраняются фазные токи треугольников трансформатора и нагрузки, линейное напряжение uaВ, однако в ней не отражены линейные токи исходной схемы:

IAX(1) = IAB(1) =
[image: image191.wmf])
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400
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= 8,57e j59,04° A,

UAB(1) = EA(1) – IAX(1) ZT (1)= IAB(1)·Z(1) = 8,57e j59,04°·(24 – j48) = 460e –j4,39° B.
Из векторной диаграммы токов симметричного режима определим линейные токи для прямого порядка чередования фаз

IA(1) =
[image: image194.wmf]3

IAB(1)e –j30° = 8,57
[image: image195.wmf]3

e j59,04°e –j30° = 14,84e j29,04° A,

IB(1) = IW(1) = IA(1)e –j120° = 14,84e -j90,96° A,

IC(1) = IA(1)e j120° = 14,84e j149,04° A,

составляющая показания ваттметра по 1-ой гармонике

PW(1) = Re(UBA(1)·
[image: image196.wmf])

*(

B

I

1

) = Re(-460e –j4,39°·14,84e j90,96°) = -408,4 Bт.

В схеме рис. 6.21 по сравнению с исходной рис. 6.19 сохраняется только линейный ток IA, сопротивления фаз эквивалентных соединений в звезду определяется соотношениями для пассивных трёхполюсников:

ZTY(1) =
[image: image197.wmf]3
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= 8 – j16 Ом,

EAY(1) определяется как фазное напряжение при линейном EA(1). Для прямого порядка чередования фаз из векторной диаграммы напряжений (ЭДС) получаем

EAY(1) =
[image: image200.wmf]3
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[image: image201.wmf]3

400

e –j30° B.
По схеме рис. 6.21 получаем

IA(1) =
[image: image202.wmf])
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[image: image203.wmf]16
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= 14,84e j29,04° A,

фазное напряжение

UФА(1) = IA(1)·ZY(1) = 14,84e j29,04°·17,89e –j63,43° = 265,5e –j34,39° В,
а линейное напряжение для прямого порядка чередования фаз

UАВ(1) =
[image: image204.wmf]3

UФАe j30° = 460e –j4,39° B,

что совпадает с ранее (для схемы рис. 6.20) полученными результатами.

2) Расчёт второй гармоники  k = 2.

Скорректируем сопротивления для двойной частоты:

ZT(2) = Z2T(2) = j8·2 = j16 Ом = ZT((2),   Z(2)  = 24 – j48/2 = 24 – j24 = 39,94e –j45° Ом.
Гармоники порядка  k = 2  образуют систему обратной последователь-ности. При  EA(2) = 200e j90° B  получаем

EВ(2) = EA(2)e j120° = 200e j210° B,     EС(2) = EA(2)e -j120° = 200e –j30° B.

По схеме замещения рис. 6.20

IAX(2) = IAB(2) =
[image: image205.wmf])
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UAB(2) = IAB(2)·Z(2) = 7,9e j108,43°·39,94e –j45° = 315,5e j63,43° B,
IA(2) =
[image: image207.wmf]3

IAB(2)e j30° = 7,9
[image: image208.wmf]3

e j108,43°e j30° = 13,69e j138,43° A,

IB(2) = IW(2) = IA(2)e j120° = 13,69e j258,43°  A.

Слагаемое показания ваттметра

PW(2) = Re(-UAВ(2)·
[image: image209.wmf])

*(

B

I

2

) = Re(-315,5e j63,43°·13,69e –j258,48°) = 4171 Bт.

3) Для третьей гармоники k = 3  система ЭДС – это система нулевой последовательности, для которой слагаемые за пределами треугольника трансформатора отсутствуют:   IAB(3) = 0,   UAB(3) = 0,   IС(3) = 0,   PW(3) = 0,

сопротивление фазы трансформатора для тока нулевой последовательности тройной частоты (k = 3)  ZT(3) = k·Z0T = 3·j3 = j9 Ом, ток в контуре треугольника трансформатора   IAX(3) = IBY(3) = ICZ(3) =
[image: image210.wmf])
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[image: image211.wmf]9
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= -j11,1 A.

Суммирование результатов выполним в соответствии с типом измерительных приборов.

Действующее значение фазного тока трансформатора:
IAX =
[image: image212.wmf](
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= 16,1 A – это показание амперметра A1.

Фазный ток нагрузки

IAВ =
[image: image214.wmf](
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Линейный ток

IС =
[image: image216.wmf](
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Линейное напряжение

UAB =
[image: image218.wmf](
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Показание ваттметра  PW = PW(1) + PW(2) = -408,4 + 4171 = 3763 Bт.
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A1 – магнитоэлектрической системы,


A2 – электродинамической системы,


A3 – цифровой АВО-метр, собранный на интегральной микросхеме
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Рис. 6.2. Графики функции u(t).


n = 1 – первая гармо�ника разложения (6.3);  n = 5 – сумма пяти гармо- ник разложения (6.3);  n = 50 – то же, сумма пятидесяти гармоник.
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Рис. 6.3








� Все периодические функции, которыми оперирует практическая электротехника, отвечают этим условиям.


�Гиббс – американский физик, впервые обнаруживший и исследовавший это явление (1899 г.).


� Такое напряжение наблюдается на выходе однофазного однополупериодного выпрямителя, работающего на активную нагрузку.
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