1. ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ ПОСТОЯННОГО ТОКА

1.1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Приступая к изучению линейных цепей постоянного тока, прежде всего необходимо ознакомиться с основными понятиями электрической цепи, схемы, её составными элементами, понятиями электрического тока, напряжения, электродвижущей силы (ЭДС), мощности.

Электрическая цепь – это совокупность устройств и объектов, образующих путь для электрического тока, электромагнитные процессы в которых могут быть описаны с помощью понятий электродвижущей силы, тока и напряжения.

Составные части электрической цепи можно разделить на две группы: источники электрической энергии и приёмники (нагрузка). Они соединяются между собой с помощью соединительных проводов.

Источники электрической энергии (гальванические элементы, аккумуляторы, генераторы постоянного тока и т.п.) представляют собой различные устройства, в которых происходит преобразование химической, тепловой, механической и других видов энергии в электрическую. 

Приёмники электрической энергии (реостаты, электрические двигатели, осветительные приборы и др.) – это элементы электрической цепи, в которых происходит преобразование электрической энергии в другие виды энергии (тепловую, механическую, химическую).

Активные цепи содержат в себе источники энергии, а пассивные – не содержат.

Графическое изображение электрической цепи называется схемой. Схема простейшей электрической цепи приведена на рис. 1.1.

Источники электрической энергии харак-теризуются ЭДС Е, которая может быть опреде-лена как работа сторонних сил (то есть сил, которые обусловлены неэлектро-магнитными процессами, такими как химические реакции, тепловые процессы, воздействие механических сил), затрачиваемая на перемещение единичного положительного заряда внутри источника от зажима с меньшим потенциалом к зажиму с большим потенциалом. ЭДС – скалярная величина, направление которой совпадает с направлением перемещения положительных зарядов внутри источника, то есть с направлением тока. 

Электрический ток проводимости или ток переноса есть упорядоченное движение свободных носителей электрического заряда. Такими носителями являются: в металлах – отрицательно заряженные частицы – электроны, в жидкостях и газах – как положительно, так и отрицательно заряженные ионы.

Количественно ток оценивается зарядом, проходящим через попереч-ное сечение проводника в единицу времени, то есть  i =
[image: image1.wmf]dt
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.

В случае постоянного тока   I =
[image: image2.wmf]t

q

.

В международной системе единиц (СИ) заряд выражают в Кулонах (Кл), время в секундах (с), ток в Амперах (А).
При перемещении единичного положительного заряда из т. a в т. b силами электрического поля совершается работа, равная разности потенциалов этих точек. Напомним, что потенциал произвольной точки электрического поля определяется как работа, которая совершается силами электрического поля по перемещению единичного положительного заряда из данной точки в точку с нулевым потенциалом. В качестве точки с нулевым потенциалом зачастую берётся точка, удалённая в бесконечность.

Разность потенциалов точек a и b называется напряжением между этими точками:  Uab = ( a – ( b.  В системе единиц СИ напряжение, как и ЭДС, выражают в Вольтах (В).

Напряжение представляет собой скалярную величину, которой приписывается определённое направление. Обычно под положительным направлением напряжения понимают направление от точки цепи с большим потенциалом к точке с меньшим потенциалом.

Протекание тока во внутреннем сопротивлении rв источника и в сопротивлении нагрузки r сопровождается преобразованием электрической энергии в тепловую. Скорость преобразования энергии характеризуется мощностью   p =
[image: image3.wmf]dt

dW

, где  W – энергия (Дж).

Мощность источника энергии   Рист = Е(I = Р + (Р,

здесь  Р = U(I = I 2(r  – мощность приёмника энергии,

(Р = I 2(rв        – мощность потерь внутри источника.

В  соответствии с законом сохранения энергии для рис. 1.1

Е = Uab + I(rв,    откуда    Uab = Е – I(rв.

То есть напряжение на зажимах источника отличается от ЭДС на величину внутреннего падения напряжения. При изменении сопротивления приёмника изменяется ток цепи, а следовательно, и напряжение на зажимах источника.

Зависимость напряжения на зажимах источника от тока в нём называется внешней характеристикой (рис. 1.2). Точка 1 на рис. 1.2 характеризует режим холостого хода  (ХХ), когда сопротивление приёмника r = (,  а ток цепи  IХ = 0. Очевидно, что  IХ (rв = 0,  следовательно  UabХ = UcdХ = = UХ = E.  Таким образом,  ЭДС  источника можно определить, измерив напряжение на зажимах генератора в режиме холостого хода.

Точка 2 на рис. 1.2 характеризует режим короткого замыкания источника, при котором r = 0, а следовательно, Uк = 0. Очевидно, в этом случае ток цепи (ток короткого замыкания) можно вычислить по формуле

Iк =
[image: image4.wmf]в
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Источник энергии, внутреннее сопротивление которого равно нулю (rв=0) называют идеальным источником ЭДС, а идеальный источник энергии с бесконечно большим внутренним сопротивлением (rв=() – источником тока. На рис. 1.3 приведены условные обозначения и внешние харак-теристики  идеальных источников.

Для расчёта простых цепей (или резистивных участков цепей) используют обобщённый закон Ома
I =
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где   U    – напряжение на участке цепи, направленное по току,
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 – суммарное резистивное сопротивление рассматриваемого участка,
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 – алгебраическая сумма ЭДС в ветви с вычисляемым током.

В записанном выше выражении ЭДС берут со знаком «плюс», если направление действия ЭДС совпадает с направлением тока.

При расчёте режима работы электрической цепи, как правило, требуется определить токи, напряжения и мощности на всех её участках при заданных значениях ЭДС источников и сопротивлений цепи. Такой расчёт основан на применении законов Кирхгофа, для записи которых введём понятия ветви, узла и контура.

Ветвью электрической цепи называ-ется её участок, состоящий из одного или нескольких элементов, соединённых так, что по ним проходит один и тот же ток. Такое соединение элементов называется последовательным (рис. 1.4).

Точка электрической цепи называ-ется узлом, если в ней соединены три или большее число ветвей (рис. 1.5, узел А).

Контур электрической цепи представляет собой замкнутый путь по ветвям электрической цепи, причём каждая ветвь и каждый узел на пути встречаются лишь однажды.

Для составления уравнений по законам Кирхгофа необходимо задаться положительными направлениями токов в каждой ветви.

Согласно первому закону Кирхгофа алгебраическая сумма токов в узле равна нулю. Математически:   
[image: image8.wmf]å
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= 0.     Здесь токи, направленные к узлу,

  берутся со знаком «минус», а токи, направленные от узла – с «плюсом».

Согласно второму закону Кирхгофа в любом замкнутом контуре электрической цепи алгебраическая сумма падений напряжений на отдельных участках равна алгебраической сумме действующих в этом же контуре ЭДС: 
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. Направление обхода контура выбирается произвольно, ЭДС и напряжения, направления которых совпадают с обходом контура, учитываются в уравнении со знаком «плюс», а направленные против обхода – со знаком «минус». При составлении уравнений должно соблюдаться правило, чтобы в каждом следующем контуре была хотя бы одна ветвь, не вошедшая в предыдущие контуры. Такие контуры называют независимыми. Второй закон Кирхгофа нельзя применять к контурам, содержащим источники тока.

Универсальной проверкой расчёта токов является составление баланса мощностей (БМ), который является следствием из закона сохранения энергии и гласит, что мощность источников равна мощности потребителей. По поводу составления БМ см. задачу 1.6.

1.2. РАСЧЁТ ЦЕПЕЙ ПО ЗАКОНАМ ОМА И КИРХГОФА

Задача 1.1. В цепи рис. 1.6,а определить токи при двух положениях ключа  S,  если  R1 = 4 Ом,   R2 = 1 Ом,    R3 = 2 Ом,  R4 = 6 Ом,   R5 = 6 Ом,   U = 36 В.

Решение

1. Укажем положительные направле-ния токов (рис. 1.6,а). Выполним расчёт цепи при разомкнутом ключе  S. Резисторы R2 и R3 соединены последовательно, заменяем их одним эквивалентным:

R23 = R2 + R3 = 1 + 2 = 3 Ом.

Получаем схему рис. 1.6,б.

Параллельно соединённые резисторы R23 и R4 заменяем сопротивлением

R234 = R23(R4/(R23 + R4) = 3(6/(3+6) = 2 Ом.

Получаем цепь с последовательным соединением резисторов   R1-R234-R5.
Входное сопротивление полученной цепи:

Rвх = R1 + R234 + R5 = 4 + 2 + 6 = 12 Ом.

Входной ток по закону Ома

I1 = I5 = U/Rвх = 36/12 = 3 А.

Остальные токи определяем по правилу разброса тока в параллельные ветви:

I2 = I3 = I1(R4/(R23+R4) = 3(6/9 = 2 А;
I4 = I1(R23/(R23+R4) = 3(3/9 = 1 А.

2. Выполним расчёт цепи при замкнутом ключе S (рис. 1.7,а).

В связи с неочевидностью вида соединения сопротивлений пронумеруем точки,  имеющие разные потенциалы (см. рис. 1.7,а), и перечертим  схему  в  более наглядном виде (рис. 1.7,б). Два узла обозначены цифрой «3», так как они соединены перемычкой и, следовательно, имеют одинаковый потенциал. В этой цепи резисторы R3 и R5 соединены параллельно, поэтому

R35 = R3(R5/(R3 + R5) = 2(6/(2 + 6) = 1,5 Ом.

Полученное сопротивление R35 соединено последовательно с R4:

R354 = R35 + R4 = 1,5 + 6 = 7,5 Ом.

Далее имеем параллельное соединение R354||R2:

R3542 = R354(R2/(R354 + R2) = 7,5(1/(7,5 + 1) = 0,882 Ом.

Входное сопротивление цепи:

Rвх = R1 + R3542 = 4 + 0,882 = 4,882 Ом.

Теперь вычисляем токи:
I1 = U/Rвх = 36/4,882 = 7,374 А;

I2 = I1(R354/(R354 + R2) = 7,374(7,5/8,5 = 6,506 А;

I4 = I1(R2/(R354 + R2) = 7,374(1/8,5 = 0,868 А;

I5 =I4(R3/(R3 + R5)= 0,868(2/(2 + 6) = 0,217 А;

I3 = I5 – I4 = 0,217 – 0,868 = -0,651 А.

Задача 1.2. Потенциалы узлов участка цепи рис. 1.8 измерены вольтметром V и равны:  (1 = -15 В,  (2 = 52 В,  (3 = 64 В.
Используя закон Ома и первый закон Кирхгофа определить все показанные на рисунке токи, если  R1 = 5 Ом,  R2 = 10 Ом,  R3 = 12 Ом,  Е1 = 80 В,  Е3 = 70 В.
Решение

1. В соответствии с законом Ома в обобщённой форме вычисляем:

I1 = ((1 – (2 + Е1)/R1 = (-15 – 52 + 80)/5 = 2,6 А;

I2 = ((3 – (2)/R2 = (64 – 52)/10 = 1,2 А;

I3 = ((1 – (3 + Е3)/R3 = (-15 – 64 + 70)/12 = -0,75 А.

2. По первому закону Кирхгофа находим остальные токи:

I4 = -(I1+ I3) = -(2,6 – 0,75) = -1,85 А;

I5 = I1+ I2 = 2,6 + 1,2 = 3,8 А;

I6 = I3 – I2 = -0,75 – 1,2 = -1,95 А.

ЗАДАЧА 1.3.   Для   схемы   цепи рис. 1.9 найти эквивалентные сопротивле-ния между зажимами  a и b,  c и  d,  d  и  f,  если   R1 = 6 Ом,  R2 = 5 Ом,  R3 = 15 Ом,   R4 = 30 Ом,   R5 = 6 Ом.

Ответы:        Rdf =
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Rab =  R1 +
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= 12 Ом,       Rcd =
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= 4 Ом.
ЗАДАЧА 1.4. Определить сопротивление цепи между точками a и b при разомкнутом и замкнутом контакте S (рис. 1.10) если
R1 = R2 = R3 = R4 = R5 = R6 = R7 = 10 Ом.

Ответ: при разомкнутом контакте 12,1 Ом,  при замкнутом – 8,33 Ом.

ЗАДАЧА 1.5. Определить сопротивление каждой из цепей рис. 1.11 между зажимами 1-1( при холостом ходе (точки 2 и 2( разомкнуты) и при коротком замыкании (точки 2 и 2( закорочены). Сопротивления в омах даны на схеме.

Ответы: а) R1Х = 120 Ом,  R1К = 72 Ом;   б) R1Х = 20 Ом,  R1К = 18 Ом;

в) R1Х = 838 Ом,  R1К = 200 Ом.

ЗАДАЧА 1.6. Внешняя характеристика генератора постоянного тока, снятая экспериментально по схеме рис. 1.12,а, приведена на рис. 1.12,б. Начальный участок внешней характеристики достаточно точно описывается уравнением прямой линии  U = 110 – 0,25(i,  где  U[B],  I[A].

Номинальный ток генератора  iНОМ = 40 А,  настройка максимальной токовой защиты  imax = 60 А,  реальный ток короткого замыкания  iКЗ = 200 А.

Построить схемы замещения генератора и найти их параметры.

Решение

ЭДС генератора E = Uх = 110 В, внутреннее сопротивление генератора rв = 0,25 Ом, расчётный ток короткого замыкания для рабочего участка внешней характеристики  Jk =
[image: image14.wmf]B
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= 440 А.  Схема замещения генератора с последовательным включением источника ЭДС  E = 110 В и сопротивления  rв = 0,25 Ом  приведена на рис. 1.13,а; схема с параллельным включением источника тока  и сопротивления  приведена на рис. 1.13,б.

Для последовательной схемы замещения в соответствии со ІІ законом Кирхгофа получаем   i(rH + i(rв = Е.

Умножим всё это выражение на ток цепи  i  и получим

i 2(rH + i 2(rв = Е(i.                (1.1)

В соответствии с законом Джоуля-Ленца

i 2(rH = РH  – мощность, потребляемая нагрузкой,

i 2(rв = (Рв   –   мощность,  рассеиваемая  в  виде  тепла  во  внутреннем сопротивлении генератора,

Е(i = РГ   – мощность, развиваемая генератором (источником ЭДС).

Выражение (1.1) отражает одно из основных свойств электрической це-пи: суммарная генерируемая источниками энергии мощность равна суммар-ной мощности потребителей цепи. Это свойство можно сформулировать так: для электрической цепи выполняется баланс мощностей.

Для параллельной схемы замещения в соответствии с рис. 1.13б на основании І закона Кирхгофа получаем   i + iв = Jk .          (1.2)

Для этой схемы напряжение на зажимах источника тока Uk и на зажимах сопротивлений U одинаковы. Умножим полученное выражение (1.2) на  Uk = U  и получим:  U(i + U(iв = Uk(Jk .

Но по закону Ома  U = i(rH,  U = iв(rв  и мы приходим к выражению баланса мощностей для схемы с источником тока:

i 2(rH + i 2(rв = РГ = Uk(Jk .                 (1.3)

ЗАДАЧА 1.7. Для электрической цепи рис. 1.14 заданы сопротивления  r1 = 100 Ом,  r2 = 150 Ом,  r3 = 50 Ом  и напряжение  U = 150 B. Рассчитать токи при разомкнутом рубильнике S. Как изменятся токи, если рубильник будет замкнут?

Решение

При разомкнутом рубильнике S токи сопротивлений рассчитаем по закону Ома:  i3 = 0, так как рубильник разомкнут;

i1 =
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ток на входе параллельного соединения найдём в соответствии с І законом Кирхгофа      i = i1 + i2 + i3 = 1,5 + 1 + 0 = 2,5 A.

При замкнутом рубильнике токи

i1 =
[image: image20.wmf]1

r

U

=
[image: image21.wmf]100

150

= 1,5 A  – имеет прежнее значение,

i2 =
[image: image22.wmf]2
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= 1,0 A  – также не изменится,

i3 =
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Ток общей части схемы изменится:   i = i1 + i2 + i3 = 1,5 + 1 + 3 = 5,5 A.

ЗАДАЧА 1.8. Для приведенной на рис. 1.15 схемы известны показания приборов: вольтметр  V   показывает  120 В,  ваттметр  W  имеет показание 240 Вт.  Известны сопротивления  r1 = 16 Ом,  r2 = 40 Ом.  Определить токи, сопротивление r3, напряжение U.  Проверить баланс мощностей.

Решение

Вольтметр V измеряет напряжение   U23 = 120 В   на участке с параллельным соединением сопротивлений  r2  и  r3. По закону Ома ток   i2 =
[image: image26.wmf]2
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Ваттметр измеряет мощность, потребляемую сопротивлением r3

P3 = i32(r3 = U23(I3,

поэтому  i3 =
[image: image28.wmf]23
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Ток сопротивления  r1  и источника питания в соответствии с І законом Кирхгофа   i1 = i2 + i3 = 3 + 2 = 5 A. 
В  соответствии  со  ІІ  законом  Кирхгофа,  записанным  для  контура r1-r2-U,  напряжение на входе схемы рис. 1.15

U = i1(r1 + U23 = 5(16 + 120 = 200 В.

Мощность генератора  Pг = U(i1 = 200(5 = 1000 Вт.

Суммарная мощность потребителей

( Pп = i12(r1 + i22(r2 + i32(r3 = 52(16 + 32(40 + 22(60 = 400 + 360 + 240 = 1000 Вт.
Так как баланс мощностей Pг = ( Pп выполняется, задача решена верно.

ЗАДАЧА 1.9. В схеме рис. 1.16 ток   i4 = 8 A   измерен амперметром магнитоэлектрической системы. Часть параметров схемы известна:
E1 = 120 В,  E4 = 80 В,   E5 = 6 В,  r2 = r4 = 6 Ом,  r3 = r5 = 2 Ом,   r6 = 3 Ом. 

Определить остальные токи, найти сопротивление r1. Для наружного контура построить потенциальную диаграмму.

Решение

В соответствии со ІІ законом Кирхгофа для право-го контура схемы имеем

i4(r4 + i3(r3 = Е4,  откуда
i3 =
[image: image32.wmf]3
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По І закону Кирхгофа для узла  a  получаем  i3 – i5 – i4 = 0,

для узла  b                    i6 + i4 – i3 = 0,

откуда    i5 = i6 = i3 – i4 = 16 – 8 = 8 A.

По ІІ закону Кирхгофа для среднего контура схемы имеем

i6(r6 – i2(r2 + i5(r5 + i3(r3 = -Е5,   откуда
i2 =
[image: image34.wmf]2
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По І закону Кирхгофа для узла  d
i1 = i2 + i6 = 13 + 8 = 21 A.

На основании ІІ закона Кирхгофа для левого контура схемы имеем

i2(r2 + i1(r1 = Е1,  откуда  r1 =
[image: image36.wmf]1

2

2

1

I

r

I

E

-

=
[image: image37.wmf]21

6

13

120

×

-

= 2 Ом.

Потенциальная диаграмма контура схемы есть график изменения по-тенциала в зависимости от сопротивлений, входящих в контур. В наружном контуре проставим недостающие точки  n, m, p  так, чтобы каждый элемент был ограничен двумя точками. Примем потенциал одной из точек равным нулю, например,  (d = 0. Зададимся направлением обхода контура, например, по часовой стрелке и рассчитаем потенциалы следующих за d точек:

( m = ( d – i1(r1 = 0 – 21(2 = -42 B;    ( c = ( m + Е1 = -42 + 120 = 78 B;

( n = ( c – Е5 = 78 – 6 = 72 B;            ( a = ( n – i5(r5 = 72 – 8(2 = 56 B;

( p = ( a + i4(r4 = 56 + 8(6 = 104 B;    ( b = ( p – Е4 = 104 – 80 = 24 B;

( d = ( b – i6(r6 = 24 – 8(3 = 0.

Среди потенциалов точек  max = 104 B,   min = -42 B,  суммарное сопротивление элементов, входящих в рассматриваемый контур

(r = r1 + r5 + r4 + r6 = 2 + 2 + 6 + 3 = 13 Ом.

С учётом этого выбираем масштабы по осям. Потенциальная диаграмма контура приведена на рис. 1.17.


ЗАДАЧА 1.10. Для схемы рис. 1.18 известны    r2 = 4 Ом,     r3 = 10 Ом,     r4 = 10 Ом,      r6 = 5 Ом,  i4 = 2 A,   i3 = 1 A,   мощность, выделя-емая в сопротивлении   r5   составляет  20 Вт.

Определить r5, E1, E2, найти остальные токи, проверить баланс мощностей.

Ответы: r5 = 20 Ом,  E1 = 30 В,  E2 = 52 В,  i1 = -1 A,    i2 = 3 A,    i5 = 1 A,

i6 = 2 A,   (Pг = ( Pп = 126 Вт.

ЗАДАЧА 1.11. В цепи рис.1.19 заданы: ток в сопротивлении r3 - I3 = 2 A, в сопротивлении  r1 -   I1 = 1 A;  сопротивления цепи:   r1 = 10 Ом,    r2 = 4 Ом,     r3 = 10 Ом, r4 = 5 Ом; мощность, выделяемая в сопротивлении r5 равна 20 Bт. Определить r5,  E1  и  E2.

Ответы:  r5 = 20 Ом,  E1 = 30 B,  E2 = 52 B.

ЗАДАЧА 1.12. Для электрической цепи рис. 1.20 определить напряжение сети  U,   сопротивление  r3,   ЭДС  E5,   ток  I,   если:   r1 = 4 Ом,  r2 = 3 Ом,   r4 = 3 Ом,   r5 = 1 Ом,   r6 = 4 Ом,    r7 = 3 Ом,    I3 = 5 А;     I5 = 1 A;  I6 = 2 А.  Проверить баланс мощностей.

Ответы: r3 = 2 Ом,    E5 = 9 B,   I = 4 А,  (Pг = ( Pп = 213 Вт.

1.3. МЕТОД УРАВНЕНИЙ КИРХГОФА

В рассматриваемом ниже подразделе рассматривается применение законов Кирхгофа для решения задачи расчёта произвольной электрической цепи в классической постановке: для заданной схемы с известными параметрами (ЭДС и токи источников, сопротивления приёмников энергии) требуется рассчитать токи.

Рекомендуемый порядок расчёта электрической цепи:

1. Производится анализ цепи, то есть определяется количество узлов «У», ветвей «В», количество особых ветвей (ветви с нулевым сопротивлением «В0», ветви с известным током «ВТ»), выбираются произвольные направления неизвестных токов ветвей.

2. Записывается система из NI = У-1 линейно независимых уравнений по I закону Кирхгофа для всех кроме одного любого узлов.

3. Недостающее количество линейно  независимых  уравнений  записы-

вается на основании II закона Кирхгофа для независимых контуров, не содержащих источники тока:  NII = В-(У-1)-ВТ.
4. Решают систему  N = NI + NII  уравнений и определяют величины токов.

5. Правильность решения проверяют составлением баланса мощностей: Рист = Рпр,  то есть  ( E(I + ( Jk(Uk = ( I 2(r.

Напряжение  на зажимах источника тока определяется по II закону Кирхгофа, а относительная погрешность по балансу мощностей не должна превышать 3(5%.

ЗАДАЧА 1.13. Методом уравнений Кирхгофа рассчитать токи в схеме рис. 1.21 при следующих параметрах: J = 3 A,  E = 30 B,  r1 = 10 Ом, r2 = 5 Ом.

Решение

Произвольно выбранные направления токов  I1 и  I2, а также напряжение на зажимах источника тока  Uk  указаны на схеме.

1) Анализ цепи:  узлов -  У = 2;  ветвей -  В = 3; ветвей с известным током -  ВТ = 1.

Количество уравнений по I закону Кирхгофа: NI = У – 1 = 1;

количество уравнений по II закону Кирхгофа: NII = В – NI – ВТ = 1.

2) Система расчётных уравнений имеет вид:

I1 + I2 – J = 0,

I2(r2 – I1(r1 = E.

3) После подстановки чисел и переноса известных в правую часть уравнений имеем:          I1 + I2 = 3,

-10(I1 + 5(I2 = 30.

Умножим первое уравнение системы на «10» и сложим со вторым уравнением системы. Получим:   15(I2 = 60,  откуда  I2 = 4 A.

Из первого уравнения находим:   I1 = 3 – I2 = 3 – 4 = -1 A.

4) С помощью второго закона Кирхгофа для контура, включающего  Uk и  r2,  получаем:   Uk – I2(r2 = 0;   Uk = I2(r2 = 4(5 = 20 В.

5) Составим баланс мощностей

Uk(J – Е(I1 = I12(r1 + I22(r2;

20(3 – 30((-1) = 12(10 + 42(5  или   90 (Вт) = 10 + 80 (Вт).

Относительная погрешность составляет 0%, так как все вычисления выполнены без округлений.

ЗАДАЧА 1.14. Методом уравнений Кирхгофа рассчитать токи в схеме рис. 1.22,а при следующих параметрах:
J1 = 10 А,   E2 = 100 B,   E6 = 300 B,  r3 = r4 = r5 = r6 = 20 Ом.

Решение

На схеме указаны произвольно выбранные направления
Uk,  I2,  I3,  I4,  I5,  I6.

Для этой схемы количество ветвей с неизвестными токами B = 5, коли-
чество узлов  У = 4.

Уравнения, записанные по I закону Кирхгофа для узлов «1», «2», «3», соответственно, имеют вид:

 J1 – I2 + I6 = 0;        I3 + I5  – J1 = 0;       -I3 – I4 – I6 = 0.                (1.4)

Для составления линейно независимых уравнений по II закону Кирх-гофа воспользуемся направленным графом электрической цепи рис. 1.22,б. Этот граф построен с учётом одной особенности исходной электрической цепи: схема имеет ветвь с источником тока J1, внутреннее сопротивление которого  rв = (  и ЭДС  Ев = (.  По этой причине для главного контура  невозможно записать уравнение по II закону Кирхгофа вида     ( I(r = ( Е,

так как оно становится неопределённым:   I5(r5 + J1(rв = E2 + Eв
или     I5(r5 + ( = E2 + (.

При этом необходимо помнить, что бесконечности, стоящие в разных частях уравнения можно объединить в левой части приведенного уравнения, и их разность даст конечное число Uk, что следует из уравнения, записанного по II закону Кирхгофа для контура, включающего напряжение  Uk = -Eв + J1(rв вместо внутренней цепи источника тока:   I5(r5 + Uk = E2.

Таким образом, указанный контур используется для определения напряжения  Uk = E2 – I5(r5  на зажимах источника тока, а для составления уравнений для расчёта неизвестных токов ветвей используем главные контуры с неизвестными токами ветвей связи, обходя их в направлении токов ветвей связи.

Для контура с ветвями 3, 4, 5 получаем     I3(r3 – I4(r4 –  I5(r5 = 0,      (1.5)

для контура с ветвями  6, 4, 2                      I6(r6 – I4(r4 = -E6 + E2.      (1.6)

Система расчётных уравнений (1.4), (1.5), (1.6) включает 5 уравнений. Уменьшим число уравнений в системе, используя метод подстановки. Для этого из уравнений (1.4) выразим токи ветвей дерева графа через токи ветвей связи:       I2 = J1 + I6;        I5  = J1 – I3;      I4 = -I3 – I6.

Полученные выражения подставим в (1.5) и (1.6) и приведём подобные. Получим        I3((r3 + r4 + r5) + I6(r4 – J1(r5 = 0,                                      (1.7)

I6((r6 + r4) + I3(r4 = -E6 + E2.                                             (1.8)

Подставим числа в полученную систему и перенесём известное  J1(r5  в правую часть (1.7):         60(I3 + 20(I6 = 200,

20(I6 + 40(I3 = -200.

Решим эту систему методом Крамера. Определитель системы
( =
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Токи ветвей связи       I3 =
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Токи ветвей дерева     I2 = J1 + I6 = 10 – 8 = 2 A,

I4 = -I3 – I6 = -6 – (-8) = 2 A,

I5  = J1 – I3 = 10 – 6 = 4 A.     

Напряжение на зажимах источника тока

Uk = -E2 + I5(r5 = -100 + 4(20 = -20 B.

Баланс мощностей        Uk(J1 + E2(I2 – E6(I6 = I32(r3 + I42(r4 + I52(r5 + I62(r6.

-20(10 + 100(2 - 300((-8) = 62(20 + 22(20 + 42(20 + 82(20,

2400 Вт = 20((36 + 4 16 + 64) = 20(120 = 2400 Вт.
Баланс мощностей сошёлся, задача расчёта токов решена верно.

Заметим, что использованный метод подстановки для уменьшения числа уравнений в системе используется для обоснования метода контурных токов (МКТ).

ЗАДАЧА 1.15. Мостовая схема рис. 1.23,а питается от реального источника электрической энергии, ЭДС которого  E = 400 B,  а внутреннее сопротивление  r = 10 Ом. Сопротивления плеч моста  r1 = 20 Ом,  r2 = 40 Ом, r3 = 60 Ом, r4 = 30 Ом. Мост нагружен приёмником, сопротивление которого r5 = 30 Ом.
Рассчитать токи в схеме методом уравнений Кирхгофа.

Решение

Выбираем произвольные направления токов в ветвях схемы и строим граф цепи (рис. 1.23,б). В этом графе ветви 3, 4, 5 выбраны в качестве ветвей дерева, ветви 1, 2, 0 являются ветвями связи, контуры 1-5-3, 2-4-5, 0-3-4 являются главными.

Количество неизвестных токов   В = 6,  количество узлов  У = 4, количество главных (независимых) контуров   К = 3.

Система уравнений Кирхгофа для расчёта токов

Узел  1:           I3 + I1  – I0 = 0;                                         (1.9)

2:           I0 – I2  – I4 = 0;                                         (1.10)

3:           I2 – I5  – I1 = 0;                                         (1.11)

Контур  I:        I1(r1 – I5(r5 – I3(r3 = 0;                             (1.12)

II:      I2(r2 – I4(r4 + I5(r5 = 0;                             (1.13)

III:     I0(r0 + I3(r3 + I4(r4 = E.                             (1.14)

Для уменьшения количества уравнений в системе воспользуемся способом подстановки: из (1.9), (1.10), (1.11) выразим токи ветвей дерева через токи ветвей связи и подставим в (1.12), (1.13), (1.14). Получим систему из трёх уравнений:

I1((r1 + r5 + r3) – I2(r5 – I0(r3 = 0,

I2((r2 + r4 + r5) – I1(r5 – I0(r4 = 0,                         (1.15)

I0((r + r3 + r4) – I1(r3 – I2(r4 = E.                                             

Система с числовыми значениями:

110(I1 – 30(I2 – 60(I0 = 0,

-30(I1 + 100(I2 – 30(I0 = 0,

-60(I1 – 30(I2 + 100(I0 = 400.

По методу Крамера
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Токи ветвей связи      I1 =
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Токи ветвей дерева   I3 = I0 – I1 = 9,12 – 6,23 = 2,89 A;

I4 = I0 – I2 = 9,12 – 4,605 = 4,52 A;

I5  = I2 – I1 = 4,605 – 6,23 = -1,63 A.       

Баланс мощностей       E(I0 =
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(РГ = 3648 Вт;    (РП = 3648 Вт.
Баланс мощностей сошёлся. Задача решена верно.

ЗАДАЧА 1.16. Рассчитать токи во всех ветвях цепи, представленной на рис. 1.24, если:
E1 = 100 B, E2 = 50 B, r1 = r2 = 10 Ом, r3 = 20 Ом.

Ответы:  I1 = 4 A;   I2 = -1 A;   I3 = 3 A.

ЗАДАЧА 1.17. В схеме рис. 1.25 определить токи во всех ветвях с применением законов Кирхгофа, если  E1 = 100 B,   E2 = 50 B,   J = 5 A;
r1 = r2 = 10 Ом,      r3 = 20 Ом.

Ответы:   I1 = 6 A;   I2 = 1 A;   I3 = 2 A.

ЗАДАЧА 1.18. Определить токи по законам Кирхгофа в ветвях схемы (рис. 1.26) и проверить баланс мощностей, если:   E1 = 120 B,    E2 = 60 B, J = 4 A;   r1 = r2 = 20 Ом, r3 = 5 Ом, r4 = 15 Ом. 

Ответы:   I1 = 2 A;   I2 = -1 A;   I3 = 1 A,
I4 = 5 A,   P = 480 Bт.

ЗАДАЧА 1.19. Определить токи в ветвях мостовой схемы (рис. 1.27), если известны параметры цепи:
Е = 4,4 В,  r1 = 20 Ом,   r2 = 60 Ом,  r3 = 120 Ом,  r4 = 8 Ом,  r5 = 44 Ом.

Ответы:   I = 0,2 А;  I1 = 0,156 А; I2 = 0,044 А;
I3 = 0,004 А;  I4 = 0,16 A;   I5 = 0,04 А.

1.4. МЕТОД КОНТУРНЫХ ТОКОВ (МКТ)

Этот метод позволяет уменьшить число расчётных уравнений в системе уравнений Кирхгофа (N = NI + NII) до числа уравнений, записанных только по II закону Кирхгофа (до числа главных (независимых) контуров схемы).
Рекомендуемый порядок расчёта:

1). Составляется направленный граф электрической цепи и формируются независимые контуры. При этом ветви с известными токами (ветви с источниками тока) не могут быть ветвями дерева, а лишь ветвями связи.

2). Полагают, что в независимых контурах циркулируют контурные токи, направление которых совпадает с направлением токов ветвей связи. При этом часть контурных токов становятся известными в соответствии с п.1 данных рекомендаций.

3). Для контуров с неизвестными контурными токами составляются контурные уравнения по II закону Кирхгофа. Таким образом, количество уравнений по МКТ следующее:  NМКТ = В – (У-1) – ВТ.

4). Решается система контурных уравнений.

5). Токи в ветвях определяют путём алгебраического суммирования контурных токов в соответствии с принципом наложения.

6). Проверка выполняется составлением баланса мощностей или расчётом токов иным методом.
ЗАДАЧА 1.20. Для схемы рис. 1.16 известны:   E1 = 120 B,    E4 = 80 B, E5 = 6 B,   r1 = r3 = r5 = 2 Ом,    r2 = r4 = 6 Ом,    r6 = 3 Ом,  а также измеренный ток   I4 = 8 A.   Найти остальные токи методом контурных токов (МКТ) и проверить баланс мощностей.

Решение

Для наглядности расчётов представим граф (рис. 1.28) рассчитываемой схемы рис. 1.16, приняв ветвь №4 с известным током  за ветвь связи. Контурный ток контура iIi, таким образом, становится известным: IiIi = I4 = 8 A.

Неизвестные контурные токи  iI=i1,  iII=i5.

Контурные уравнения для контуров:

I1((r1 + r2) – I5(r2 = E1,

I5((r5 + r3 + r6 + r2) – I1(r2 + I4(r3 = -E5.

После подстановки чисел и переноса слагаемого   I4(r3 = 8(2 = 16 B   в правую часть второго контурного уравнения система уравнений приобретает вид:

8(I1 – 6(I5 = 120,         
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-6(I1 + 13(I5 = -22,

откуда  8,5(I5 = 68;   I5 = 8 A;   I1 = 21 A.

I2 = I1 – I5 = 21 – 8 = 13 A;    I6 = I5 = 8 A;    I3  = I5 + I4 = 8 + 8 = 16 A.       

Уравнение баланса мощностей
E1(I1 – E5(I5 + E4(I4 = I12(r1 + I22(r2 + I32(r3 + I42(r4 + I52(r5 + I62(r6,
120(21 – 6(8 + 80(8 = 212(2 + 132(6 + 162(2 + 82(6 + 82(2 + 82(3,

3112 Вт = 3112 Вт.
Баланс мощностей сошёлся, задача решена верно.

ЗАДАЧА 1.21. Параметры схемы рис. 1.29,а заданы:
J1 = 4 A,   E1 = 160 B,   E2 = 100 B,   E5 = 12 B,   E6 = 60 B,
r1 = 50 Ом,   r3 = 40 Ом,   r4 = 60 Ом,   r5 = 30 Ом,   r6 = 20 Ом.
Рассчитать токи МКТ.
Решение
Произвольно выбранные направления токов в ветвях схемы указаны на рис. 1.29,а (по постановке задачи 1.21 этих направлений нет). Обращаем внимание на наличие в схеме двух идеальных (особых) ветвей.

Первая содержит источник тока J1, который не зависит от параметров цепи E1, E2, r1, r3, E5, E6 и т.д. Для нормальной работы источника тока требуется единственное: наличие пути для замыкания тока при любых преобразованиях схемы или её изменениях путём отключения части ветвей или подключения новых ветвей.

Сопротивление первой ветви  rв1 = r1 + rИТ = 50 + ( = (,  где  rИТ = ( - теоретическое значение внутреннего сопротивления идеализированного источника энергии, называемого источником тока,

проводимость этой ветви                  gв1 =
[image: image59.wmf]1
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=
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Вторая ветвь схемы содержит только идеализированный источник ЭДС с внутренним сопротивлением  rЭДС = 0, поэтому сопротивление второй ветви rв2 = 0,  а проводимость   gв2 =
[image: image61.wmf]2
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Ранее было сказано, что ветвь с источником тока обязательно должна быть ветвью связи, что учтено при составлении графа схемы рис. 1.29,б.

Так как при использовании МКТ в контурных уравнениях появляются слагаемые  (I(r,  где r – сопротивления общей между контурами ветви, то имеет практический смысл включить ветвь только с идеальным источником ЭДС в число ветвей дерева, когда произведение  I(r = 0,  так как  r = 0.  Это также учтено при составлении графа схемы.

Таким образом, для приведенной схемы получено 3 контурных тока, один  из которых замыкается по ветвям   1-6-5   и равен току источника тока II = J1 = 4 A.

Второй контурный ток III = I3 замыкается по ветвям 3-2-5-6 и неизвес-тен. Третий контурный ток  IIII = I4,  замыкающийся по ветвям 4-2-5, также неизвестен.

Контурные уравнения для неизвестных контурных токов (с учётом r2=0)

III((r3 + r5 + r6 ) + IIII(r5 – J1((r6 + r5 ) = -E2 – E5 + E6,

IIII((r4 + r5) + III(r5 – J1(r5 = -E2 – E5.

С числовыми значениями:

90(III + 30(IIII = 40,

30(III + 90(IIII = -100,   откуда   240(III = 220,    III = 0,917 A,    IIII = -1,417 A.

Токи ветвей схемы
I3 = III = 0,917 A,    I4 = IIII = -1,417 A,    I2 = -III – IIII = -0,917 + 1,417 = 0,5 A,

I5 = -III – IIII + II = -0,917 + 1,417 + 4 = 4,5 A,

I6 = II – IIII = 4 – 0,917 = 3,083 A.

Напряжение на зажимах источника тока  найдём с помощью II закона Кирхгофа для контура с ветвями 1-3-2:

Uk – I3(r3 – I1(r1 = E1 + E2,

откуда   Uk = E1 + E2 + I1(r1 + I3(r3 = 160 + 100 + 4(50 + 0,917(40 = 496,7 B. 

Уравнение баланса мощностей:

Uk(J1 – E1(I1 + E2(I2 + E5(I5 – E6(I6 = I12(r1 + I32(r3 + I42(r4 + I52(r5 + I62(r6.

Суммарная мощность источников питания (генераторов)

( PГ = 496,7(4 – 160(4 + 100(0,5 + 120(4,5 – 60(3,083 = 1752 Вт.

Суммарная мощность потребителей

( PП = 42(50 + 0,9172(40 + 1,4172(60 + 4,52(30 + 3,0832(20 = 1798 Вт.

Среднее значение мощностей

( PСР =
[image: image62.wmf]2
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Отклонение (абсолютная погрешность)

(Р = |( PГ – ( PСР| = |( PП – ( PСР| = 1798 – 1755 = 23 Вт.

Относительная погрешность вычислений

( % =
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что значительно меньше допустимых 3%. Следовательно, задача решена верно.
ЗАДАЧА 1.22. Методом контурных токов рассчитать состояние мостовой схемы рис. 1.30, питаемой от источника тока J = 80 мА, если
r1 = 2 кОм,    r2 = 4 кОм,   r3 = 8 кОм,   r4 = 6 кОм,   r5 = 3 кОм.
Проверить баланс мощностей.

Ответы:  I1 = 61 мА,   I2 = 51 мА,   I3 = 19 мА,   I4 = 29 мА,

I5 = 10 мА,   (P = 26,08 Bт.

ЗАДАЧА 1.23. Параметры схемы рис. 1.31 известны: J = 5 A, E1 = 30 B, E2 = 70 B,  E3 = 10 B,   E4 = 20 B;  r1 = 10, r2 = 10, r4 = 5, r5 = 15,  r6 = 5, r7 = 20. Все сопротивления заданы в Ом. Методом контурных токов рассчитать  токи в схеме и проверить баланс мощностей.

Ответы:  I1 = 1 А,   I2 = 4 А,   I3 = 3 А,   I4 = 4 А,  I5 = 2 А;   I6 = 2 А,

I7 = 3 А,   (P = 510 Bт.

ЗАДАЧИ 1.24 и 1.25. Решить задачи 1.17 и 1.18 МКТ.

ЗАДАЧА 1.26. МКТ определить все токи в схеме рис. 1.32, если   E = 100 B,   J1 = J2 = 2 A,
r1 = r3 = 10 Ом,   r2 = r4 = 40 Ом.

Ответы:  I1 = 1 А,   I2 = 3 А,   I3 = 1 А,   I4 = 1 А.  
1.5. МЕТОД УЗЛОВЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ (МУП)

Этот метод позволяет уменьшить число расчётных уравнений от количества В-ВТ (число ветвей с неизвестными токами) до количества (У-1), то есть до числа уравнений, записанных только по I закону Кирхгофа при использовании метода уравнений Кирхгофа.

В рассматриваемом методе  (МУП)  сначала составляется система урав-

нений для расчёта потенциалов узлов схемы. Так как потенциал электрического тела определяется с точностью до постоянной величины, то потенциал одного из узлов схемы всегда можно принять равным любому числу (лучше всего нулю, так как при этом упрощаются и уравнения и вычисления). Этот узел принято называть базисным и при дальнейших расчётах принято, что  ( Б = 0.

Для каждого из узлов схемы с неизвестным потенциалом составляется узловое уравнение. Для узла а, потенциал которого (а, узловое уравнение имеет вид:
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Здесь  ( b,  ( c  – потенциалы узлов схемы, часть которых может быть известна, а остальные и не известны;
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 – собственная проводимость узла а, сумма проводимостей ветвей, непосредственно примыкающих к узлу а, для которого и записывается узловое уравнение;
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 – взаимная проводимость узлов  а  и  q,  сумма проводимостей ветвей, находящихся непосредственно между узлами  а  и  q  (для  этих ветвей  а  и  q   – конечные точки);
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 – алгебраическая сумма токов короткого замыкания ветвей с источниками ЭДС, объединённых узлом а, причём слагаемое  Eg  берётся со знаком «+», если ЭДС ветви направлена к узлу а;
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 – алгебраическая сумма токов источников токов ветвей, объединённых узлом а, причём ток  J  берётся со знаком «+», если он направлен к узлу а.

Рекомендуется следующий порядок расчёта токов по МУП:

1. Выбирают произвольные направления токов в ветвях схемы.

2. Выбирают базисный узел и принимают его потенциал равным нулю (Б = 0.

3. Для узлов с неизвестными потенциалами составляют и решают узловые уравнения.

4. По закону Ома рассчитывают токи ветвей.

5. Проверяют правильность решения задачи (в общем случае по выполнению баланса мощностей).

ЗАДАЧА 1.27. Определить токи в задаче 1.13 МУП.

Решение

В схеме рис. 1.21 имеется всего 2 узла. Примем  ( b = 0.  Узловое урав-нение для узла  а  принимает вид:
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Подставив числа, получаем   ( а(
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   или    ( а(3 = 60,

откуда  ( а = 20 B.

Токи:    I1 =
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Проверка правильности решения по закону Кирхгофа: выполняется ли для узла  а    J = I1 + I2? 

3 = -1 + 4.  Да, выполняется. Значит, задача решена верно.

ЗАДАЧА 1.28. Рассчитать токи мостовой схемы задачи 1.15 МУП.

Решение

Примем узел «2» за базисный, положив ( 2 = 0.

Для узлов с неизвестными потенциалами  ( 1, ( 3, ( 4  составим систему узловых уравнений:

( 1(
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Подставим числа        ( 1(
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Или      ( 1(10 – ( 3(6 – ( 4(3 = 2400,

-( 1(12 + ( 3(19 – ( 4(3 = -4800,

-( 1(6 – ( 3(3 + ( 4(13 = 0.

Определители:    ( =
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Потенциалы узлов:  ( 1 =
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По закону Ома рассчитаем токи в ветвях мостовой схемы:
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Полученные значения токов совпали с ранее вычисленными по методу уравнений Кирхгофа.

ЗАДАЧА 1.29. Рассчитать токи задачи 1.21 МУП.

Решение

В приведенной задаче есть ветвь №2, сопротивление которой  r2 = 0, а проводимость g2 = (. Поэтому для узлов «1» и «4», которые являются конеч-ными точками ветви №2, узловые уравнения получаются вырожденными, из которых следует, что  ( 4 – ( 1 = E2.

Примем потенциал узла «1»   ( 1 = 0, тогда   ( 4 = E2 = 100 B.

Для узлов с неизвестными потенциалами составляем систему узловых уравнений:
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После подстановки чисел и переноса известных величин ( 4(r3-1 и ( 4(r4-1 в правые части уравнений системы получаем:
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откуда    ( 3 = 15 В,   ( 2 = 136,7 В.

Токи ветвей схемы рис. 1.30 рассчитываем по закону Ома:
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 – неопределённость, которая раскры-вается с помощью I закона Кирхгофа, например, для узла «1»:

I2 = I5 – I1 = 4,5 – 4 = 0,5 А.

Полученные значения совпадают с ранее вычисленными по МКТ, поэтому баланс мощности не проверяется.

ЗАДАЧА 1.30. Рассчитать токи в схеме рис. 1.33 методом узлового напряжения, если: E1 = 120 B,  E2 = 80 B, J5 = 8 A, r1 = 20 Ом, r2 = 40 Ом, r3 = 25 Ом, r4 = 15 Ом, r5 = 80 Ом. Проверить баланс мощностей.

Решение

Выбираем произвольные направления токов в ветвях схемы I1, I2, I3, Iab, Idc, напряжения на зажимах источника тока  Uk  и напряжения Uad. Заметим, что в рассматриваемой схеме сопротивления проводов на участках  ab  и  cd  равны нулю -  rab = rcd = 0, поэтому при любых токах в перемычках Iab,  Idc  напряжения на них отсутствуют –  Uab = Iab(rab = Udc = Idc(rcd = 0,   следова-тельно,  ( a = ( b,  ( d = ( c   и рассматриваемая схема имеет только два различ-ных потенциала, разность которых называется узловым напряжением

Uad = ( a – ( d,

которое рассчитывается как частный случай узлового уравнения для узла с неизвестным  потенциалом  ( a  при  ( d = 0:
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Токи в ветвях рассчитываются по закону Ома:
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Проверка правильности решения задачи по I закону Кирхгофа

I1 + I2 + J5 = I3 :         -8 + 1 + 8 = 1  - выполняется.

Токи в перемычках рассчитаем по I закону Кирхгофа:

iab = I1 + I2 = -8 + 1 = -7 A,        idc = I3 – J5 = 1 – 8 = -7 A.

Для проверки баланса мощностей определим напряжение  Uk  на зажимах источника тока с помощью II закона Кирхгофа:

Uk + I3((r3 + r4) + J5(r5 = 0,  откуда  Uk = -1((25+15) – 8(80 = - 680 B.

Уравнение баланса мощностей
-E1(I1 + E2(I2 – Uk(J5 = I12(r1 + I22(r2 + I32((r3 + r4) + J52(r5   или
-120((-8) + 80(1 – (-680)(8 = 82(20 + 12(40 + 12((25+15) + 82(80

6480 Вт = 1280 + 40 + 40 + 5120 = 6480 Вт.

ЗАДАЧИ 1.31, 1.32, 1.33. Решить задачи 1.17, 1.18, 1.21 МУП.

ЗАДАЧА 1.34. Определить токи в приведенной схеме рис. 1.34 МУП, если  E1 = 100 B,  E2 = 50 B,
J = 10 A,  r1 = r2 = 20 Ом,  r3 = 10 Ом.

Ответы:  I1 = 7,5 А,   I2 = 2,5 А,   I3 = 5 А,

IE1 = 2,5 А,   IE2 = 5 А.
1.6. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

Сущность эквивалентных преобразований заключается в том, что часть электрической цепи заменяется более простой схемой: либо с меньшим количеством ветвей и сопротивлений, либо с меньшим числом узлов или контуров. Преобразование считается эквивалентным, если токи и напряжения непреобразованной части схемы остаются прежними, то есть одинаковыми в исходной и преобразованной схемах. Сами по себе эквивалентные преобразования не являются методом расчёта, однако способствуют упрощению расчётов.
Часто используются следующие эквивалентные преобразования:

1. Замена последовательного соединения сопротивлений r1, r2, … rn одним эквивалентным   rЭ =
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2. Замена параллельного соединения пассивных ветвей с проводимостями   g1, g2, … gn  одной эквивалентной  gЭ =
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3. Замена смешанного соеди-нения сопротивлений рис. 1.35,а одним эквивалентным (рис. 1.35,б), где   rЭ = r1+
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,   что следует из поэтапного применения п.2 и п.1 настоящих рекомендаций.

4. Эквивалентные преобразования пассивных трёхполюсников – треугольника (рис. 1.36,а) и звезды (рис.1.36,б). При этом сопротивления эквивалентного треугольника 
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а сопротивления эквивалентной звезды   r1 =
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где  r( = r12 + r23 +r31  – сумма сопротивлений ветвей треугольника.

5. При дальнейшем изучении курса ТОЭ будут представлены формулы эквивалентных замен пассивных четырёхполюсников Т- и П-схемами, замен цепей с распределёнными параметрами эквивалентными четырёхполюсни-ками, устранение индуктивной связи в цепях и др.

Особенно удобно пользоваться методом эквивалентных преобразований при расчёте входных и взаимных сопротивлений или входных и взаимных проводимостей схем, коэффициентов передачи напряжений и токов, поступающих на вход схемы при передаче сигнала в нагрузку, когда на схему воздействует только один источник энергии.

ЗАДАЧА 1.35. Рассчитать токи мостовой схемы задачи 1.15 (рис. 1.23), используя эквивалентные преобразования.

Решение

Проверяем условие равновесия моста:

r2(r3 = 40(60 = 2400;     r1(r4 = 20(30 = 600.

Так как r1(r4(r2(r3, то мост неуравновешен, все его токи отличны от нуля.

Заменим треугольник сопротивлений r2-r4-r5 эквивалентным соединением в звезду, получим схему рис. 1.37, для которой
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Входное сопротивление схемы по отношению к зажимам источника ЭДС

rвх = r +
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Входной ток мостовой схемы
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Токи параллельных ветвей схемы рис. 1.37
I1 = I0(
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Напряжение  U43 = I1(rс + I0(rb = 6,23(12 + 9,12(12 = 184,2 B.

Возвращаемся к исходной схеме и рассчитываем токи треугольника сопротивлений:  I2 =
[image: image188.wmf]2
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I4 = I0 – I2 = 9,12 – 4,61 = 4,51 А,

I5 = I2 – I1 = 4,61 – 6,23 = -1,62 А.

ЗАДАЧА 1.36. Определить токи в схеме рис. 1.38,а, используя эквива-лентные преобразования, если входное напряжение схемы Uвх = 400 В, а пара-метры r1 = 10 Ом, r2 = 60 Ом,  r3 = 20 Ом,  r4 = 100 Ом, сопротивление нагруз-ки, подключенной на выходе схемы (выход четырёхполюсника),  r5 = 50 Ом.

Рассчитать также коэффициент передачи напряжения kU и коэффициент передачи тока kI.

Решение. Вариант 1

Заменим смешанное соединение сопротивлений r3, r4, r5 эквивалентным сопротивлением (рис. 1.38,б)  rac:
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Входное сопротивление схемы:

rвх = r1 +
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Входной ток схемы:  Iвх = I1 =
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Напряжение на разветвлении схемы рис. 1.38,б:

Uad = I1(
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а токи   I2 =
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Напряжение на разветвлении правого участка схемы рис. 1.38,а со смешанным соединением      Ubc = Uвых = I3(
[image: image202.wmf]5

4

5

4

r

r

r

r

+

×

= 5,54(
[image: image203.wmf]150

50

100

×

= 184,6 B,

а токи параллельных ветвей   I4 =
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Коэффициент передачи напряжения   kU =
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Коэффициент передачи тока   kI =
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Решение. Вариант 2

Схемы с одним источником питания (это имеет место всегда при изуче-нии вопросов, связанных с передачей сигнала со входа схемы в нагрузку) удобно рассчитывать методом пропорциональных величин. При этом задаются произвольным значением тока или напряжения самого удалённого  от  источника  питания  участка  –  в  нашем случае примем ток I5 = 10 А.

Затем с помощью законов Кирхгофа рассчитывают напряжение на входе (так называемое воздействие), которое на выходе создаёт ток I5 (так называемая реакция цепи), который равен принятому значению:

U5 = I5(r5 = 10(50 = 500 B,

I4 =
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Uad = I3(r3 + I5(r5 = 15(20 + 500 = 800 B,
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= 13,33 A,      I1 = I2 + I3 = 13,33 + 15 = 28,33 A,

Uвх = I1(r1 + Uad = 28,33(10 + 800 = 1083 B.
Находят коэффициент пропорциональности   k =
[image: image216.wmf]вх
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= 0,369,   на
который необходимо умножить все ранее полученные выражения, чтобы получить искомые значения при заданном напряжении Uвх = 400 В.

Получаем    I1 = I1(k = 28,33(0,369 = 10,46 А,

I2 = I2(k = 13,33(0,369 = 4,92 А,          I3 = I3(k = 15(0,369 = 5,54 А,

I4 = I4(k = 5(0,369 = 1,85 А,                 I5 = I5(k = 10(0,369 = 3,69 А,

Uad = Uad(k = 800(0,369 = 295,4 B,     U5 = Uвых = U5(k = 500(0,369 = 185 B,     
 что совпадает с решением по варианту 1.

ЗАДАЧА 1.37. Рассчитать токи в условиях задачи 1.22 (рис. 1.30) с помощью  эквивалентных преобразований, заменив сопротивления звезды  r3-r4-r5  эквива-лентным соединением в треугольник.

ЗАДАЧА 1.38.  Определить  токи  в  ветвях  схемы, приведенной на рис. 1.39, заменив     треугольник    сопротивлений rab-rbc-rca  эквивалентной звездой, если:   EA = 50 В,  EB = 30 В,   EC = 100 В,
rA = 3,5 Ом,   rB = 2 Ом,   rC = 7 Ом,    rab = 6 Ом,    rbc = 12 Ом,    rca = 6 Ом.

Ответы:  IA = -0,4 A,   IB = -4,4 A,    IC = 4,8 A,
Iab = 2,1 A, Ibc = -2,3 A, Ica = 2,5 A.

ЗАДАЧА 1.39. Рассчитать токи в схеме рис. 1.40 методом преобразования электрической цепи, проверить БМ, если:   r1 = r2 = 6 Ом,
r3 = 3 Ом,   r4 = 12 Ом,   r5 = 4 Ом,   j = 6 А.

Ответы:  I1 = 1 A,  I2 = 1 A,  I3 = 2 A,

I4 = 1 A,  I5 = 3 A.

ЗАДАЧА 1.40. Решить задачу 1.19 с помощью эквивалентных преобразований цепи.

ЗАДАЧА 1.41. В цепи рис. 1.41  j = 50 мА,  E = 60 В,    r1 = 5 кОм,    r2 = 4 кОм,    r3 = 16 кОм,  r4 = 2 кОм,  r5 = 8 кОм.   Вычислить ток ветви с сопротивлением r5, пользуясь преобразованием схем с источниками тока в эквивалентные схемы с источниками ЭДС и наоборот.
Решение. Вариант 1

Перерисуем схему рис. 1.41 в виде рис. 1.42,а. Эквивалентность исходной и новой схем очевидна: к соответствующим узлам обеих схем подходят одинаковые токи. В частности, результирующий ток, подводимый к узлу а, равен нулю. Преобразуем источники тока j последней схемы в источники с ЭДС Е1 и Е3 (рис. 1.42,б):
Е1 = jr1 = 50·10 -3·5·10 3 = 250 В;

Е3 = jr3 = 50·10 -3·16·10 3 = 800 В. 
Складывая соответствующие элементы ветвей, приводим рис. 1.42,б к виду рис. 1.42,в, для которого  Е6 = Е – Е1 = 60 – 250 = -190 В;
r6 = r1 + r2 = 9 кОм;   r7 = r3 + r4 = 18 кОм.
Преобразуем схему рис. 1.42,в в схему с источниками тока рис. 1.42,г:
j6 =
[image: image218.wmf]6
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Сложив параллельные элементы, получим схему рис. 1.42,д:

jЭКВ = j6 + j7 = -21,1 + 44,4 = 22,3 мА;       rЭКВ =
[image: image222.wmf]7
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В ветвь r5 ответвляется часть тока jЭКВ, равная

 I5 = jЭКВ·
[image: image224.wmf]5
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Решение. Вариант 2
Определим ток jЭКВ эквивалентного источника тока, который равен току IK при замыкании накоротко сопротивления r5 (рис. 1.42,г). Ток IK можно вычислить различными способами, например, методом контурных токов:    (r1 + r2)·II – r1·j = -Е;

(r3 + r4)·III – r3·j = 0.

Подставляя числовые значения и решая эти уравнения, найдём:
II = 21,1 мА;   III = 44,4 мА;     jЭКВ = III – II = 23,3 мА.

Затем рассчитаем внутреннюю проводимость gЭКВ источника тока. Она равна проводимости пассивной цепи между зажимами а и b при разомкнутой ветви с r5 (рис. 1.42,ж); ветвь, содержащая источник тока, показана разомкнутой, так как внутреннее сопротивление идеального источника тока бесконечно велико:

gЭКВ =
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На рис. 1.42,д приведена схема эквивалентного источника тока относительно зажимов а и b. Из неё находим искомый ток

I5 = jЭКВ·
[image: image230.wmf]5
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Решение. Вариант 3
Преобразуем треугольник сопротивлений r3r4r5 в эквивалентную звезду (рис. 1.42,з). Её сопротивления равны:
rа =
[image: image232.wmf]5

4

3

5

3

r

r

r

r

r

+

+

=
[image: image233.wmf]13

64

 кОм;   rb =
[image: image234.wmf]13

8

 кОм;   rd =
[image: image235.wmf]13

16

 кОм.
Полученная схема содержит всего два узла О и с. Узловое напряжение в соответствии с методом двух узлов (см. задачу 1.30):
UcO =
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Обращаем внимание на то, что в знаменателе последнего выражения отсутствует слагаемое, учитывающее сопротивление rd. Это связано с тем, что сопротивление источника тока бесконечно велико и прибавление к нему конечного сопротивления rd не изменило бы бесконечно большое сопротивление ветви источника тока. По закону Ома найдём токи
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и напряжение между точками а и b    Uаb = I(rа – I((rb = (20·64 – 30·8)/13 = 80 B.
Наконец, определяем искомый ток   I5 =
[image: image242.wmf]5
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1.7. МЕТОД ЭКВИВАЛЕТНОГО ГЕНЕРАТОРА

У этого часто встречающегося метода есть и другие названия:
- метод Тевенена – по имени автора, французского электротехника,

- метод холостого хода и короткого замыкания, применяемых при работе на действующей установке,

- метод активного двухполюсника.

Обычно его применяют, когда требуется найти ток  iН  только одной ветви схемы, подключенной, например, к точкам  a  и  b  указанной линейной электрической цепи (рис. 1.43,а).

В соответствии с теоремой об эквивалентном генераторе линейная часть цепи может быть заменена эквивалентной схемой источника питания, представляющей собой последовательное соединение источника ЭДС ЕЭ и внутреннего его сопротивления  rЭ (рис. 1.43,б), а искомый ток нагрузки
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[image: image244.wmf]Н
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Можно рекомендовать следующий порядок расчёта искомого тока:

1. Определение ЭДС эквивалентного генератора. Для этого:

- в исследуемой ветви принимается положительное направление тока, ветвь размыкается и по току вводится напряжение UХ;

- для простейшего контура с участием UХ по II закону Кирхгофа составляется уравнение, при этом токи снабжают индексом  «Х»:     IqХ;

- при разомкнутой ветви любым методом находят токи, вошедшие в уравнение;

- подставив их в уравнение, получают  UХ = ЕЭ.

2. Отыскание сопротивление эквивалентного генератора RЭКВ. Для этого:

 -  в оставшейся части цепи исключают источники, заменяя их внутренними сопротивлениями  RE = 0,   RJ = (;

- в случае необходимости преобразовывают схему и записывают её входное сопротивление относительно разомкнутой ветви:     RВХ = RЭКВ.

3. Искомый ток находят по закону Ома:   IН =
[image: image245.wmf]H
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ЗАДАЧА 1.42. Определить ток  I4  в схеме рис. 1.29,а (задача 1.21) методом эквивалентного генератора.

Решение

 Размыкаем ветвь с сопротивлением  r4  (удаляем её), получаем режим холостого хода эквивалентного по отношению к зажимам «3» и «4» генератора, что отражено на рис. 1.44,а. На рис. 1.44,б представлена пассивная часть оставшейся схемы, с помощью которой удобно рассчитывать внутреннее сопротивление эквивалентного генератора.

По II закону Кирхгофа для нижнего контура схемы рис. 1.44,а получаем:

UХ = -Е2 – E5 + i5Х (r5.
Ток  i5Х  рассчитаем по методу контурных токов

i5Х ((r5 + r3 + r6) –  J1(r3 = E5 + Е2 – E6,
откуда   i5Х =
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а            UХ = -100 – 120 + 3,556(30 = -113,3 В.

В соответствии со схемой рис. 1.44,б входное сопротивление со стороны зажимов «3» и «4»
r34ВХ = rЭ =
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Искомый ток
i4 =
[image: image249.wmf]4
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что совпадает с ранее полученным значением.

Покажем один из вариантов расчёта остальных токов исходной схемы рис. 1.29,а, если один из токов (в рассмотренном примере i4) рассчитан по ме-тоду эквивалентного генератора – это вариант расчёта токов по методу нало-жения слагаемых холостого хода (рис. 1.44,а) и короткого замыкания (рис. 1.45), где эквивалентный генератор нагружен сопротивлением r4 и указана схема внутренних цепей этого генератора с токами, имеющими индекс «К» - короткое замыкание, вызванное действием ЭДС EЭ. Для этой схемы

i3К = i6К = i4(
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Накладывая режимы работы схем рис. 1.44,а и рис. 1.45, получаем токи исходной схемы рис. 1.29,а:

i2 = i2Х – i2К = (i5Х - J1) – i2К = (3,556 – 4) + 0,944 = 0,5 А,

i3 = i3Х – i3К = (-i5Х + J1) – i3К = (-3,556 + 4) – 0,472 = 0,917 А,

i5 = i5Х – i5К = 3,556 + 0,944 = 4,5 А,

i6 = i6Х – i6К = 3,556 – 0,472 = 3,084 А.

ЗАДАЧА 1.43. К точкам a  и  b    схемы рис. 1.18 (задача 1.10) требуется подключить ветвь №7 с ЭДС  E7 = 60 В, направленной к узлу a, и последовательно включенным сопротивлением  r7 = 3 Ом  (рис. 1.46).
Параметры исходной схемы взяты из условия задачи 1.10: r2 = 4 Ом,

r3 = r4 = 10 Ом,  r5 = 20 Ом,  r6 = 5 Ом.
Токи исходной схемы:   i1 = -1 A,   i2 = 3 A,    i3 = 1 A,   i4 = 2 A,   i5 = 1 A,  i6 = 2 A.  ЭДС источников ЭДС:  E1 = 30 В,  E2 = 52 В.

Как изменятся токи исходной схемы в результате подключения новой ветви?

Решение

Считаем, что исходные данные описывают холостой ход эквивалентного по отношению к подключаемой ветви генератора. Всем заданным токам присвоим индекс «Х» – холостой ход. То есть

i1Х = -1 A,  i2Х = 3 A,  i3Х = 1 A,  i4Х = 2 A,   i5Х = 1 A,  i6Х = 2 A.  
Примем потенциал точки  c   ( сХ = 0,   тогда

( аХ = E1 = 30 В,     ( bХ = ( сХ – i6Х (r6 = 0 – 2(5 = -10 В,

ЭДС эквивалентного генератора (рис. 1.47,а)

ЕЭ = UabX = ( аХ – ( bХ = 30 – (-10) = 40 В.

Внутреннее сопротивление эквивалентного генератора рассчитывается в соответствии с рис. 1.47,б:
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а         rЭ =
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Ток подключаемой ветви (рис. 1.47,а)   I7 =
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Дополнительные токи исходной схемы, вызванные подключением ветви №7, рассчитаем по схеме внутренних цепей эквивалентного генератора (рис. 1.47,б), присвоив им индекс «К» – короткое замыкание:

UabК = I7(rЭ = 3,968(2,041 = 8,1 В,

i2К =
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i4К = i5К (
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i3К = i5К – i4К = 0,324 – 0,162 = 0,162 А,

i1К = i3К + i6К = 0,162 + 1,62 = 1,782 А.

Новые токи в схеме рис. 1.46 после подключения ветви №7 найдём по принципу наложения токов холостого хода и короткого замыкания:

I1 = i1Х – i1К = -1 – 1,782 = -2,782 А,            I4 = i4Х + i4К = 2 + 0,162 = 2,162 А,

I2 = i2Х – i2К = 3 – 2,025 = 0,975 А,              I5 = i5Х + i5К = 1 + 0,324 = 1,324 А,

I3 = i3Х – i3К = 1 – 0,162 = 0,838 А,              I6 = i6Х + i6К = 2 + 1,62 = 3,62 А.

Проверим расчёт нового состояния схемы по балансу мощностей.

Сумма мощностей генераторов

(РГ = Е1(I1 + Е2(I2 + Е7(I7 = 30((-2,782) + 52(0,975 + 60(3,698 = 205,3 Вт.

Сумма мощностей, потребляемых в сопротивлениях

(РП = I22(r2 + I32(r3 + I42(r4 + I52(r5 + I62(r6 + I72(r7 =
= 0,9752(4 + 0,8382(10 + 2,1622(10 + 1,3242(20 + 3,622(5 + 3,9682(3 = 205,4 Вт.

Баланс мощностей (РГ =(РП  сошёлся, задача решена верно.
ЗАДАЧА 1.44. Рассчитать ток I5 мостовой схемы рис. 1.23 (задача 1.15) методом эквивалентного генератора.

ЗАДАЧА 1.45. Рассчитать ток I5 мостовой схемы рис. 1.30 (задача 1.22) методом эквивалентного генератора.

ЗАДАЧА 1.46. В схеме рис. 1.48 определить ток в резисторе r2, если:
E1 = 72 В,    E2 = 14 В,    r1 = r6 = 10 Ом,
r2 = 25 Ом,   r3 = r5 = 40 Ом,   r4 = 20 Ом.
Ответы:  UX = 50 В,  RВХ = 25 Ом,

I2 = 1 A.

ЗАДАЧА 1.47. Определить ток I4 в диагонали моста (рис. 1.49), если
E = 40 В,   r1 = 80 Ом,    r2 = 100 Ом,
r3 = r6 = 60 Ом,    r4 = 49,5 Ом,   r5 = 20 Ом.
 Ответы:  UX = 20 В,  RВХ = 50,5 Ом,

I4 = 0,2 A.

1.8. МЕТОД НАЛОЖЕНИЯ (МН)

Метод наложения применяется для анализа и расчёта линейных электрических цепей, содержащих, как правило, небольшое число источников энергии.

Сущность метода заключается в том, что ток каждой ветви сложной цепи определяется путём алгебраического суммирования составляющих токов, каждая из которых является функцией только одной ЭДС.

При расчёте цепи методом наложения вначале полагают, что в этой цепи действует только один источник, например,  E1  и определяют токи во всех ветвях:  I1(, I2(, I3( и т.д. Затем полагают, что в цепи действует только второй источник, например, E2 и снова находят токи в ветвях: I1((, I2((, I3(( и т.д. Затем полагают, что в цепи действует только третий источник, например, J и т.д. Полный ток в ветви n:   In = In(+In((+In(((+…,

где  In(, In((, In(((, … - составляющие тока в ветви  n,  обусловленные действием    E1,   E2, J, …, соответственно.

ЗАДАЧА 1.48. Определить токи в ветвях схемы рис. 1.50, если
E1 = 16 В,  J = 1 A,  r1 = r2 = r3 = r4 = r5 = 6 Ом.

Решение

1. Задаёмся положительными направлениями токов в ветвях цепи.

2. Полагаем, что в цепи действует только ЭДС  E1 (рис. 1.51) и определяем токи в ветвях:
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Ток I2( определим по формуле распределения тока в параллельные ветви

I2( = I1((
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Ток  I3( определим по I закону Кирхгофа
I4( = I3( = I1( – I2( = 1 – 0,667 = 0,333 A.
3. Теперь будем считать, что в цепи действует только источник тока J (рис. 1.52) и определим токи от действия этого источника.

Для   определения   токов   в   схеме рис. 1.52 преобразуем треугольник сопротивлений  r2-r3-r4  в эквивалентную звезду. Учтём, что сопротивления треугольника равны:

r23 = r24 = r34 =
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В результате преобразования получим эквивалентную схему рис. 1.53, откуда определим токи  I1(( и  I5((:

I1(( = J(
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= 0,5 А,

I5(( = J – I1(( = 1 – 0,5 = 0,5 A.

Из схемы рис. 1.52 с использованием II закона Кирхгофа для контура  r1-r2-r5  определим ток I2((:

r1(I1(( + r2(I2(( – r5(I5(( = 0,   откуда   I2(( =
[image: image281.wmf]2
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По I закону Кирхгофа определим оставшиеся токи:

I4(( = I2(( + I5(( = 0,5 A,       I3(( = I1(( – I2(( = 0,5 A.

4) По принципу наложения определим полные токи в ветвях

I1 = I1( + I1(( = 1 + 0,5 = 1,5 A,      I2 = -I2( – I2(( = 0,667 A,

I3 = I3( + I3(( = 0,333 + 0,5 = 0,833 A,
I4 = I4( – I4(( = 0,333 – 0,5 = -0,167 A,

I5 = I5( – I5(( = 1 – 0,5 = 0,5 A.

ЗАДАЧА 1.49. В условиях задачи 1.18 (рис. 1.26) определить токи по методу наложения.

Решение

1) Определим токи от воздействия источника E1 (рис. 1.54):

I1( =
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I3( = I4( = I1((
[image: image284.wmf]4

3

2

2

r

r

r

r

+

+

= 4(
[image: image285.wmf]15

5

20

20

+

+

= 2 A,

I2( = I3( – I1( = 2 – 4 = -2 A.

2) Определим токи от воздействия источника E2 (рис. 1.55). Так как r1 = r2, то схемы рис. 1.54 и рис. 1.55 оказываются идентичными, и поскольку E2 = 0,5E1, то частичные токи схемы рис. 1.55 оказываются в 2 раза меньше соответствующих токов схемы рис. 1.54:

I2(( = 0,5I1( = 2 A,              I1(( = 0,5I2( = -1 A,     I3(( = I4(( = 0,5I3( = 1 A.

3) Определим токи от воздействия источника тока J (рис. 1.56):

I4((( = J(
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I3((( = I4((( – J = 2 – 4 = -2 A.

Так как  r1 = r2,  то   I1((( = I2((( = 0,5I3((( = -1 A.

4) По принципу наложения определяем полные токи:

I1 = I1(+ I1((+ I1((( = 4 – 1 – 1 = 2 A,           I3 = I3(+ I3((+ I3((( = 2 + 1 – 2 = 1 A,
I2 = I2(+ I2((+ I2((( = -2 + 2 – 1 = -1 A,        I4 = I4(+ I4((+ I4((( = 2 + 1 + 2 = 5 A.

ЗАДАЧА 1.50. Решить задачу 1.34 МН.

ЗАДАЧА 1.51. В условиях задачи 1.17 (рис. 1.25) определить токи во всех ветвях МН.

ЗАДАЧА 1.52. Определить токи МН в условиях задачи 1.14 (рис. 1.22,а).

ЗАДАЧА 1.53. Методом наложения определить токи в условиях задачи 1.26 (рис. 1.32).

1.9. ПРИМЕНЕНИЙ МАТРИЦ К РАСЧЁТУ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

Обратим внимание на то, что при записи уравнений, описывающих состояние электрических цепей, в матричной форме ветви схемы не должны состоять только из идеальных элементов таких, как: 1) источник тока, внутреннее сопротивление которого принимается бесконечно большим  rв=(,  gв =
[image: image288.wmf]в

r

1

= 0; 2) источник ЭДС, внутреннее сопротивление которого  rв = 0, а соответствующая проводимость  gв = rв-1 = (; 3) перемычка, сопротивление которой  r = 0,  а  g = (.

Поэтому на первом этапе работы со схемой она подвергается эквивалентным преобразованиям:

1) источники тока переключаются параллельно конечным сопротивлениям других ветвей;

2) источники ЭДС ветвей, состоящих только из этих ЭДС, переносятся за узел электрической цепи;

3) узлы, соединённые перемычками, объединяются в единый узел.

После таких преобразований исходной схемы в новой расчётной схеме будут только обобщённые ветви вида рис. 1.57.

На этой схеме: точки «m» и «n» – конечные точки ветви, становящиеся узлами разветвлённой цепи, потенциалы этих точек, соответственно,  (m и  (n; напряжение ветви  U = (m – (n;  ток обобщённой ветви (в дальнейшем ток ветви) I, положительное направление которого выбирается обязательно совпадающим с положительным направлением напряжения ветви U;  Ir –  ток сопротивления ветви;  E – ЭДС источника ЭДС ветви; J – ток источника тока ветви; r – сопротивление ветви.

Примечание. Указанные на рис. 1.57 направления I, Ir, E, J  приняты за положительные. Если по какой-то причине направления некоторых величин будут противоположными тем, которые указаны на рис. 1.57, при передаче цифровой информации необходимо предусмотреть знак «-» перед числом.

ЗАДАЧА 1.54. Для расчёта электрической цепи рис. 1.58,а с выбранным графом, представленным на рис. 1.58,б, составить уравнения по законам Ома и Кирхгофа в матричной форме.

Параметры приведенной электрической цепи заданы:
E1 = 80 В,   E5 = 150 В,   J2 = 3 A,   J3 = 7 A,
r1 = 6 Ом,   r2 = 12 Ом,   r3 = 15 Ом,  r4 = 25 Ом,   r5 = 30 Ом,   r6 = 8 Ом.

Решение
В схеме 6 обобщённых ветвей с токами, подлежащими расчёту. Матрица токов ветвей имеет вид  [Iв] = [I1, I2, I3, I4, I5, I6]T.

В схеме есть 2 тока сопротивлений, отличных от токов обобщённых ветвей. Это токи  Ir3  и  Ir2.

Напряжения ветвей, совпадающие по направлению с обобщёнными токами ветвей    U1 = ( 4 – ( 1,     U2 = ( 1 – ( 2,     U3 = ( 3 – ( 2,

U4 = ( 4 – ( 3,     U5 = ( 2 – ( 4,     U6 = ( 3 – ( 1.

Напряжения ветвей, как и токи ветвей, образуют одностолбцовую матрицу с 6 строками  [Uв] = [U1, U2, U3, U4, U5, U6]T.

Также одностолбцовыми с 6 строками (по количеству ветвей схемы рис. 1.58,а) являются матрицы активных параметров ветвей:

[Eв] = [-E1, 0, 0, 0, E5, 0]T - матрица ЭДС ветвей;

[Jв] = [0, -J2, J3, 0, 0, 0]T - матрица токов источников тока ветвей.

Обращаем внимание, что знаки «минус» в матрицах  [Eв]  и  [Jв]  появились в соответствии с рис. 1.57, по законам Кирхгофа для которого получаем       I + J = Ir,

U – Ir(r = -E,

на основании чего получаем две редакции закона Ома для обобщённой ветви:

1)  U = (I + J)(r – E;    2) I = (U + E)(g – J,   где  g = r -1 – проводимость ветви.

В матричной форме уравнения, записанные по закону Ома, можно также представить в двух редакциях:

1) [Uв] = [Rв]({[Iв] + [Jв]} – [Eв];         2) [Iв] = [Gв]({[Uв] + [Eв]} – [Jв],
где фигурируют диагональные матрицы сопротивлений ветвей [Rв] и проводимостей ветвей [Gв], причём  [Gв] = [Rв]-1. Для рассматриваемой схемы

[Rв] =
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где  gq = rq-1 – проводимости ветвей.

После выполнения операций перемножения, сложения и вычитания матриц  получаем  развёрнутые системы соотношений соответственно приве-

денным редакциям закона Ома:

1) U1 = I1(r1 + E1;                      2) I1 = (U1 – E1)(g1 = (U1 – E1)/r1;

U2 = I2(r2 – J2(r2;                       I2 = U2(g2 + J2 = U2/r2 + J2;

U3 = I3(r3 + J3(r3;                       I3 = U3(g3 – J3 = U3/r3 – J3;

U4 = I4(r4;                                  I4 = U4(g4 = U4/r4;

U5 = I5(r5 – E5;                          I5 = (U5 + E5)(g5 = (U5 + E5)/r5;

U6 = I6(r6;                                  I6 = U6(g6 = U6/r6.

Составим для рассматриваемой схемы одну из топологических матриц – матрицу соединений  [A] (другое название – узловая матрица). Для этого один из узлов схемы принимаем за базисный, в нашем примере пусть это будет узел с наибольшим номером –  №4.

При составлении матрицы [A] номера строк соответствуют номерам узлов, номера столбцов – номерам ветвей, причём в порядке возрастания индексов. Если ветвь направлена от узла, то это обстоятельство в матрице [A] отображается +1, если к узлу – в матрице появляется коэффициент -1, если ветвь не соединена с узлом – 0. Таким образом, получаем для схемы

[A] =
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Запишем I закон Кирхгофа в матричной форме  [A]([Iв] = [0].

После выполнения операции умножения матрицы [A] на столбцовую матрицу токов ветвей [Iв] получаем развёрнутую систему уравнений, записанных по I закону Кирхгофа в количестве (У-1) (см. метод уравнений Кирхгофа):        1)  -I1 + I2 – I6 = 0;        2)  -I2 – I3 + I5 = 0;         3)  I3 – I4 + I6 = 0.
Составим для рассматриваемой схемы с учётом графа (рис. 1.58,б) матрицу главных контуров [В], в которой строкам соответствуют ветви связи 2, 3, 6 в порядке возрастания индексов и при этом каждый главный контур обходится в направлении ветвей связи. Получаем

[В] =
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II закон Кирхгофа в матричной форме записывается в виде матричного уравнения  [В]([Uв] = [0]. После раскрытия произведения получаем систему уравнений в развёрнутом виде

4)  U1 + U2 + U5 = 0;        5)  U3 + U4 + U5 = 0;         6)  -U1 + U4 + U6 = 0.

Уравнения 1) – 6) представляют собой систему уравнений Кирхгофа для решаемой задачи.

ЗАДАЧА 1.55. Решить задачу 1.18 с применением матричного метода.

Решение

Используем следующие столбцовые матрицы:

- токи ветвей    [I] = [I2, I3, I1, I4]T;

- токи источников тока         [J] = [0, 0, 0, -J]T;

- обобщённые токи ветвей   [Iв] = [I] + [J] = [I2, I3, I1, I4 – J]T;

- напряжения ветвей             [U] = [U2, U3, U1, U4]T;

- ЭДС ветвей                          [E] = [E2, 0, E1, 0]T;

- обобщённые напряжения ветвей   [Uв] = [U] – [E] = [U2-Е2, U3, U1-Е1, U4]T.

Матрица соединений: [A] =
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Уравнения по первому закону Кирхгофа:

[A]([Iв] =
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то есть    -I2 + I3 – I1 = 0,        (*)

-I3 + I4 – J = 0.

Или     [A]([I] = -[A]([J]:
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Диагональная матрица сопротивлений

[Z] =
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Получим матрицу главных контуров. Сначала представим матрицу соединений в виде двух подматриц:

[A] = [А1, A2],  где  [A1] =
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Вычислим:    [A1]-1 =
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-[F]T = [A1]-1([A2] =
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Матрица главных контуров:   [В] =[F, 1] =
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Уравнения по второму закону Кирхгофа:  [В]([Uв] = 0,

[В]([Uв] =
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Или с учётом   [U] = [Z]([I] = [r2(I2, r3(I3, r1(I1, r4(I4]T
имеем превращение   [Uв] = [U] – [Е] =
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[В]([Uв] =
[image: image312.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

×

+

×

+

-

×

-

×

+

+

×

-

4

4

3

3

2

2

2

1

1

1

2

2

2

I

r

I

r

E

I

r

E

I

r

E

I

r

= 0.

Таким образом, получаем уравнения:

-r2(I2 + E2 + r1(I1 – E1 = 0       или     r1(I1 – r2(I2 = E1 – E2,        (**)

r2(I2 –  E2 + r3(I3 + r4(I4 = 0                r2(I2 + r3(I3 + r4(I4 = E2.

Уравнения (*)-(**) образуют систему уравнений Кирхгофа.
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