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                                                      Вступ.  
Даний методичний посібник містить другу частину уніфікованого індиві-

дуального завдання, що призначене для самостійного виконання студентами 

всіх спеціальностей денної форми навчання.  

В посібнику наведені домашні завдання за темами: «Невизначений інтег-

рал», «Визначений інтеграл», «Функції багатьох змінних», «Диференціальні рі-

вняння першого порядку», «Диференціальні рівняння другого порядку», «Ря-

ди».  

Домашнє індивідуальне завдання видається студенту на весь семестр і 

виконується по мірі вивчення матеріалу. Виконане завдання перевіряється ви-

кладачем, що веде практичні заняття.  

У разі, коли індивідуальне завдання не є обов‘язковим для виконання, ви-

кладач може враховувати результати його виконання при формуванні підсум-

кової оцінки семестру. 

При підготовці до складання модульних контрольних робіт студент має 

орієнтуватися на задачі індивідуального завдання, як на зразок завдань мініма-

льного рівня складності.  До індивідуального завдання включено задачі, що 

спрямовані на формування  базових умінь. В кожній темі визначені базові 

вміння, що є необхідними студенту для достатнього рівня засвоєння дисциплі-

ни. Цей рівень відповідає оцінці «задовільно» за національною шкалою, або 

оцінці «Е» за європейською шкалою. 

Посібник складається з двох частин.  

В першій частині посібника міститься  загальне формулювання задач до-

машнього індивідуального завдання і 25 його варіантів.   

          В другій частині посібника надано довідкові матеріали, необхідні для ви-

конання домашнього індивідуального завдання. Для кожної задачі наведено ті 

поняття, формули і  алгоритми, які необхідні для її розв‘язання .  
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                              Загальне формулювання задач. 

                                           Частина 1.  

           І.  Невизначений інтеграл.  

1. Обчислити невизначені інтеграли за таблицею. 

2. Обчислити невизначені інтеграли методом заміни змінної. 

3. Обчислити невизначені інтеграли методом інтегрування частинами. 

4. Обчислити невизначені інтеграли від виразів, що містять квадратний трьох-

член в знаменнику. 

5. Обчислити невизначені інтеграли від тригонометричних функцій. 

           ІІ.  Визначений інтеграл.  

1. Обчислити визначені інтеграли за таблицею або методом заміни змінної. 

2. Обчислити визначений інтеграл методом інтегрування частинами. 

3. Дослідити на збіжність невласні інтеграли. У разі збіжності вказати значення 

інтегралів.  

4. Знайти площу фігури, що обмежена наданими лініями. Зробити малюнок. 

5. Знайти об‘єм тіла, що отримано обертанням наданих ліній навколо вісі ОХ. 

Зробити малюнок. 

           ІІІ. Функції багатьох змінних. 

1. Знайти і зобразити на малюнку область визначення функції ),( yxfz = . 

2. Довести, що дана функція  ),( yxfz = задовольняє наведеному рівнянню. 

3. Знайти екстремум функції двох змінних ),( yxfz = . 

4. Знайти градієнт функції ),( yxfz =  в точці M . 

5. Знайти похідну функції ),( yxfz =  в точці  M  за напрямом даного вектора. 

 

                                                           Частина 2. 

                                         IV. Диференціальні рівняння. 

1. Знайти частинний розв’язок диференціального  рівняння зі змінними, що 

розділяються. 
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2. Знайти загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння першо-

го порядку. 

3. Знайти частинний розв’язок лінійного диференціального рівняння першого 

порядку. 

4. а), б) Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального 

рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

в) Знайти частинний розв’язок лінійного однорідного диференціального рі-

вняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

5. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рів-

няння другого порядку зі сталими коефіцієнтами методом невизначених ко-

ефіцієнтів. 

                            

             V.  Диференціальні  рівняння другого порядку.   

1.    Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння другого порядку. 

2.    Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння другого порядку. 

3,4. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рів-

няння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

5.    Знайти частинний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рі-

вняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

                                      

              VI. Числові і функціональні ряди. 

1. Дослідити числовий ряд на збіжність. 

2. Дослідити знакочережний ряд на збіжність. 

3. Дослідити функціональний ряд на збіжність. 

4. Розвинути функцію в ряд Тейлора в околі даної точки. 

5. Розвинути функцію в ряд Тейлора в околі нуля, користуючись стандартним 

розвиненням. 
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ВАРІАНТИ ДОМАШНІХ ІНДИВІДУАЛЬНИХ ЗАВДАНЬ  

 
ВАРІАНТ №1 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫
+

dx
x

xx
9

87 2 ;    б) ∫ 









+

−
dxx

x
sin

1

6
2

. 

2.   а) ∫ ⋅ dxex x2sin2cos ;   б) ∫ + xx

dx

2ln25 2
 . 

3.   а) ( )∫ − dxex x453 ;   б) ∫ xdxarctg3 . 

4.   а) ∫ −−
−

dx
xx

x
232

3 ;   б) ∫ +−

+
dx

xx

x

256

15
2

. 

5.   а) xdxx
35 cossin∫ ;   б) ∫ dx

x

9
cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
−

+
1

1

3 )1( dxx ;   б) ∫ −−

1

0
2 82xx

dx
;   в) ∫ ⋅−

π

π

2

2
3

sincos1 xdxx . 

2. ∫ ⋅
e

xdxx
2

ln . 

3. а) ∫
∞

∞−

+ dxx )4( 2 ; б) ∫
∞

−

0

7 dxe x . 

4. 93,1892 +=+−= xyxxy . 

5. 0,
)3( =−= y

xx
y

π
. 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 
4

2
22 −+

+=
yx

yz . 

2. )( 22 yxtgyz −⋅= ;     2

11

y

z

y

z

yx

z

x
=

∂
∂+

∂
∂

. 

3. 12352 22 −+++= yxyxz . 

4. xyyxz −+= 2ln ;     )3;1( −M . 

5. 2yxyez x ++= ;      )1;0(M ;     jia 43 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yxyyx 3/ln =⋅ ,  ey =)0( ; 

2. 0coscos =+






 − dy
x

y
xdx

x

y
yx ; 

3. xeyy 2/ 3 −=− ,    0)0( =y ; 

4. а) 03 /// =+ yy ;   б) 05014 /// =+− yyy ; 

в) 01881 /// =+− yyy ,   
9

1
)0( =y ,   

81

1
)0(/ =y ; 

5. xyy 2cos4// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 3///2 22)1( xxyyx =++ ,   0)0( =y ,   1)0(/ =y ; 

2. 0)( //2/ =+ yyy ; 

3. xxeyy 3/// 33 −=+ ; 

4. xyy 2sin44// =+ ; 

5. xexyyy 2/// 254 =+− ,   2)0( =y ,   3)0(/ =y . 

 

VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

= +1 1

2

n

n

n
,      б) ∑

∞

= +1
2 2

!

n n

n . 

2. а) ...,
6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1 +−+−+−    б) 

( )
∑

∞

= +
−

1
4 1

1

n

n

n
. 

3. а)  ...)1()1()1( 32 ++++++ xxx ,   б) ∑
∞

= ⋅1 2n
n

n

n

x
. 

4. xxxf cos)( 2= ,   00 =x . 

5. )13ln()( += xxf . 
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ВАРІАНТ №2 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫
+

dx
x

x
3

2)1( ;    б) ∫ 






 − dxe
x

x5
cos

9
2

. 

2.   а) ∫ dx
x

xtg

2cos

2
2

6

;    б) ∫ −

+
dx

x

xx
8

73

1
 . 

3.   а) ( )∫ + xdxx 7cos4 ;   б) ∫ xdx4arcsin . 

4.   а) ∫ +−
+

dx
xx

x

82

7
2

;   б) ∫ ++

+
dx

xx

x

5616

11
2

. 

5.   а) dxxx )3(cos)3(sin
22 −−∫ ;  б) ∫ xdxx 5sin5cos 37 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ +

3

1
21 х

dx
;   б) ∫








 +

12

0 2

6
sin

π

π
x

dx
;   в) ∫ +

1

0
31 x

dx
. 

2. ∫ ⋅
1

0

3 dxx x . 

3. а) ∫
∞

1 x

dx
;   б) dxxe x

∫
∞

−

0

2

. 

4.  1
4

;7
2

−= −= x
yxy . 

5. xyxy == ,42 . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yxz arcsin+= ; 

2. )ln( yx eez += ;     1=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z
. 

3. 122 +−+++= yxyxyxz . 

4. xyyxz 52ln 3 −+= ;     )1;3(M . 

5. xyyxz ++⋅= 2 ;      )0;1(M ;     jia += 2 . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 7/3 =+ yyx ,  5)1( =y ; 

2. 0ln/ =+
x

y
yxy ; 

3. 2/ x
x

y
y =− ,  5,0)1( =y ; 

4. а) 054 /// =++ yyy ;    б) 0152 /// =−+ yyy ; 

в) 02510 /// =++ yyy ,   5)0( −=y ,   25)0(/ =y ; 

5. 1// −=− xeyy . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 0
1

2

1

2
22

/
// =

−
+

−
−

xx

xy
y ,   1)0( =y ,   1)0(/ =y ; 

2. 1//34 =− yyy ; 

3. 151624127 2/// −+=++ xxyyy ; 

4. xyy 4sin2416// −=+ ; 

5. )3(2 2/// −+=− xxeyy x ,   2)0( =y ,   2)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1

5

n

n

n
,      б) ∑

∞

=

+
1 !

3

n n

n
. 

2. а) ...,
16

1

9

1

4

1
1 +−+−     б) ( )

∑
∞

= +
−

1 38

1

n

n

n
. 

3. а)  ...)2()2()2( 32 +−+−+− xxx ,   б) ∑
∞

=1

2
n

n
n

n

x . 

4. xexf sin)( = ,  00 =x . 

5. 23)( xxf −= . 
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ВАРІАНТ №3 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 








+
+ dx

xx 22 1

12

sin

6 ;   б) ∫
−

dx
x

x
5

22)31( . 

2.   а) ∫ − 8

3

1

3

x

dxx ;    б) ∫ +
dx

x

xarctg
2

5

161

4  . 

3.   а) ( )∫ + dxex x712 ;   б) ∫ xdx4arccos . 

4.   а) ∫ +−
+

dx
xx

x

136

2
2

;   б) ∫ +−

−
dx

xx

x

69

2
2

. 

5.   а) ∫ xdx4sin5 ;    б) ( )∫ + dxx217cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
2

0

4 dxx ;    б) ∫
12

18

3cos

π

π

xdx;   в) ∫ −⋅
1

2
1

4 12 dxxx . 

2 ∫ ⋅
4

6

2sin

π

π
xdxx . 

3.а) ∫
∞

+0
216 x

dx
;   б) ∫

∞

2

ln
dx

x

x
. 

4.
3

6
,

2
2 xx

yxy
−== . 

5. 0,4, === yxxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 221 yxyz −−+= . 

2. 522 )( yx

y
z

−
= ;     

y

xz

y

z
x

x

z
y =

∂
∂+

∂
∂

. 

3. 13235 22 +−++= yxyxz . 

4. 3sin yxyxz ++= ;     )2;0( −M . 

5. )35ln( 22 yxz += ;      )1;1(M ;     jia 23 += . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 2/ 3)2( yyyxy −=+ ,  2)0( =y ; 

2. yyxxy ++= 22/ 32 ; 

3. 
2/ xe

x

y
y =+ ,  

2
)1(

e
y = ; 

4. а) 067 /// =++ yyy ;    б) 017/// =+− yyy ; 

в) 09124 /// =+− yyy ,   
2

3
)0( =y ,   

4

9
)0(/ =y ; 

5. xeyy 2/// =− . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. x
x

y
y =−

/
// ,   2)1( =y ,   0)1(/ =y ; 

2. 2/2// )(2 yyyy += ; 

3. 
18

29
3 2/// −−=−+ xyyy ; 

4. xyyy 4cos65128 /// −=+− ; 

5. xyyy sin1096 /// =++ ,   0)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

= +1 )12(2

3

n
n

n

n
,     б) ( )

( )∑
∞

= +
+

1 23

!1

n
n n

n . 

2. а) ...,
8

1

6

1

4

1

2

1 +−+−      б) ( )∑
∞

=

+

+
+−

1

1

)1(

12
1

n

n

nn

n . 

3. а)  ...
111

32
+++

xxx
,     б) ( )∑

∞

=

+
1

!1
n

nxn . 

4. xxf 2sin)( = ,   
20

π=x . 

5. )14ln()( += xxf . 
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ВАРІАНТ №4 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 + dxx
x

2

9
3

7 ;   б) ∫ 








−
− dx

xx 49

125
2

. 

2.   а) ( )∫ + dxxx 394 27 ;   б) ∫
−

dx
x

e xtg

3cos2

113

 . 

3.   а) ( )∫ + xdxx 3sin112 ;   б) ∫ + xdxx 2ln)7( . 

4.   а) ∫ ++
+

dx
xx

x

98

3
2

;   б) ∫ ++

−
dx

xx

x

258

2
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 3cos3sin 53 ;   б) ( )∫ − dxx12sin4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

 1.  а) ∫ ++
3

2

2)321( dxxx ;   б) ∫
−

π

π

2

1

2 1
sin dx

x
x ;   в) ∫ ++

3

0 12 x

dx
. 

2.∫ ⋅
1

0

arcsin4 xdxx . 

3.а) ∫
∞

∞−

+ dxx )3( ;   б) ∫
∞

−

0

2 3

dxex x
. 

4. 
2

,0,0,cos,sin
π===== xxyxyxy . 

5. 0,2,1,
1 ==== yxx
x

y . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 
224

1

yx
xz

−−
−= . 

2. )ln( 22 yxyz −⋅= ;     2

11

y

z

y

z

yx

z

x
=

∂
∂+

∂
∂

. 

3. yyxxyxz 15383 22 −+−+= . 

4. yxtgxyz 23 −+⋅= ;     )1;0( −M . 

5. 3sin 2 −+= yxz ;      )1;0(M ;     jia 32 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 2/ yyxy =+ ,  5,0)1( =y ; 

2. )(sin)(cos ydxxdy
x

y
yxdyydx

x

y
x −=+⋅ ; 

3. 
1

1
2

/

+
=+

xx

y
y ,  2ln)1( =y ; 

4. а) 022 /// =−− yyy ;    б) 0256 /// =++ yyy ; 

в) 049429 /// =+− yyy ,   
3

7
)0( =y ,   

9

49
)0(/ =y ; 

5. 422 2/// −=++ xyyy . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. xexyxy 2/// =− ,    1)0( −=y ,   0)0(/ =y ; 

2. 0)( //2/ =− yyy ; 

3. 3/// 2 xyyy =+− ; 

4. xyy cos2// =+ ; 

5. xexyyy −−=+− )712(65 /// ,   0)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а) ∑
∞

=

+
1 !

5

n n

n ,      б) ∑
∞

= +
+

1

3

)!1(

)1(2

n

n

n

n . 

2. а) ...,
11

1

9

1

7

1

5

1

3

1
1 +−+−+−     б) ( )

∑
∞

= +
−

1 )1ln(

1

n

n

n
. 

3. а)  ...... 2642 +++++ nxxxx ,   б) ∑
∞

=1 !n

n

n

x . 

4. ( )xexf x += ln)( . 

5. 
3

sin
)(

x

xx
xf

−= . 
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ВАРІАНТ №5 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ( )∫ + dxx
24 3 ;    б) ∫ 







 + dx
x

x
2sin

10
6 . 

2.   а) ∫ dxee xx 22 cos ;   б) ∫ −

−

dx
x

x

2

52arcsin

41

3  . 

3.   а) ( )∫ + xdxx 4sin11 ;   б) ∫ xdx12arccos . 

4.   а) ∫ +−
+

dx
xx

x

106

9
2

;   б) ∫ ++

−
dx

xx

x

8018

2
2

. 

5.   а) ∫ − dxx)13(cos5 ;   б) ∫ xdxx 12sin12cos 22 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ +
2

0

)2sin2(

π

dxxx ;   б) ∫
−

− −−

2

4
245 xx

dx
;   в) ∫ −

−1

0 2

4
dx

x

x
. 

2. ∫ ⋅+
1

0

2)13( dxx x . 

3. а) ∫
∞

++
0

2 )22( dxxx ;   б) ∫
∞−

0
2 3

3 dxx x . 

4. 0,
2

,0,, ===== yxxctgxytgxy
π

. 

5. 2,0,0,22 ==== xxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 
xy

xz
−

+= 1
ln . 

2. 
yx

x
y

x
z

11

2

1

2

2

−++= ;     
y

x

y

z
y

x

z
x

3
22 =

∂
∂+

∂
∂

. 

3. 122 22 +−+= xyxz . 

4. )ln(323 xyxyxz +−= ;     )1;1(−M . 

5. yxxez xy +++= 2cos ;      )0;0(M ;     jia −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yeyye xx 3/ cossin)1( =⋅− ,  
4

)0(
π=y ; 

2. dxxyyxdy )4( 22 −+= ; 

3. 
2

/

1

1

xx

y
y

−
=+ ,  2)1( =y ; 

4. а) 0823 /// =−− yyy ;    б) 05814 /// =+− yyy ; 

в) 0254016 /// =+− yyy ,   
4

5
)0( =y ,   

16

25
)0(/ =y ; 

5. xeyyy 2/// 44 −=++ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. x
x

y
y =+

/
// ,    1)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 0)()( 3/2/// =−+ yyyy ; 

3. xeyyy 5/// 2510 =+− ; 

4. xyy 5cos25// =+ ; 

5. )3(2 2/// −+=− xxeyy x ,   2)0( =y ,   2)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а) ∑
∞

=1 3

2

n
n

n ,      б) ∑
∞

= +
+

1 2)53(

)!2(

n
nn

n . 

2. а) ...,
81

16

27

9

9

4

3

1 +−+−     б) ( )
∑

∞

= +
−

1 )1ln(

1

n

n

nn
. 

3. а)  ...432 432 ++++ xxxx ,    б) ∑
∞

=1

!
n

nxn . 

4. 1)1()( −+= xexf ,   00 =x . 

5. 
x

x
xf

2cos1
)(

−= . 
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ВАРІАНТ №6 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 









+

−
dxe

x

x7
9

16
2

;   б) ∫
−

dx
x

x
4

3)2( . 

2.   а) ∫ ⋅− dxxx 47 5 9 ;   б) ∫ −
dx

x

x
2

5

811

9arcsin  . 

3.   а) ( )∫ + xdxx 2cos65 ;   б) ∫ xdxarctg5 . 

4.   а) ∫ +−
−

dx
xx

x

412

3
2

;   б) ∫ ++

−
dx

xx

x

617

1
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 4cos4sin5 ;   б) ∫ dx
x

14
sin4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ ⋅
1

0

52 dxxx ;   б) ∫ +

2
3

2
1

243 x

dx
;   в) ∫ −⋅

2

0

2

4
1 dx

x
x . 

2. ∫
2

6

2sin

π

π x

xdx
. 

3. а) ∫
∞

−

0

4 dxx ;   б) ∫
+∞

∞−

−++ dxxx 12 )52( . 

4. 1,2,0,2 −=−=== xxyxy . 

5. 
4

3
,

4
,0,sin

ππ ==== xxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 
1

1
4 22

+
+−−=

x
yxz . 

2. 
yx

xy
z

+
= ;     z

y

z
y

x

z
x =

∂
∂+

∂
∂

. 

3. 48422 +−−+= yxyxz . 

4. yxxyyxz 53cos2 −+⋅+= ;     )0;0(M . 

5. xytgyxz 32 −+⋅= ;      )0;1(M ;     jia 34 −= . 



 18 

Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 0ln/ =− yyxy ,   2)1( ey = ; 

2. 0)32(34 / =−+− xyyyx ; 

3. x
x

y
y ln/ =− ,   5)1( =y ; 

4. а) 0239 /// =−− yyy ;    б) 06110 /// =++ yyy ; 

в) 0495616 /// =+− yyy ,   
4

7
)0( =y ,   

16

49
)0(/ =y ; 

5. xyy 5cos/// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 022)1( ///2 =+−− xyyx ,   1)0( =y ,   0)0(/ =y ; 

2. 14 4//3 −= yyy ; 

3. xexxyyy )( 2/// +=++ ; 

4. xyy cos24// =+ ; 

5. xeyy 3// 69 =+ ,   0)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=

+

+1

1

1

3

n

n

n
,      б) ∑

∞

=

+
1

2

!

1

n n

n . 

2. а) ...,
43

1

32

1

21

1 +
⋅

−
⋅

+
⋅

−     б) ( )
( )∑

∞

=

−

+
−

1
2

1

21

1

n
n

n

n
. 

3. а) ...
93

32

+++ xx
x ,     б) ( )

∑
∞

=

−
1

3

n

n

n

x . 

4. xxf arccos)( = ,   00 =x . 

5. )1ln()( 2 += xxf . 
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ВАРІАНТ №7 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 









−

+
dxe

x

x

29

27 ;   б) ∫
+

dx
x

x
5

22 )3( . 

2.   а) ∫ dx
x

xsin ;    б) ∫ dx
x

xctg

3sin

3
2

12

 . 

3.   а) ( )∫ − xdxx 6cos54 ;   б) ∫ xdx8arcsin . 

4.   а) ∫ +−
+

dx
xx

x

716

9
2

;   б) ∫ −−

−
dx

xx

x
256

7 . 

5.   а) ∫ xdxx 4cos4sin 53 ;   б) ∫ xdx15cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
1

0

5 dxe x ;   б) ∫ ⋅
3

0

2sin8cos

π

xdxx ;   в) ∫ −⋅
3

2

7)3( dxxx . 

2. ∫ +
⋅1

0
21

dx
x

arctgxx
. 

3. а) ∫
∞

+0
29 x

dx
;   б) ∫

∞

3 ln xx

dx
. 

4. 1,0,3 === xyxy . 

5. 4,1,
6 === xx
x

y . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 22 11 yxz −+−= . 

2. )32(cos2 yxz −= ;     023 =
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z
. 

3. 12322 +−++−= yxyxyxz . 

4. yexyz x 3sin2 −+= ;     )2;0(M . 

5. yxyxtgxyz 2532 −++= ;      )3;0( −M ;     jia −= 2 . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 0)1(cossin =−+ dyxxdxy ,   1
2

=






π
y ; 

2. 
x

y
tgxyxy ⋅=−/ ; 

3. xx
x

y
y sin/ =− ,    0)( =πy ; 

4. а) 0403 /// =−− yyy ;    б) 0502 /// =+− yyy ; 

в) 096 /// =++ yyy ,   3)0( −=y ,   9)0(/ =y ; 

5. xeyyy =+− /// 2 . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. xtgxyy 2sin/// =+ ,    1)0( −=y ,   0)0(/ =y ; 

2. 2)( 2/// =− yyy ; 

3. 2/// )1(7 −=− xyy ; 

4. xyy sin// =+ ; 

5. xyy 2/// −=− ,   0)0( =y ,   1)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=
+

1
1

2

5n
n

n ,      б) ∑
∞

=1 3

!

n
n

n . 

2. а) ...,
8

15

7

14

6

13

5

12 ++−+−     б) ( )
( )∑

∞

= +
−

1 31

1

n
n

n

n
. 

3. а) ...,
432

32

+++ xxx     б) ∑
∞

= −1 12n

n

n

x . 

4. xxf sec)( = ,   00 =x . 

5. 
x

xf
+

=
4

1
)( . 
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ВАРІАНТ №8 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ( )∫ − dxxx 27 2 ;    б) ( )∫ +− dxexx x45cos2 . 

2.   а) ∫ dx
x

x3ln ;    б) ∫ −
dx

x

e x

2

2arcsin

41
 . 

3.   а) ( )∫ − xdxx 2sin612 ;   б) ∫ xdxarctg12 . 

4.   а) ∫ +−

−
dx

xx

x

76

14
2

;   б) ∫ ++
+

dx
xx

x

118

13
2

. 

5.   а) ∫ − dxx )4(cos5 ;   б) ∫ xdxx 6cos6sin 22 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

 

1. а) dx
x

x
∫

+3

1

1
;   б) ∫ −

2

1

17)1(3 dxxx ;   в) ∫ +

9

0 1x

dx
. 

2. ∫ +
2

0

2 )4ln( dxx . 

3. а) ∫
∞

∞−

+ dxx )15( 2 ;   б) ∫
∞

−

1

2 2

5 dxx x . 

4. 
6

,
2

,0,cos
ππ =−=== xxyxy . 

5. 0,8,3 === xyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. xyxz ln16 22 +−−= . 

2. )23( yxtgz −= ;     032 =
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z
. 

3. 122 22 +−+= yyxz . 

4. 22 xxyez xy +−+= ;     )0;2(M . 

5. yxyxtgxyz 53 22 −−+⋅= ;      )5;0(M ;     jia 2+= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. tgxyy )32(/ −= ,   6)2( =πy ; 

2. 
x

yx
yxyxy

++=− ln)(/ ; 

3. 23/ +=− x
x

y
y ,   

3

1
)1( =y ; 

4. а) 0134 /// =+− yyy ;    б) 0283 /// =−+ yyy ; 

в) 0256036 /// =+− yyy ,   
6

5
)0( =y ,   

36

25
)0(/ =y ; 

5. 12423 /// +=++ xyyy . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 2///2 )(yyx = ,   
2

1
)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 
2/

//

)(

1

y
y = ; 

3. xxyy 244 3// −=− ; 

4. xyyy sin452 /// =++ ; 

5. xxeyyy 3/// 996 −=++ ,   2)0( =y ,   1)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1 !

2

n

n

n
,      б) ∑

∞

= +
+

1

2

)!1(3

1

n
n n

n . 

2. а) ...,
4

1

3

1

2

1
1

444
+−+−     б) ( )

∑
∞

= +
−

1 )1ln(

1

n

n

n
. 

3. а) ( ) ( ) ( )
...

3

2

2

2
2

32

+−+−−− xx
x ,   б) ∑

∞

= +1 3n

n

n

x . 

4. 21)( xxf += ,   00 =x . 

5. xxxf 2sin)( = . 
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ВАРІАНТ №9 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ( )∫ + dxxx sin49 ;   б) ∫ 






 +− dxx
x

8
2

)5(
sin

16 . 

2.   а) ∫ +
dx

x

x
8

7

19
;    б) ∫ +

dx
x

xarctg
2

6

641

8  . 

3.   а) ( )∫ + xdxex x416 ;   б) ∫ dx
x

x
2

2ln . 

4.   а) ∫ +−
+

dx
xx

x

916

18
2

;   б) ∫ ++

+
dx

xx

x

207

5
2

. 

5.   а) ∫ + dxx)3(sin5 ;   б) ∫ dx
x

5
sin4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

 

1. а) ∫
10

0

5cos

π

xdx;   б) ∫ −

π

π
3

cos35

sin

x

xdx
;   в) ∫ +

−16

0 2

1
dx

x

x
. 

2. ∫ +
e

xdxx
1

ln)1( . 

3. а) ∫
∞

∞−

dxx32 ;   б) ∫
∞

−

2

2

3 dxx x . 

4. 0,4 2 =−= yxy . 

5. 1,, 3 === xeyey xx . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. xyyxz −+−+= 922 . 

2. 
yx

x
z

32 −
= ;     0=

∂
∂+

∂
∂

y

z
y

x

z
x . 

3. yxyxyxz 81533 22 −−++= . 

4. xyyxxyz 73sin 2 +−+⋅= ;     )3;0( −M . 

5. 2ln 22 −−+= yxxyz ;      )1;1(M ;     jia 34 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yxy −= 2/ ,    1)1( =y ; 

2. 222/2 )( yxyyxxyxyx ++−=⋅+ ; 

3. tgxx
x

y
y ⋅=−/ ,   ππ =)(y ; 

4. а) 0584 /// =+− yyy ;    б) 02076 /// =−+ yyy ; 

в) 044 /// =+− yyy ,   2)0( =y ,   4)0(/ =y ; 

5. xyy 2sin// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 1/2//3 =+ yxyx ,    1)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 2/// )(1 yy += ; 

3. )132(145 22/// +−=−− xxeyyy x ; 

4. xyy sin4// =+ ; 

5. xyy 2/// =− ,   0)0( =y ,   2)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=
−

+

1
12

13

5

4

n
n

n

,      б) ( )∑
∞

= +1

2

!1n n

n . 

2. а) ...,
17

1

10

1

5

1

2

1 −+−+−     б) ( )
( )∑

∞

= ++
−

1 )1ln(1

1

n

n

nn
. 

3. а)  ...641641 32 +−+− xxx ,    б) ( )
∑

∞

=
+

−
1

13

2

n
n

nx . 

4. xxf sin)( = ,   
30

π=x . 

5. xxf 3cos1)( −= . 
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ВАРІАНТ №10 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 +
−

dx
xx

7

49

15
2

;   б) ∫ 








+
− dx

x
x

21

84 . 

2.   а) ∫ dxex x109 ;    б) ∫ −
dx

x

x
12

5

4
 . 

3.   а) ( )∫ + dxex x 48 ;   б) ∫ xdxx 16ln3 . 

4.   а) ∫ −+
+

dx
xx

x

89

6
2

;   б) ∫ ++

−
dx

xx

x

256

4
2

. 

5.   а) ∫ ++ dxxx )1(sin)1(cos 33 ;  б) ∫ xdx16cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл  

 

1. ) ∫
4

6

2sin

π

π x

dx
;   б) ∫

+e

dx
x

x

1

ln1
;   в) ∫ ++

4

0 121 x

dx
. 

2. ∫ ⋅
4

0

2cos

π

xdxx . 

3. а) ∫
∞

∞−

+ dxx )32( ;   б) ∫
∞

2
2ln xx

dx
. 

4. 9,1,0, ==== xxyxy . 

5. π=== xxxy ,0,sin2 . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 
229

2
arcsin yx

x
z −−+= . 

2. )ln( 22 yxyz −⋅= ;     xz
y

z
xy

x

z
y =

∂
∂+

∂
∂2

. 

3. 5222 +−−++= yxyxyxz . 

4. )( yxez xy −= ;     )2;0(M . 

5. yxxyxyz 23sin 2 −−+⋅= ;      )3;0(M ;     jia 3−= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yexyy x+=/ ,   3)0( =y ; 

2. 






=
x

y
yxy lncos/ ; 

3. 52 22/ +=− xx
x

y
y ,   36)2( =y ; 

4. а) 035116 /// =−+ yyy ;    б) 0534 /// =+− yyy ; 

в) 08118 /// =++ yyy ,   9)0( −=y ,   81)0(/ =y ; 

5. xeyyy −=++ /// 2 . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 022)1( ///2 =+++ xyyx ,    1)0( =y ,   1)0(/ =y ; 

2. 1)( 2/// += yyy ; 

3. xxyy 36 2/// +=− ; 

4. xyy 4cos2// =+ ; 

5. xyyy 2sin8124 /// =−+ ,   0)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

= +1
2 2

3

n

n

n
,      б) ( )∑

∞

= +1 !12

5

n n
. 

2. а) ...,
2

4

2

3

2

2

2

1
432

+−+−     б) ( ) ( )
∑

∞

=

−−
1 3

121

n

n

n

n . 

3. а)  ...,
4

3

3

2

2

1 32 +++ xxx     б) ( )∑
∞

=1n
2

n

2n

x
. 

4. 3)( xxf = ,   40 =x . 

5. xexf 31)( −= . 
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ВАРІАНТ №11 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 +
−

dxx
x

5
216

4 ;   б) ( )∫ −+ dxxx x47cos3 6 . 

2.   а) ∫ dx
x

e xtg

3cos2

3

;    б) ∫ −124ln 2 xx

dx  . 

3.   а) ( )∫ − dxex x754 ;   б) ∫ − xdxx 13cos)6( . 

4.   а) ∫ −−
+

dx
xx

x
2108

4 ;   б) ∫ ++

+
dx

xx

x

134

11
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 3sin3cos 39 ;   б) ∫ + dxx)7(cos5 . 

ІІ.  Визначений інтеграл  

 

1. а) ∫ −

4
1

0
24 x

dx
;   б) ∫ ++

1

0
2 166xx

dx
;   в) ∫ +

−4

1 1

2
dx

x

x
. 

2. ∫
2

1
3

ln
dx

x

x
. 

3. а) ∫
∞

−
0

2 )5( dxx ;   б) ∫
∞

∞−

− + dxee xx )2( 3 . 

4. 4,0,22 ==−= xyxxy . 

5. 0,3,2,3 ==== yxxxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yxyxz −−++−= 22 11 . 

2. 
22sin yx

x

y
xz −−⋅= ;     

22 yxz
y

z
y

x

z
x −−=

∂
∂+

∂
∂

. 

3. yxyxyxz −−++= 222 . 

4. yxyxez yx 32 232

−+−+= ;     )2;0( −M . 

5. yxxyxz 32sin3 −+⋅−= ;      )1;0( −M ;     jia −= 2 . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. xyxy sincos/ = ,   3)( =πy ; 

2. yyxxy ++= 22/ 3 ; 

3. 2/ 2

xe
x

y
y x=− ,   ey =)1( ; 

4. а) 0346 /// =+− yyy ;    б) 052342 /// =−− yyy ; 

в) 0165649 /// =+− yyy ,   
7

4
)0( =y ,   

49

16
)0(/ =y ; 

5. xyy 2cos24// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 02/// =−+ xyxy ,    1)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 0)( 2/// =+ yyy ; 

3. xexyyy 2/// )73( +=−− ; 

4. xyyy 2cos1265 /// =++ ; 

5. 526134 /// +=+− xyyy ,   1)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1 2

!

n
n

n ,      б) ∑
∞

= +
+

1

2

!)4(

1

n nn

n . 

2. а) ...,
64

1

27

1

8

1
1 +−+−     б) ( )

( )∑
∞

= +
−

1

3

!1

1

n

n

n

n . 

3. а) ( )
...,

43

1

32

)1(

21

1 32

+
⋅
++

⋅
++

⋅
+ xxx    б) ∑

∞

=1 3
2

n
n

n x
tg . 

4. 
x

xf
1

)( −= ,   20 −=x . 

5. 3)31()( −−= xxf . 
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ВАРІАНТ №12 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 










+
− dx

x
x

2161

12
cos3 ;  б) ( )

∫
+

dx
x

x
3

31 . 

2.   а) ∫ − 258

3

x

dxx ;    б) ∫ dxee xx sin  . 

3.   а) ( )∫ − dxx x213 ;   б) ∫ xdx5arccos . 

4.   а) ∫ −−

+
dx

xx

x

72

6
2

;   б) ∫ −+
−

dx
xx

x

716

12
2

. 

5.   а) ∫ + dxx )12(cos5 ;   б) ∫ xdxx 12cos12sin 22 . 

ІІ.  Визначений інтеграл  

1. а) ∫
−

− +

1

2
3)511( x

dx
;   б) ∫ +

3

1 ln1

e

xx

dx
;   в) ∫ −+

3

2
2 232 xx

dx
. 

2. ∫
−

1

0

dxxe x
. 

3. а) ∫
∞

0

cosxdx;   б) ∫
∞

∞− + 21 x

dx
. 

4. 7,0,3 ==−= xyxy . 

5. xyxy == ,4 . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. xyxz ln2 +−= . 

2. )arcsin(
3

2

xy
x

y
z += ;     022 =+

∂
∂−

∂
∂

y
y

z
xy

x

z
x . 

3. 1622 −−++= xyxyxz . 

4. xyxyyxz 35cos −++⋅= ;     )0;0(M . 

5. xxy
y

x
z ln3

2

+−= ;      )1;1(−M ;     jia +−= 2 . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yytgxx =⋅+⋅ /2 )1(cos ,   3)0( =y ; 

2. yyxxy ++= 22/ 2 ; 

3. xex
x

y
y 2/ =− ,   2)1( =y ; 

4. а) 03// =+ yy ;    б) 053221 /// =−− yyy ; 

в) 0258064 /// =+− yyy ,   
8

5
)0( =y ,   

64

25
)0(/ =y ; 

5. xeyyy −=++ 32 /// . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 1/3//4 =+ yxyx ,   
4

1
)1( =y ,   

2

1
)1(/ −=y ; 

2. 3/2// )(yyy = ;    

3. xeyyy 2/// 13565 =+− ; 

4. xyyy sin103 /// =−− ; 

5. 164 2// +=− xyy ,   2)0( =y ,   3)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=

−
1 3

!)12(

n
n

nn ,    б) ∑
∞

=

+

+1
3

1

1

2

n

n

n
. 

2. а) ...,
11

1

8

1

5

1

2

1 +−+−     б) ( )
∑

∞

=

+−
1

1

!

1

n

n

n
. 

3. а)  ...,
16941

5432

++++ xxxx    б) ∑
∞

= +
−

1 5)1(

)3(

n
n

n

n

x . 

4. xxf arcsin)( = ,   00 =x  

5. )3cos1(
1

)( x
x

xf −= . 



 31 

 
ВАРІАНТ №13 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 −
−

dxe
x

x4
2

3
6

7 ;   б) ( )∫ − dxxx 4cos245 . 

2.   а) ( )∫ − dxxx
365 92 ;   б) ∫ x

dxxctg

2sin

7
2

2

 . 

3.   а) ( )∫ − xdxx 14sin56 ;   б) ∫ xdxx 7ln3 . 

4.   а) ∫ −+
−

dx
xx

x

125

21
2

;   б) ∫ ++

+
dx

xx

x

194

18
2

. 

5.   а) ∫ − dxx)6(sin5 ;   б) ∫ dx
x

17
cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ 






 +
2

1
4

2 1
dx

x
x ;   б) ∫

2

0

5 2sincos

π

xdxx ;   в) ∫ +

33

3
29 x

dx
. 

2. ∫
2

0

cos

π

xdxx . 

3. а) ∫
∞

0

dxx ;   б) ∫
∞

∞− ++ 1262 xx

dx
. 

4. 
8

3
,

8
,0,2sin

ππ ==== xxyxy . 

5. 0,
3

2

3

2
, =−== yxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yx
yx

z −+
−−

=
2216

1
. 

2. )43(sin2 yxz −= ;     034 =
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z
. 

3. 463 22 −+−+= yxyxz . 

4. 
2

ln
2 y

x
x

y
yz ++−= ;     )2;2(M . 

5. xyyxz −+= 32 3 ;      )1;1(M ;     jia 512 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 2/ =+ yctgxy ,   0)( =πy ; 

2. yxyyx 2)2( / +=− ; 

3. xx
x

y
y ln/ =− ,   2)2( =y ; 

4. а) 049 /// =− yy ;    б) 0658 /// =+− yyy ; 

в) 043681 /// =++ yyy ,   
9

2
)0( −=y ,   

81

4
)0(/ =y ; 

5. xyy 135// −=+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 0/// =++ xyxy ,    
2

1
)1( =y ,   0)0(/ =y ; 

2. )1( /// −= yyyy ; 

3. xeyyy 2/// 844 −=++ ; 

4. xyyy cos222 /// =++ ; 

5. )2(33 2/// xyy −=+ ,   1)0( =y ,   1)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а) ( )∑
∞

= −1 213

!

n
nn

n ,     б) ∑
∞

=

+
1

2

5

3

n
n

n . 

2. а) ...,
9

8

7

6

5

4

3

2 +−+−      б) ( )
( )∑

∞

= +
−

1
3 1

1

n

n

nn
. 

3. а)  ...,
321

)2(3

21

)2(3

1

)2(3 3322

+
⋅⋅

++
⋅
+++ xxx   б) ∑

∞

= ⋅1 3n
n

n

n

x . 

4. xxf ln)( = ,   10 =x . 

5. xxxf 3sin)( 1−= . 
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ВАРІАНТ №14 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 + − dxx
x

2cos16
9 ;   б) ( )∫ − dxxxtg 735 . 

2.   а) ∫ dx
x

x4ln 27

;    б) ∫ +9 3 x

x

e

dxe  . 

3.   а) ( )∫ + dxex x2.073 ;   б) ∫ xdx6arccos . 

4.   а) ∫ −−
+

dx
xx

x
2948

5 ;   б) ∫ ++

−
dx

xx

x

395

6
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 6sin6cos 37 ;   б) ∫ xdx17cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ +
1

0

1 dxx ;   б) ∫ +

2

0 cos23

π

x

dx
;   в) ∫ −

1

0

4)1( dxee xx . 

2. ∫
π

0

2 sinxdxx . 

3. а) ∫
∞−

−+
0

2 )1( dxxx ;   б) ∫
∞

+0
2 1x

xdx
. 

4. 3,2,0,2 ==== xxyxy . 

5. 0,9, === yxxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yxz arcsin+= . 

2. xyez = ;     xyz
y

z
y

x

z
x 2=

∂
∂+

∂
∂

. 

3. 1023 22 +−−= yxxyz . 

4. 22 3yxyxz −−= ;     )2;1(M . 

5. 52105 yyxxz ++= ;      )1;1( −M ;     jia 43 += . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. /2/ 1
ye

y

x
xy x +−= ,   ey =)1( ; 

2. 22/2 10103 xxyyyx ++= ; 

3. xe
x

y
y =−/ ,   2)1( =y ; 

4. а) 0253 /// =+− yyy ;    б) 0418 /// =+− yyy ; 

в) 0254016 /// =+− yyy ,   
4

5
)0( =y ,   

16

25
)0(/ =y ; 

5. xyy 3cos2// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 2/// xyxy =− ,    2)1( =y ,   0)1(/ =y ; 

2. 2/// )(2 yyy = ; 

3. xeyyy 2/// 1065 −=++ ; 

4. xyy sin11121// =+ ; 

5. 2/// 384324 xyy −=− ,   2)1( =y ,   0)1(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а) ( )∑
∞

= +1
21

!

n n

n ,      б) ∑
∞

=
+

1
1

3

3n
n

n . 

2. а) ...,
108

4

106

3

104

2

102

1 +−+−    б) ( )
∑

∞

= +
−

1 )12(!

1

n

n

nn
. 

3. а) ...,
!3!2

1
32

++++ xx
x     б) ( )

∑
∞

= ⋅
−

1

2

7

1

n
n

n

n

x . 

4. xxf cos)( = ,   
40

π=x . 

5. 
25

4
)(

x
xf

−
= . 
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ВАРІАНТ №15 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 









+

−
dxx

x

15

2
16

4

2 ;  б) ( )∫ −− dxxexx x 2233 . 

2.   а) ∫ +
dx

x

x
6 9

8

15

3 ;   б) ∫ ⋅ dxex xsincos  . 

3.   а) ( )∫ + dxex x19274 ;   б) ∫ xdx5.0arccos . 

4.   а) ∫ ++
+

dx
xx

x

73

12
2

;   б) ∫ +−

−
dx

xx

x

92

64
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 3sin3cos 35 ;   б) ∫ xdx9sin4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ 









+

4

0

41 dxe
x

;   б) ∫ +

3

1
2 xx

dx
;   в) ∫

− ++

0

1
3 11 x

dx
. 

2. ∫
−

+
1

0

)1ln(
e

dxx . 

3. а) ∫
∞

+
0

2 )52( dxx ;   б) ∫
∞

2 ln xx

dx
. 

4. 4,4 2 +−=−= xyxxy . 

5. 
6

,0,cos
π=== xxxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. )ln(2 yxyxz +⋅+−= . 

2. )3sin(3 yxez yx +⋅= −− ;     03 =
∂
∂−

∂
∂

x

z

y

z
. 

3. 2261 yxyxxz −−−+= . 

4. 33 sin yxyxz +−= ;     )1;0( −M . 

5. 
y

yxtgxz
322 −+= ;      )1;0(M ;     jia 2+= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. // yyey x =+ ,   2)0( =y ; 

2. 22/2 3)23( yxyxyxyx −+=− ; 

3. 3/ )1(
1

2 +=
+

− x
x

y
y ,   0)0( =y ; 

4. а) 01617 /// =+− yyy ;    б) 013014 /// =+− yyy ; 

в) 0819025 /// =+− yyy ,   
5

9
)0( =y ,   

25

81
)0(/ =y ; 

5. xeyy 3// 49 =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 022)1( ///2 =+++ xxyyx ,    1)0( =y ,   1)0(/ =y ; 

2. 0)1( //// =+− yyyy ; 

3. )132(5 22/// −−=− xxeyy x ; 

4. xyy 15sin2225// =+ ; 

5. xeyyy 5/// 102510 =+− ,   5)0( =y ,   1)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1

2

3n
n

n ,      б) ( )∑
∞

=

−

+1

1

4!2

2

n
n

n

n
. 

2. а) ...,
12

16

9

8

6

4

3

2 −+−+−     б) ( )
( )∑

∞

= +
−

1
2 3

1

n

n

nn
. 

3. а)  ...!3!21 32 ++++ xxx ,    б) ( )
∑

∞

=

+
1

2

3

n

n

n

x . 

4. 
2

)( xexf −= ,   00 =x . 

5. xxxf 3cos2sin)( += . 
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ВАРІАНТ №16 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ( )∫
−− dxxxx 1059 243 ;   б) ( )∫ + dxx x43sin4 . 

2.   а) ( )∫ + dxxx
72 29 ;   б) ∫ x

xdx9ln7

 . 

3.   а) ( )∫ + xdxx 3cos116 ;   б) ∫ xdx19arcsin . 

4.   а) ∫ −+
+

dx
xx

x

165

25
2

;   б) ∫ −+

−
dx

xx

x

106

4
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 4sin4cos 22 ;   б) ∫ dx
x

25
sin5 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
+−3

2
4

2 2
dx

x

xx
;   б) ∫

12
5

12

sin3sin

π

π
xdxx ;   в) ∫

4

0
2cos

sin
π

x

xdx
. 

2. ∫ ⋅
1

0

arctgxdxx . 

3. а) ∫
∞

∞−

xdx;   б) ∫
∞

+−5
2 208xx

dx
. 

4. 0,1,2 2 ==−= xyxxy . 

5. 1,2, 22 === xxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. x
yx

z +







−+= 1

49
ln

22

. 

2. 
y

x
arctgz = ;     0=

∂
∂+

∂
∂

y

z
y

x

z
x . 

3. 1242 22 ++−++= yxyxyxz . 

4. 332 3sin xyyyxxz +−+= ;     )2;0( −M . 

5. yxyxz 510 25 ++= ;      )1;1(−M ;     jia 34 += . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 0
1

4
2

/ =
−

−
x

xy
y ,   1)2( =y ; 

2. 
x

y
yx

x

y
xy sinsin/ =+ ; 

3. 1
21
2

/ =−+ y
x

x
y ,   0)1( =y ; 

4. а) 0263 /// =++ yyy ;    б) 09018 /// =+− yyy ; 

в) 06411249 /// =+− yyy ,   
7

8
)0( =y ,   

49

64
)0(/ =y ; 

5. xyy 3sin59// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. xxe
x

y
y =−

/
// ,    1)0( −=y ,   0)0(/ =y ; 

2. 0)(2 3/// =+ yyy ; 

3. xexyyy 42/// 2 =−+ ; 

4. xyy sin// =− ; 

5. xeyy 3// 9 −=+ ,   0)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=

+
1

2

3

4

n
n

n ,      б) ∑
∞

= +1 13

!

n n

n . 

2. а) ...,
7

4

5

3

3

2
1 −+−+−     б) ( )∑

∞

= +
−

1 31

)1(

n
n

n

n
. 

3. а)  ...,
444

32

+






+






+ xxx     б) ( )
∑

∞

=

+
1

2

n

n

n

x . 

4. xxf cos)( = ,   
30

π=x . 

5. xexf x 3cos)( 3 −= −  
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ВАРІАНТ №17 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 + dxx
x

5
2 4sin

3 ;   б) ∫ 









−

+
dxxtg

x
2

7

5
2

. 

2.   а) ( )∫ − dxee xx 622 3 ;   б) ∫ − x

x dx

41

2  . 

3.   а) ∫ xdxx 4ln5 ;    б) ∫ xdxarctg6 . 

4.   а) ∫ +−

−
dx

xx

x

94

6
2

;   б) ∫ −+
+

dx
xx

x

917

1
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 24sin24cos 22 ;   б) ∫ − dxx)76(cos5 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ( )∫
−

+−+
2

1

23 112916 dxxxx ;   б) dx
x

∫
π

π

3

12
3

cos ;   в) dx
e

e

x∫ +0 1

1
. 

2. ∫
e

xdx
1

2ln . 

3. а) ∫
∞

1 x

dx
;   б) ∫

∞

∞− ++ 1022 хx

dx
. 

4. 3,122 +=++= xyxxy . 

5. 
4

,0,0,cos
π==== xxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yxxz −+= 2arcsin . 

2. )32(3 yxtgz −= ;     023 =
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z
. 

3. 13225 22 −+++= yxyxz . 

4. 232 3)sin( yxyxz +−−= ;     )1;1(−M . 

5. )ln( 22 xyyxxz +++= ;      )1;0(M ;     jia 43 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 4)1( 2/ =+ yey ,   0)1( =y ; 

2. x
x

y
ctgyxy =− )( / ; 

3. xxyy coscos/ =+ ,   3)0( =y ; 

4. а) 0253 /// =−− yyy ;    б) 054 /// =+− yyy ; 

в) 044 /// =+− yyy ,   2)0( =y ,   4)0(/ =y ; 

5. xyy 712// −=+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 0
1

3

/
// =−+

xx

y
y ,    1)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. ( ) //2// )(1 yyy =+ ; 

3. xexyyy −+=++ )2118(2 /// ; 

4. xyy 7sin1449// =+ ; 

5. 39181213 2/// −=+− xyyy ,   2)0( =y ,   3)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1 !

10

n

n

n
,      б) ∑

∞

=

+
1

3

5

1

n
n

n . 

2. а) ...,
5ln

1

4ln

1

3ln

1

2ln

1 +−+−    б) ( )
∑

∞

=

−
1 !3

1

n
n

n

n
. 

3. а)  ...,
42

1

32

1

2

4

2

32

+++ xxx     б) ( )
∑

∞

=

−
1 2

1

n
n

nx . 

4. 
x

x
xf

+
=

4
)( ,   00 =x . 

5. xxxf 2cos2sin)( += . 
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ВАРІАНТ №18 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 + dxx
x

3cos6
5 ;   б) ∫ 









+
− dx

x
ctgx

225

16 . 

2.   а) ∫ −⋅ dxxx 11 65 53 ;   б) ∫ − xx

dx

3ln36 2
 . 

3.   а) ( )∫ + dxex
x

732 ;   б) ∫ xdxarctg 4.0 . 

4.   а) ∫ ++

+
dx

xx

x

69

8
2

;   б) ∫ −−
−

dx
xx

x
2214

7 . 

5.   а) ∫ xdx21cos5 ;    б) ∫ dx
x

5
sin4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
3

2
2x

dx
;   б) ∫ −

3

0
24

dx
x

xdx
;   в) ∫

6

8

2 2cos

π

π x

dx
. 

2. ∫ +
2

0

2)12( dxx x . 

3. а) ∫
∞

+
1

)43( dxx ;   б) ∫
∞

∞− ++ 842 xx

dx
. 

4. 
2

,
x

yxy == . 

5. 
3

,0,
π=== xytgxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yxyxz −+−−= 221 . 

2. )sin( 222 yxyz −⋅= ;     xz
y

z
xy

x

z
y 22 =

∂
∂+

∂
∂

. 

3. yxyxyxz 6322 −−++= . 

4. 322 3)cos( yxyxz −+−= ;     )1;1( −M . 

5. )ln( 22 yxz += ;      )1;1(M ;     jia 43 −= . 

 



 42 

Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yyxy =− 2/ ,   1)2( =y ; 

2. 2322/ 123)62( yxyxyxy +=+ ; 

3. 
1

1

1

4
22

/

+
=

+
+

xx

xy
y ,   1)0( =y ; 

4. а) 065 /// =+− yyy ;    б) 0134 /// =++ yyy ; 

в) 025309 /// =++ yyy ,   
3

5
)0( −=y ,   

9

25
)0(/ =y ; 

5. xyy 2cos4// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 1/// +=+ xyxy ,   
4

5
)1( =y ,   

2

3
)1(/ =y ; 

2. 2/// )(yyyy =+ ; 

3. 2/// )2(5 +=− xyy ; 

4. xyyy sin22 /// −=++ ; 

5. )1612(44 2/// +=++ − xeyyy x ,   0)0( =y ,   2)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а) ( )∑
∞

= +1 !1

3

n

n

n
,      б) ∑

∞

= +1 23

6

n

n

n
. 

2. а) ...,
13

1

10

1

7

1

4

1 +−+−     б) ( )
∑

∞

=

−
1 2!

1

n
n

n

n
. 

3. а)  ...,
3

3sin

2

2sin
sin

33
+++ xx

x    б) ( )
∑

∞

=

−
1 5

1

n

n

n

x . 

4. tgxxf =)( ,   00 =x . 

5. xxxxf cossin)( −= . 
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ВАРІАНТ №19 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 − dx
x

x4

4
5

1 ;                        б) ∫ xdxtg 132 . 

2.   а) ∫ dx
x

e x

;                                 б) ∫ + x

xdx

2cos25

2sin
2

 . 

3.   а) ( )∫ − xdxx 2sin193 ;                  б) ∫ xdx16arcsin . 

4.   а) ∫ ++
+

dx
xx

x

1210

29
2

;                   б) ∫ −−

−
dx

xx

x
2124

7 . 

5.   а) ∫ dx
x

9
sin5 ;                            б) ∫ − dxx )72(cos4 . 

 

ІІ.  Визначений інтеграл 

6. а) ∫
3

2
2x

dx
;   б) ∫ −

3

0
24

dx
x

xdx
;   в) ∫

6

8

2 2cos

π

π x

dx
. 

7. ∫ +
2

0

2)12( dxx x . 

8. а) ∫
∞

+
1

)43( dxx ;   б) ∫
∞

∞− ++ 842 xx

dx
. 

9. 
2

,
x

yxy == . 

10. 
3

,0,
π=== xytgxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

6. yxyxz −+−−= 221 . 

7. )sin( 222 yxyz −⋅= ;     xz
y

z
xy

x

z
y 22 =

∂
∂+

∂
∂

. 

8. yxyxyxz 6322 −−++= . 

9. 322 3)cos( yxyxz −+−= ;     )1;1( −M . 
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10. )ln( 22 yxz += ;      )1;1(M ;     jia 43 −= . 

 

Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. xyy ln2/ = ,   1)( =ey ; 

2. 0)2()2( =+++ dyyxdxyx ; 

3. 0
1

2/ =+
+

+ x
x

y
y ,   2)0( =y ; 

4. а) 04174 /// =+− yyy ;    б) 0822 /// =+− yyy ; 

в) 0368449 /// =++ yyy ,   
7

6
)0( −=y ,   

49

36
)0(/ =y ; 

5. 113/// +=− xyy . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. ( )xyyxy ln)ln( //// −= ,    0)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 
3

//

2

1

y
y −= ; 

3. 3/// 2449 xyy −=+ ; 

4. xyyy 2sin1752 /// −=++ ; 

5. xxeyyy 496 /// =+− ,   3)1( =y ,   0)1(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

= +1 13

!

n n

n ,      б) ∑
∞

=
+

1
13

2

n
n

n

. 

2. а) ...,
24

1

23

1

22

1

2

1
432

+
⋅

−
⋅

+
⋅

−    б) ( )
∑

∞

=

−
1 2

1

n
n

n n . 

3. а)  ( ) ( )
...,

3

1

2

1
)1(

2

3

2

2

+−+−+− xx
x    б) ∑

∞

= ⋅1 5n
n

n

n

x . 

4. xxf ln)( = ,   20 =x  

5. xexf x cos)( −= . 
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ВАРІАНТ №20 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 +− dxx
x

7 25
3

8 ;   б) ( )∫ +− dxxx 31 4 . 

2.   а) ( )∫ − dxxx
965 24 ;   б) ∫ x

xdxctg

6sin

6
2

3

 . 

3.   а) ( )∫ − dx
x

x
6

cos12 ;   б) ∫ xdxx 8ln5 . 

4.   а) ∫ −+
−

dx
xx

x

324

8
2

;   б) ∫ ++

−
dx

xx

x

156

6
2

. 

5.   а) ∫ − dxx )2(cos4 ;   б) ∫ xdxx 28sin28cos 35 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
−

2

2

2

4
sin2

π

π

dx
x

;   б) ∫
++4

1

2 3
2

2
dx

x

x
x

;   в) ∫ +

7

2 2x

dx
. 

2. ∫
−

1

0

dxxe x . 

3. а) ∫
∞−

0
4

4

1
dxx ;   б) dx

e

e
x

x

∫
∞

∞−

−12

. 

4. 22 6,22 xyxxy −=++= . 

5. 0,22 =+−= yxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 224arccos yxxz −−+= . 

2. 22 3yxz −= ;     03 =
∂
∂+

∂
∂

y

z
x

x

z
y . 

3. 12353 22 ++++= yxyxz . 

4. 3ln52 yxyxz +−= ;     )3;1(M . 

5. xyyxz ++= )ln( 2 ;      )1;0(M ;     jia 23 += . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. xydydxy =+ )1( 2 ,   1)2( =y ; 

2. 22/2 66 xxyyyx ++= ; 

3. 
3

/

−
=−

x

x

x

y
y ,   2)4( =y ; 

4. а) 02213 /// =+− yyy ;    б) 08910 /// =+− yyy ; 

в) 064489 /// =++ yyy ,   
3

8
)0( −=y ,   

9

64
)0(/ =y ; 

5. xeyyy 92 /// =++ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 
/

2/
//

y

x

x

y
y += ,    0)2( =y ,   4)2(/ =y ; 

2. 0)(2 2/// =− yyy ; 

3. xexyyy )68(32 /// +=−+ ; 

4. xyyy 2sin82/// =−+ ; 

5. 11213 /// −=+− xyyy ,   3)1( =y ,   2)1(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а) ( )∑
∞

= +1 13

!

n
n n

n ,     б) ∑
∞

=
+⋅1
12!

3

n
n

n

n
. 

2. а) ...,
9

4

7

3

5

2

3

1 +−+−      б) ( )
( )∑

∞

= +
−

1
3 1

1

n

n

nn
. 

3. а)  ...,
642

642

+++ xxx      б) ( ) ( )
∑

∞

=

+−
1

2 411

n

nnn

n

x . 

4. 
2

cos)(
x

xf = ,   
20

π=x  

5. xexf x 2cos)( 2 −= . 
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ВАРІАНТ №21 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 + dxx
x

3

3
4 ;    б) ∫ 







 +
−

− dxe
x

x4
25

16
2

. 

2.   а) ∫ dx
x

xcos ;    б) ∫ − x

xdx

5sin9

5cos
2

 . 

3.   а) ( )∫ − dxex x8514 ;   б) ∫ dx
x

arctg
8

. 

4.   а) ∫ −−
+

dx
xx

x
2826

3 ;   б) ∫ −+

−
dx

xx

x

518

4
2

. 

5.   а) ∫ dx
xx

12
sin

12
cos 2

2

;   б) ∫ − dxx )219(cos5 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫
4

8

2

π

π
xdxctg ;   б) ∫ +

13

1 36x

dx
;   в) ∫ −+

1

0
228 xx

xdx
. 

2. ∫ +
π

0

sin)12( xdxx . 

3. а) ∫
∞−

0

3 dxx ;   б) ∫
∞ +

1
3 2

1
dx

x

x
. 

4. 
3

4

3
,4 +=+= x
yxy . 

5. 1,3, === xxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. yxxyz −+−= )ln( 2
. 

2. 
x

y
arctgxyz += ;     xy

y

z
y

x

z
x 2=

∂
∂+

∂
∂

. 

3. 13222 ++−+−= yxyxyxz . 

4. xyyyxz ln332 +−= ;     )1;1( −M . 

5. 242sin2 yxxz −+= ;      )1;0(M ;     jia 34 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 0)1( /2 =++ xyyx ,   2)2( =y ; 

2. )2()(2 2222/ xyyyxxy +=+ ; 

3. xx
x

y
y 3/ sin=− ,   1

2
=







π
y ; 

4. а) 03212 /// =+− yyy ;    б) 052 /// =+− yyy ; 

в) 0254016 /// =+− yyy ,   
4

5
)0( =y ,   

16

25
)0(/ =y ; 

5. xeyyy 4/// 32 =++ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 0
sin

1/// =+−
x

ytgxy ,   0
2

=






π
y ,   1

2
/ =







π
y ; 

2. 2/// )(2 ytgyy = ; 

3. 123 2/// +−=− xxyy ; 

4. xyyy cos52 /// −=++ ; 

5. xeyyy 423 /// −=+− ,   1)0( =y ,   2)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

= −
+

1 13

5)12(

n

n

n

n ,     б) ∑
∞

=

+
1 !

12

n n

n . 

2. а) ...,
17

1

10

1

5

1

2

1 −+−+−     б) ( )
∑

∞

= −
−

1 12

21

n

n

n

n . 

3. а)  ...,
433221

432

+
⋅

+
⋅

+
⋅

xxx     б) ( )
∑

∞

=

+−
1

2

5

)1(1

n
n

nn xn . 

4. xxf =)( ,   40 =x . 

5. )10ln()( xxxf += . 
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ВАРІАНТ №22 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 −
−

dxxtg
x

2
644

27
2

;  б) ( )∫ +− dxexee xxx 633 . 

2.   а) ∫ −
−

dx
x

x

5

)5(ln 24

;   б) ∫ − x

xdx

3sin16

3cos
2

 . 

3.   а) ( )∫ − dxex x6314 ;   б) ∫ xdxarcctg5 . 

4.   а) ∫ −−
+

dx
xx

x
2614

11 ;   б) ∫ −+

−
dx

xx

x

510

27
2

. 

5.   а) ∫ xdxx 4sin4cos 22 ;   б) ∫ − dxx)36(sin5 . 

ІІ.  Визначений інтеграл  

1. а) ∫ +
1

0

3 )( dxxx ;   б) ∫
π

0

4cos xdx;   в) ∫
5

4

3ln
dx

x

x
. 

2. ∫ +
1

0

2 )1ln( dxx . 

3. а) ∫
∞

+
0

)1( dxx ;   б) ∫
∞−

+1 2 1
dx

e

e
x

x

. 

4. 
2

3

2

3
,4 2 +−=−= x
yxy . 

5. 2,0,0, ==== xxyey x . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. 224)1arccos( yxxz −−++= . 

2. )ln( 22 yxz −= ;     0
2 =
+

−
∂
∂+

∂
∂

yxy

z

x

z
. 

3. yxyxyxz 81533 22 −−++= . 

4. xeyxz y 3sin2 −+= ;     )0;2(M . 

5. xy
y

x
z += ;      )1;5(M ;     jia 43 +−= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 0)1( / =−+ xyx ,   0)2( =−y ; 

2. 






=
x

y
yxy

2
ln2/ ; 

3. 
x

x
x

x

y
y

cos

sin3
/ =− ,   

2
)(

ππ =y ; 

4. а) 0158 /// =+− yyy ;    б) 010610 /// =+− yyy ; 

в) 08114464 /// =++ yyy ,   
8

9
)0( −=y ,   

64

81
)0(/ =y ; 

5. xyyy cos32 /// =++ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 2ln /// =− yxxy ,    0)( =ey ,   0)(/ =ey ; 

2. 2//2// )(yyyyy += ; 

3. xexyyy 2/// )1420(6 +=−+ ; 

4. xyy 5sin2525// =− ; 

5. xeyy 4// 4 =+ ,   0)0( =y ,   0)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=
−

+

1
13

12

2

3

n
n

n

,      б) ∑
∞

= +
+

1 110

)!23(

n n

n . 

2. а) ...,
16

5

9

4

4

3
2 +−+−     б) ( )

∑
∞

= +
−

1
3 1

1

n

n

n
. 

3. а) ...,
53

53

+++ xx
x      б) ∑

∞

=

−

−
−

1

1

)1(

)1(

n

nn

nn

x . 

4. xexf =)( ,   20 −=x . 

5. xexf x 3cos)( 3 −= . 
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ВАРІАНТ №23 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 + dxe
x

x17
2 3cos

6 ;   б) ∫ 






 − dx
x

x
3

3

3 4
3  

2.   а) ∫ +
+

dx
x

x

1

1cos ;   б) ∫ x

xdxctg

9sin

9
2

5

 . 

3.   а) ∫ 






 − xdx
x

3sin
3

6 ;   б) ∫ xdxx 16ln9 . 

4.   а) ∫ ++
−

dx
xx

x

1712

18
2

;   б) ∫ −+

+
dx

xx

x

918

4
2

. 

5.   а) ∫ − dxx)53(sin4 ;   б) ∫ xdxx 2cos2sin 317 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ 






 −
4

16
4

4sin

π

π

π
dxx ;   б) ∫

−

+
1

2

22 )( dxxx ;   в) ∫
− +

2

2
2

2

1x

x

e

dxe
. 

2. ∫ ⋅
1

0

352 dxx x . 

3. а) ∫
∞−

0
32 dxx ;   б) ∫

∞

+0
21 x

dx
. 

4. 
x

yxy
2

,3 =−= . 

5. 0,2 2 =−= yxxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. xyxz −+= 2arccos . 

2. 
23

2233 xyyxyx
z

+++= ;     
2)(2 yx

y

z

x

z +=
∂
∂+

∂
∂

. 

3. 1622 −−++= yyxyxz . 

4. xyxyez yx 32 232

−+−+= ;     )2;0(M . 

5. )3ln( 22 yxz += ;      )3;1(M ;     jia −= 2 . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. 03 /2/ =+− xyxy ,   0)5( =y ; 

2. 

x

y
arctg

x
yxy

2
/ =− ; 

3. 
x

x
x

x

y
y

3
/

cos

sin=− ,   
2

)5(
π=y ; 

4. а) 05027 /// =+− yyy ;    б) 0528 /// =+− yyy ; 

в) 06416 /// =++ yyy ,   8)0( −=y ,   64)0(/ =y ; 

5. xeyy 2/// 7=− . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 02
/

// =−+ x
x

y
y ,    1)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. //2/ )1()(2 yyy −= ; 

3. xxyy 244 3// −=− ; 

4. xyy 18sin18324// =+ ; 

5. )2416(96 /// +=++ xeyyy x ,   3)0( =y ,   2)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=

−
1 7

12

n
n

n ,      б) ∑
∞

= +1 5

2!

n

n

n

n . 

2. а) ...,
17

4

10

3

5

2

2

1 −+−+−    б) ( )
∑

∞

= +
−

1 )12(

1

n

n

n
. 

3. а)  ...
5

)1(

3

)1(
)1(

32

++++++ xx
x ,   б) ( )

∑
∞

=1
3

2

n

n

n

x . 

4. xxf cos)( = ,   
30

π−=x  

5. 71)( xxf += . 
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ВАРІАНТ №24 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 − dxx
x

2

2
3

7 ;   б) ∫ 






 +−
+

dxx
x

5
2

)2(3
9

4 . 

2.   а) ∫
−

dx
x

x

2

arcsin

1

2 ;    б) ∫
+ x

x

e

dxe
8

4

1
 . 

3.   а) ( )∫ − xdxx 4cos34 ;   б) ∫ xdx60arccos . 

4.   а) ∫ +−
+

dx
xx

x

194

6
2

;   б) ∫ −−

−
dx

xx

x
285

16 . 

5.   а) ∫ − dxx)79(cos5 ;   б) ∫ dx
x

19
sin4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл  

1. а) ∫
+2

1
2

3 12
dx

x

x
;   б) ∫ +

22

5
2 13x

xdx
;   в) ∫

6

0

sin cos

π

xdxe x . 

2. ∫
4

0

2 cos

π

xdxx . 

3. а) ∫
∞

1

3dxxx ;   б) ∫
∞−

0
2 dxxe x . 

4. xyxy cos1,cos −== . 

5. 1,0,0,2 ==== xxyy x . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. )2ln(9 22 yxyxz −+−−= . 

2. yxyyz sin)(cos −+= ;     
y

z

yx

z
yx

∂
∂=

∂∂
∂−

2

)( . 

3. 463 22 −−++= yxyxz . 

4. yxxyxyz 53cos −++= ;     )0;0(M . 

5. )( 2xyarctgz = ;      )1;2(M ;     jia 34 −= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yxxyyyx 22/2 26)32( −=− ,   0)1( =y ; 

2. /22 )2( yxyxyxy +=+ ; 

3. xxx
x

y
y 22/ cossin=− ,   1)( =πy ; 

4. а) 06/// =−+ yyy ;    б) 0534 /// =+− yyy ; 

в) 0817216 /// =++ yyy ,   
4

9
)0( −=y ,   

16

81
)0(/ =y ; 

5. xyy sin2// =+ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 1///2 =+ xyyx ,    0)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 0)(2 2/2// =−+ yyyy ; 

3. xexxyy 22// )(4 +=− ; 

4. xyyy 2sin52 /// −=++ ; 

5. xyy =+ 4// ,   1)0( =y ,   1)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1 3

!

n
n

n ,      б) ∑
∞

= +
−

1 13

12

n n

n . 

2. а) ...,
54

1

43

1

32

1

21

1 +
⋅

−
⋅

+
⋅

−
⋅

   б) ( )
( )∑

∞

= +
−

1

2

!1

1

n

n

n

n . 

3. а)  ...12963 11852 ++++ xxxx ,   б) ( )
∑

∞

= +
−

1 2

1

n

nn

n

x . 

4. 
x

xf
−

=
1

1
)( ,   20 =x . 

5. xxexf x sin)( −= . 
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ВАРІАНТ №25 
Частина 1 

І.  Невизначений інтеграл 

1.   а) ∫ 






 − dxx
x

18sin5
9

4
;   б)  ( )∫ 









+
+− dx

x
x

259

13
526

2

4 . 

2.   а) ∫ x

xdx

5cos

5sin
4

;    б) ∫ x

dxe xctg

4sin2

4

 . 

3.   а) ( )∫ − dxx x54 ;    б) ∫
− xdxx 16ln3 . 

4.   а) ∫ +−
−

dx
xx

x

76

5
2

;   б) ∫ −+

+
dx

xx

x

410

3
2

. 

5.   а) ∫ + dxxn )239(si 5 ;   б) ∫ dx
x

4

3
cos4 . 

ІІ.  Визначений інтеграл 

1. а) ∫ −

4

2
216 x

dx
;   б) ∫ +

2

0

cos1sin39

π

xdxx ;   в) ∫ +

1

0 13x

dx
. 

2. ∫
2

0

sin

π

xdxx . 

3. а) ∫
∞

−4
2 4x

dx
;   б) ∫

∞
−

1

4dxx . 

4. 0,562 =−+−= yxxy . 

5. 
2

,0,0,sin
π==== xxyxy . 

ІІІ. Функції багатьох змінних 

1. xyyxz 3)4ln( 22 −+−−= . 

2. 
y

x
z = ;     0

2

=
∂
∂−

∂∂
∂

y

z

yx

z
x . 

3. 1032 22 +−−= yxxyz . 

4. yxxyxyz 323 3sin +−+= ;     )0;2(−M . 

5. )35ln( 22 yxz += ;      )1;1(M ;     jia 34 +−= . 
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Частина 2 

IV. Диференціальні рівняння 

1. yyxy lncos/ = ,   ey =)0( ; 

2. yyxxy ++= 22/ 4 ; 

3. 
2

/

)2( −
=−

x

x

x

y
y ,   0)1( =y ; 

4. а) 078 /// =+− yyy ;    б) 0178 /// =+− yyy ; 

в) 01236 /// =+− yyy ,   
6

1
)0( =y ,   

36

1
)0(/ =y ; 

5. 2/// 5142 xyyy −=++ . 

 
V. Диференціальні рівняння другого порядку 

1. 1///2 =+ xyyx ,   0)1( =y ,   1)1(/ =y ; 

2. 0)( //2/ =− yyy ; 

3. 2/// 322 xyyy −=++ ; 

4. xyy 10sin20100// =+ ; 

5. xxeyy 11/// 1111 −=+ ,   0)0( =y ,   11)0(/ =y . 

 
VI. Числові і функціональні ряди 

1. а)∑
∞

=1 5

!

n
n

n ,      б) ∑
∞

=

+

1
2

1

3

2

n
n

n

n
. 

2. а) ...,
4

1

3

1

2

1
1 +−+−     б) 

( )
( )∑

∞

=

+

+
−

1

1

!1

1

n

n

nn
. 

3. а)  ...433221 2 +⋅+⋅+⋅ xx ,    б) ( )
∑

∞

=
− ⋅
+

1
212

1

n
n

n

n

x . 

4. xexf 2)( = ,   30 −=x . 

5. x
x

xf sin
1

)( = . 
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Довідкові матеріали. 

  Частина 1. 

І. Невизначений інтеграл. 

Задача 1. 
   1. Функція F (х) називається первісною від функції f (х) на відрізку  [a,b], як-

що в усіх точках відрізку виконується рівність F ' (х) = f (х). 

   2. Множина усіх первісних F (х) + С для функції f (х) на відрізку  [a,b] назива-

ється невизначеним інтегралом від  f (х) і позначається ∫ dxxf )( : 

                       CxFdxxf +=∫ )()( .                                                           

Функція f (х) називається підінтегральною функцією, вираз f (х)dx – піді-

нтегральним виразом, х – змінною інтегрування, ∫ – знаком невизначеного 

інтеграла. 

   3. Таблиця основних невизначених інтегралів. 

         1. C
n

x
dxx

n
n +

+
=∫

+

1

1

.                            9. Cxxdx +−=∫ coslntg . 

2.  Cx
x

dx +=∫ ln .                             10. Cxxdx +=∫ sinlnctg . 

3. Cedxe xx +=∫ .                            11. C
x

x

dx +=∫ 2
tgln

sin
. 

4. C
a

а
dxа

x
x +=∫ ln

.                         12. C
x

x

dx +






 +=∫ 42
tgln

cos

π
. 

5. Cxxdx +−=∫ cossin .                 13. C
a

x

axa

dx +=
+∫ arctg

1
22 . 

6. Cxxdx +=∫ sincos .                   14. C
ax

ax

aax

dx +
+
−=

−∫ ln
2

1
22 . 

7. Cx
x

dx +=∫ tg
cos2 .                        15. C

a

x

xa

dx +=
−∫ arcsin

22 . 

8. Cx
x

dx +−=∫ ctg
sin2 .                      16. Caxx

ax

dx +±+=
±∫

22

22
ln . 
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   4. Властивості невизначеного інтеграла. 

1. Похідна невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній функції: 

                           ( ) )()( xfdxxf =
′

∫ .                                                            

          2. Постійний множник можна виносити за знак інтеграла: 

                          dxxfсdxxсf ∫∫ = )()( .                                                      

          3. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми скінченого числа функцій 

дорівнює алгебраїчній сумі інтегралів від функцій, що додаються: 

   ( ) dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf nn ∫ ∫ ∫∫ +++=+++ )()()()()()( 2121 KK . 

         4.  Якщо CxFdxxf +=∫ )()( ,то CuFduuf +=∫ )()( , де и=u(x) – довіль-

на функція, яка має неперервну похідну. 

 

Задача 2. 

   1. Якщо при знаходженні інтеграла ∫ dxxf )(  зробити підстановку (заміну 

змінної) х = φ (t), де φ(t) – це функція, яка має неперервну похідну, то  

dх = φ' (t)dt і виконується рівність: 

                            ( )∫∫ = dtttfdxxf )(')()( ϕϕ .      

   2. Підстановку х = φ(t) необхідно підбирати так, щоб інтеграл в правій частині 

формули  був табличним або легко зводився до табличного. 

   3.  Після знаходження інтеграла ( )∫ dtttf )(')( ϕϕ  треба обов’язково повер-

нутися до старої змінної інтегрування (підставивши замість t функцію обернену 

до φ (х)). 

   4. В багатьох інтегралах підстановку більш зручно зробити у вигляді t = φ(х); 

тоді dt = φ' (х)dх.  

 

Задача 3. 

1. Якщо підінтегральний вираз можна записати у вигляді добутку udv, де u(x)   
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i v(x) – функції, які мають неперервні похідні, то має місце формула інтегру-

вання частинами: 

                                  ∫∫ −= vduuvudv .    

   2. Записати підінтегральний вираз у вигляді добутку udv можна декількома 

способами. Причому, множник dv обов’язково містить диференціал змінної ін-

тегрування. Після вибору множників u і dv треба диференціюванням знайти du 

та інтегруванням – v. При обчисленні ∫= dvv  довільну сталу опускають. Отри-

мані значення u, v та du підставляють в праву частину формули. Множники u і 

dv будуть вибрані вірно, якщо інтеграл ∫ vdu є простішим за інтеграл ∫udv. 

Розглянемо основні типи інтегралів, які легко обчислити інтегруванням части-

нами.     

   3.  В інтегралах вигляду ∫ dxеxP kх
n )( , ∫ dxaxP kх

n )( , ∫ kxdxxPn cos)( , 

∫ kxdxxPn sin)( , де Рn(х) – многочлен n-го степеня, k – число, зручно вибрати 

множник u = Рn(х), dv – всі інші множники. 

   4. В інтегралах вигляду ∫ + dxbaxxPn )ln()(  зручно взяти dv=Рn(х)dх, а 

u=ln(ах+b). 

   5. В інтегралах вигляду ∫ kxdxxPn arcsin)( , ∫ kxdxxPn arccos)( , 

∫ kxdxxPn arctg)( ,  ∫ kxdxxPn arcctg)( , де Рn(х) – многочлен, k – число, вибирають 

dv = Рn(х)dх, за u – функцію, що є множником при Рn(х).  

   6. Метод інтегрування частинами можна, у разі необхідності, застосовувати 

декілька разів поспіль або комбінуючи з іншими методами інтегрування. 

 

Задача 4. 

   1. Інтеграли вигляду ∫ ++
+

cbxax

dxnmx
2

)(
  і ∫ ++

+
cbxax

dxnmx
2

)(
 можна спростити, виді-

ливши повний квадрат в знаменнику: 
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        











 −+






 +=++
2

22
2

4

4

2 a

bac

a

b
xacbxax . 

   2. Підстановка   
a

b
xt

2
+=  зводить даний інтеграл до табличного. 

 

Задача 5. 

   1. Позначимо R (sin x, cos x) функцію зі змінними sin x та cos x, над якими 

виконані дії додавання, віднімання, множення або ділення (R – знак раціональ-

ної функції).  

   2. Будь-який інтеграл виду ( )∫ dxxxR cos,sin  можна за допомогою підста-

новки 
2

tg
x

t =  привести до інтеграла від функції, раціональної відносно t. В 

цьому випадку 2
2 1

2

2
tg1

2
tg2

sin
t

t
x

x

x
+

=
+

= , 2

2

2

2

1

1

2
tg1

2
tg1

cos
t

t
x

x

x
+
−=

+

−
= , 21

2

t

dt
dx

+
= , а 

( ) ∫∫ +








+
−

+
= 22

2

2 1

2

1

1
,

1

2
cos,sin

t

dt

t

t

t

t
RdxxxR . 

Така підстановка називається універсальною тригонометричною підстанов-

кою. 

В ряді випадків при інтегруванні тригонометричних функцій можна скорис-

татися більш простими підстановками. Зокрема, однією з наступних, в залеж-

ності від вигляду підінтегральної функції. 

   3. В інтегралах ∫ xdxxR cos)(sin , де R – раціональна функція, можна засто-

сувати підстановку t = sin х; в інтегралах вигляду ∫ xdxxR sin)(cos  – підстано-

вку t = cos х. 

   4. Коли інтеграл має вигляд ∫ dxxR )(tg , де R – раціональна функція, то він 

спрощується за допомогою підстановки tg x = t.  
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   5. Інтеграл вигляду ∫ xdxx nm cossin  спрощується заміною змінних, яку 

зручно обрати в залежності від значень m і n, а саме: 

 5.1. коли n – ціле додатне непарне число, такий інтеграл можна спростити 

підстановкою t = sin х; 

 5.2. підстановку t = cos х використовують, коли m – ціле додатне непарне 

число; 

 5.3.  якщо m і n – цілі невід’ємні парні числа, то для спрощення інтеграла 

можна застосувати формули зниження степеня тригонометричних функцій : 

             
2

2cos1
sin2 x

x
−= , 

2

2cos1
cos2 x

x
+= ; 

 5.4. коли (m + n) – ціле від’ємне парне число, то використовують підстанов-

ку tg x = t. 

   6. Інтеграли вигляду ∫ nxdxmxsinsin , ∫ nxdxmxcossin , ∫ nxdxmxcoscos об-

числюються за допомогою формул: 

      [ ]xnmxnmnxmx )cos()cos(
2

1
sinsin +−−= , 

      [ ]xnmxnmnxmx )sin()sin(
2

1
cossin ++−= , 

      [ ]xnmxnmnxmx )cos()cos(
2

1
coscos ++−= . 

 
 

ІІ. Визначений інтеграл. 
 

Задача 1. 
   1. Найпростішим методом обчислення визначеного інтеграла є формула Нью-
тона-Лейбніца:  

                                    )(F)(F)(F)(f abxdxx b
a

b

a

−==∫                                             

де F (х) – будь-яка первісна від функції f (х). 
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   2. Метод заміни змінної використовують тоді, коли  можна вибрати таку фун-

кцію x = g (t), що після підстановки підінтегральна функція стане простішою. 

Якщо при обчисленні інтеграла ∫
b

a

dxxf )(  робиться підстановка x = g (t), то фо-

рмула заміни змінної має вигляд: 

                  ∫∫ =
β

α

dttgtgfdxxf
b

a

)('))(()( ,                                                  

де α, β – нові межі інтегрування, що знаходять із рівностей a = g (α),  b = g (β). 

   3. При обчисленні визначеного інтеграла необхідно обов’язково перерахувати 

межі інтегрування. Повертатися до старої змінної не треба. 

 

Задача 2. 

   1. Формула інтегрування частинами для визначеного інтеграла має вигляд: 

                 ∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

vduuvudv )( .                                                              

   2. Множники u(х) і dv  обираються так само, як в невизначеному інтегралі. 

 

Задача 3. 

   1. Нехай функція f (х) інтегрована на будь-якому відрізку [a; b], тоді інтеграли 

число, довільне де ,)(lim)(lim)(

,)(lim)(    ,)(lim)(

−+=

==

∫∫∫

∫∫∫∫

+∞→−∞→

∞+

∞−

−∞→
∞−

+∞→

+∞

сdxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxfdxxf

b

c
b

c

a
a

b

a
a

bb

a
b

a

 

називаються невласними інтегралами першого роду. 

   2. Якщо границі в правих частинах формул скінчені, то інтеграли називаються 

збіжними. Якщо ці границі не існують або дорівнюють нескінченості, то інтег-

рали є розбіжними. 
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Задача 4. 

   1. Площа  криволінійної трапеції, обмеженої графіком функції у = f (х) ≥ 0, 

віссю Ох і прямими х = а, х = b (рис. 1 а), обчислюється за формулою: 

                 ∫=
b

a

dxxfS )( .     

                                               Рис. 1. 

   2. Якщо f (х) < 0 на [a; b], то ∫−=
b

a

dxxfS )( . 

   3. Якщо фігура обмежена зверху графіком функції у = f 2(х), знизу – у = f 1(х), 

зліва і справа прямими х = а, х = b відповідно (рис. 1 б), то її площа обчислю-

ється за формулою: 

                 ( )∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 12 .      

   4. Якщо фігура обмежена зверху лінією, що задана параметричними рівнян-

нями х = х(t), у = у(t) > 0, t ∈ [t1; t2], знизу – віссю Ох, зліва і справа – прямими 

х=а, х = b, то її площа дорівнює: 

                 ∫=
2

1

)(')(
t

t

dttxtyS ,                                                                    

причому х(t1) = а, х(t2) = b. 

 

 

                          а 

 

б 
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Задача 5. 

   1. Нехай криволінійна трапеція (рис. 1 а) обертається навколо осі Ох. Тоді 

об’єм тіла обертання дорівнює: 

                 ∫=
b

a

OX dxxfV )(2π .      

   2. Об’єм тіла, що утворене обертанням навколо осі Оу фігури, яка обмежена 

лініями у = с, у = d, х = 0, х = g(у), обчислюється за формулою:  

                 ∫=
d

c

ОУ dyygV )(2π .                         

   3. Якщо лінія, що обмежує криволінійну трапецію, задана параметричними 

рівняннями х = х(t), у = у(t), t ∈ [t1; t2], то об’єм тіла обертання навколо осі Ох 

обчислюється за формулою:  

                 ∫=
2

1

)(')(2
t

t

OX dttxtyV π                                                                                                                                                                 

                                                     ІІІ. Функції багатьох змінних. 

Задача 1. 

   1. Величина z називається функцією двох змінних х і у, якщо кожній впоряд-

кованій парі (х, у) значень двох незалежних одна від одної змінних х і у з деякої 

області D площини Оху відповідає єдине значення величини z. 

Позначається функція двох змінних z = f (х,у), або z = F (х,у), або z = z(х,у).  

   2. Множина D всіх точок (х, у), при яких z = f (х, у) має сенс, називається об-

ластю визначення функції, а множина значень z, що приймає функція при 

(х,у)∈D, називається множиною значень функції. 

 

Задача 2. 

   1. Розглянемо функцію двох змінних z = f (х, у). Позначимо приріст функції по 

змінній х при фіксованому значенні у, як ∆хz = f (х + ∆х, у) – f (х, у), де ∆х – при-

ріст х. Аналогічно, ∆уz = f (х, у + ∆у) – f (х, у), де ∆у – приріст у. 
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   2. Частинною похідною по х від функції z = f (х, у) називається границя від-

ношення приросту функції по х ∆хz до приросту змінної х, якщо останній пря-

мує до нуля:  

                  
x

yxfyxxf

x

z
z

x

x

x
х ∆

−∆+=
∆
∆=

→∆→∆

),(),(
limlim

00

'
.           

   3. Частинна похідна від функції z = f (х, у) по у визначається аналогічно: 

                 
у

yxfуyxf

у

z
z

у

у

у
y ∆

−∆+=
∆
∆

=
→∆→∆

),(),(
limlim

00

'
.                                       

   4. Частинну похідну по х позначають: 
'
xz , 

x

z

∂
∂

, 
x

f

∂
∂

, f
x∂

∂
, 

x

yxz

∂
∂ ),(

. Частинну 

похідну по у можна позначити 
'
yz , 

у

z

∂
∂

, 
у

f

∂
∂

, f
у∂

∂
, 

у

yxz

∂
∂ ),(

. 

   5. При обчисленні похідної по змінній у постійною вважається х.  Саме обчи-

слення здійснюється за тими ж правилами і формулами, що і у функції однієї       

змінної (див. частину 1 даних вказівок). 

   6. Щоб довести дану в задачі рівність треба обчислити частинні похідні від 

функції z = f (х, у). Потім підставити знайдені похідні в рівняння і виконати всі 

можливі тотожні перетворення. В результаті маємо отримати вірну рівність. 

 

Задача 3. 

   1. Точка М0 (x0; y0) називається точкою екстремуму (максимуму чи мінімуму) 

функції z = f (х; у), якщо f(x0; y0) є відповідно найбільше чи найменше значення 

функції f (х; у) в деякому околі точки М0 (x0; y0):  f (x0; y0) > f (х; у) чи   f (x0; y0) < 

<f (х; у) в усіх точках М (х; у) ≠ М0 (x0; y0) з деякого околу точки М0. 

   2. Значення f (x0; y0) називається максимальним (або мінімальним) значенням 

функції. 

   3. Необхідна умова екстремуму. Якщо в точці М0 (x0; y0) диференційована фу-

нкція z = f (х; у) має екстремум, то її частинні похідні в цій точці дорівнюють 

нулю: 
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   Точка М0 (x0; y0), в якій обидві частинні похідні дорівнюють нулю, називаєть-

ся стаціонарною. 

   4. Якщо функція z = f (х, у) має частинні похідні 
x

z

∂
∂

 і 
у

z

∂
∂

, то вони в загально-

му випадку також є функціями двох змінних. Частинні похідні від цих функцій 

називаються другими частинними похідними від функції z = f (х, у) і познача-

ються так: 
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Похідні 
''
xyz  та 

''
yxz  називаються мішаними. 

   5. Достатня умова екстремуму. Нехай точка М0 (x0; y0) є стаціонарною точ-

кою функції z = f (х; у). Позначимо 
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Якщо АС – В2 > 0 і А < 0, то М0 (x0; y0) – точка максимуму. 

Якщо АС – В2 > 0 і А > 0, то М0 (x0; y0) – точка мінімуму. 

Якщо АС – В2 < 0, то М0 (x0; y0) не є точкою екстремуму. 

Якщо АС – В2 = 0, то необхідне додаткове дослідження. 

6. Щоб знайти екстремум функції двох змінних z = f (х; у) треба: 

    – знайти область визначення функції; 

    – знайти частинні похідні і прирівняти їх до нуля; 

    – скласти з отриманих рівнянь систему і розв’язати її; знайдені точки є стаці-

онарними; 

    – обчислити частинні похідні другого порядку від функції z = f (х; у); 

    – знайти значення А, В, С в кожній із стаціонарних точок; 
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   –  знайти величину АС – В2   і зробити висновок;  

– якщо в досліджуваній стаціонарній точці є екстремум, то підставити коор-

динати точки в функцію z = f (х; у). Знайдене значення буде максимальним 

(або мінімальним) значенням функції. 

 

Задача 4. 

    1. Градієнтом функції z = f (х; у)  називається вектор, координатами якого є 

частинні похідні цієї функції 

                  








∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
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y

f
i

х

f
zgrad .          

   2. Градієнт функції вказує напрямок, в якому функція зростає скоріше за всі 

інші напрямки.    

   3. Щоб знайти градієнт функції в точці М треба її координати підставити  

замість х та у відповідно у вираз для градієнта.         

Задача 5. 

    1. Якщо задана функція z = f (х; у) і напрямок l , то границя відношення при-

росту функції ∆f до ∆ρ при ∆ρ → 0 називається похідною функції за напрямком 

l  і позначається  

              ρρ ρρ ∆
−∆+∆+=

∆
∆=

∂
∂

→∆→∆

);();(
limlim 0000

00

yxfyyxxff

l

f
, 

 де 22 )()( ух ∆+∆=∆ρ ,  ∆х, ∆у – приріст аргументів х та у відповідно вздовж 

напрямку l . 

   2. Величина похідної за напрямком l  визначає швидкість зміни функції в 

цьому напрямку. Знак похідної – характер зміни. Якщо 
l

f

∂
∂

 > 0, то функція 

зростає у напрямку l , якщо 
l

f

∂
∂

 < 0, то функція спадає за цим напрямком. 
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    3. Якщо функція f (х; у) диференційована, то її похідна за довільним напрям-

ком l  існує і дорівнює 

                   βα coscos
y

f

х

f

l

f

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

,                                                      

  де )cos,(cos βα=e  – орт напрямку l . 

   4. Щоб знайти похідну функції z = f (х; у) за напрямком вектора a треба: 

       – знайти частинні похідні функції; 

          – знайти напрямні косинуси вектора a ; 

       – скористатися формулою для обчислення похідної 
l

f

∂
∂

 за напрямом. 

   5.  Щоб знайти похідну функції z = f (х; у) в точці М за напрямом даного ве-

ктора a , треба підставити координати точки у вираз, що одержано в п. 4. 

 

Частина 2. 

ІV. Диференціальні рівняння. 

Задача 1. 

   1. Рівняння, які зв’язують невідому функцію, її диференціали або похідні та 

аргумент, називаються диференціальними (ДР). Коли невідома функція зале-

жить лише від одного аргументу, тоді ДР називається звичайним. 

   2. Найвищий порядок похідної, що входить в ДР, називається порядком ДР. 

   3. Рівняння, яке пов’язує незалежну змінну х, невідому функцію у (х) та її по-

хідну y', називається ДР першого порядку: 

                    F (x, y, y') = 0 або y' = f (х, у).                                                                                                                                   

   4. Розв’язком ДР першого порядку називається будь-яка функція у = φ(х), яка 

при підстановці її разом з похідною в рівняння, перетворює його в тотожність. 

Графік функції у = φ(х) називається інтегральною кривою. 

   5. Розв’язок ДР, який задовольняє початковій умові у (х0) = у0  , називається ча-

стинним розв’язком. 
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   7. Задачу пошуку розв’язку ДР першого порядку, який задовольняє даній по-

чатковій умові, називають задачею Коші: 

                 




=
=

.)(

),,('

00 yxy

yxfy
 – задача Коші.                

   8. Загальним розв’язком ДР першого порядку називається така функція           

у = φ (х, С), де С – довільна стала, що: 

1. при будь-якому значенні С вона є розв’язком цього рівняння; 

2. для будь-якої припустимої початкової умови у (х0) = у0 знайдеться таке 

значення сталої С = С0, що φ (х0, С0) = у0. 

   9. ДР вигляду M1(х)N1(у)dx + M2(х)N2(у)dy = 0 (або y' = f1(х)f2(у)) називається 

рівнянням з відокремлюваними змінними. Щоб розв’язати таке рівняння, необ-

хідно поділити обидві його частини на множник N1(у)M2(х) ≠ 0 (або на f2 (у) ≠ 0), а 

потім проінтегрувати отримане рівняння. В результаті знайдемо загальний 

розв’язок рівняння. 

   10. Для знаходження частинного розв’язку слід замість х і у підставити в зага-

льний розв’язок значення 0x  і 0y відповідно. Отримаємо конкретне числове зна-

чення 0C  довільної сталої С. Підставивши це значення в загальний розв’язок рі-

вняння, записуємо його частинний розв’язок. 

 

Задача 2. 

  1. ДР першого порядку y' = f (х, у) називається однорідним, якщо функцію 

f(х,у) можна привести до вигляду f (х, у)= 








х

уϕ . В цьому випадку функція f (х, у) 

називається однорідною відносно своїх аргументів.  

   2. Розв’язок однорідного ДР шукають у вигляді y=z(x)x, де z(x) – нова невідо-

ма функція. В загальному випадку в однорідному ДР відокремити змінні немо-

жливо. 
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   3. Якщо y=zx, то y' =  z'x + z. Підставивши y та y' в дане однорідне рівняння і 

виконавши тотожні перетворення, отримаємо ДР першого порядку з відокрем-

люваними змінними (див. задачу 1). 

 

Задача 3. 

   1. ДР вигляду y' + p(x)y = g(x), де p(x), g(x) – дані неперервні функції, назива-

ється лінійним. 

   2. Розв’язок рівняння шукають у вигляді у = u(х)v(х). Одну з функцій u, v оби-

рають довільно (як правило v(х)). Іншу – в залежності від першої так, щоб їх 

добуток був розв’язком рівняння. 

   3. Якщо у = иv, то у' = u'v + uv', а рівняння приймає вигляд: 

                                u'v + u(v' + p(x)v) = g(x). 

   4. Функцію v(х) вибирають так, щоб вираз в дужках був рівним нулю: 

  v' + p(x)v = 0. Тоді для знаходження и(х) маємо рівняння u'v = g(x). Отже, 

отримали систему рівнянь з відокремлюваними змінними для знаходження u, v:       

                                               




=
=+
).('

,0)('

xgvu

vxpv
 

   5. Розв’язавши цю систему, знайдемо функції и(х) і v(х). Загальний розв’язок 

лінійного рівняння отримаємо, як добуток знайдених функцій: у = иv. 

   6. Частинний розв’язок лінійного ДР знаходять так само, як і у випадку ДР з 

відокремлюваними змінними(див. задачу 1). 

 

Задача 4. 

   1. Рівняння вигляду y'' + а1y' + а2y = 0, де 21,aa  – числа, y(x) – невідома функ-

ція, називається лінійним однорідним диференціальним рівнянням другого по-

рядку зі сталими коефіцієнтами (ЛОДР ІІ). 

   2. Загальний розв’язок зоy ЛОДР ІІ має вигляд:  

            узо = С1у1 + С2у2 , 

   де  21,CC  - довільні сталі,  
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         21, yy  - два будь-які лінійно незалежні розв’язки ЛОДР ІІ. Ці розв’язки 

утворюють так звану фундаментальну систему розв’язків (ф. с. р.).  

    3. Розв’язок ЛОДР ІІ шукають у вигляді у = еkx . Тоді у' = kеkx, у'' = k2
е

kx. Підста-

вивши похідні в ЛОДР ІІ і скоротивши на  еkx, отримаємо рівняння: 

         k2 + а1k + а2 = 0.  

Таке рівняння є характеристичним рівнянням для ЛОДР ІІ. В залежності від йо-

го коренів ф.с.р. і загальний розв’язок ЛОДР ІІ приймають один з наступних 

виглядів. 

   4. Нехай характеристичне рівняння має два різних дійсних кореня k1 ≠ k2. Тоді 

xkey 1
1 = , xkey 2

2 = . Загальний розв'язок ЛОДР ІІ:  

                узо = С1
xke 1  + С2

xke 2 , С1, С2 ∈ R.                

   5. Нехай характеристичне рівняння має два однакових дійсних кореня k1=k2=k. 

Тоді kxey =1 , а в якості другого розв'язку беремо kxхey =2 . Загальний розв'язок 

ЛОДР ІІ: 

                узо = еkx (С1 + С2х), С1, С2 ∈ R.         

   6. Нехай характеристичне рівняння має два комплексних спряжених кореня          

k1,2 = α ± βі. Тоді ф. с. р. утворюють функції xey x βα cos1 =  і xey x βα sin2 = , а 

загальний розв'язок ЛОДР ІІ має вигляд: 

                узо = еαx (С1 xβcos  + С2 xβsin ), С1, С2 ∈ R.       

 

Задача 5. 

   1. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами (ЛНДР ІІ) – це рівняння вигляду y'' + а1y' + а2y = f (x), де f(x) – дові-

льна неперервна функція. 

   2. Загальний розв'язок узн ЛНДР ІІ має вигляд 

            узн = узо + уч,                                                                                     

де узо – загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння, 

уч – деякий частинний розв'язок даного неоднорідного рівняння. 
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   3.  Для розв’язання ЛНДР ІІ  необхідно спочатку знайти загальний розв’язок  

зоy  відповідного однорідного рівняння (див. задачу 4). 

   4. Якщо права частина рівняння f(x) має спеціальний вигляд, то частинний 

розв’язок уч  шукаємо методом невизначених коефіцієнтів. 

   5. Деякі спеціальні праві частини і відповідні їм частинні розв’язки рівняння 

наведені в наступній таблиці: 

 
 
1 

 
 
f (x) = еаx

Рn(х) 

           уч = )(xQеx n
ахS

, 

де S = 0, якщо k1 ≠ а і k2 ≠ а, 
    S = 1, якщо k1 = а або k2 = а, 
    S = 2, якщо k1 = k2 = а; 
    Qn(х) – многочлен степеня n з невизначеними коефі-
цієнтами. 

 
 2 

 
f (x) = bxNbxM sincos +  

           уч = )coscos( bxBbxAxS + , 
де S = 1, якщо k1,2 = ± bi, 
    S = 0 в інших випадках; 
    А, В – невизначені коефіцієнти. 

 

   6. Для знаходження розв’язку уч треба вибрати відповідний вигляд розв’язку з 

таблиці, знайти похідні  /// , ÷÷ yy  і підставити  уч , /// , ÷÷ yy  в неоднорідне рівняння. 

Спростити отримане рівняння, скласти систему для знаходження невідомих ко-

ефіцієнтів і розв’язати її. Для складання системи необхідно прирівняти коефіці-

єнти при однакових степенях х в обох частинах рівняння (випадок 1) або при 

однакових тригонометричних функціях (випадок 2). 

   7. Визначені в п.6 коефіцієнти підставимо в частинний розв’язок уч . Загаль-

ний розв’язок çíy  ЛНДР ІІ отримаємо склавши розв’язки зоy   і уч. 

 

  Частина V. 

Диференціальні рівняння другого порядку. 

Задача 1. 

   1. Рівнянням 2-го порядку називається рівняння, що пов’язує незалежну змін-

ну,невідому функцію і її перші дві похідні: 

                F (x, y, у/,у//) = 0. 



 73 

В багатьох випадках можна розв’язати це рівняння відносно старшої похідної: 

                   y// = f (x, y, y).                                                          

   2. Задача знаходження такого розв’язку рівняння, що задовольняє початковим 

умовам  у (х0) = у0, у' (х0) = у1 називається задачею Коші. 

   3. Загальним розв’язком рівняння другого порядку називається функція 

у=φ(х,С1,С2) така, що: 

1. при будь-яких довільних сталих С1, С2 перетворює дане рівняння в то-

тожність; 

2. при будь-яких початкових умовах знайдуться такі значення довільних 

сталих С1*, С2*, при яких φ(х0, С1*, С2*) = у0. 

   4. Будь-яка функція у = φ (х, С1
0, С2

0), яка отримана із загального розв’язку 

при конкретних значеннях сталих С1, С2 називається частинним розв’язком. 

   5. Дане рівняння,  не містить явно шукану функцію у(х): F (x,y ',y)=0. Можна 

знизити порядок рівняння підстановкою у' = р(х), у'' = р' (х), де р(х) – нова неві-

дома функція. 

   6.  Підставивши вирази у' = р(х), у'' = р' (х) в дане рівняння, після спрощень 

отримаємо диференціальне рівняння першого порядку відносно функції р(х) 

(див. частину ІV). 

   7. Розв’язавши отримане рівняння, знайдемо функцію р(х). Робимо зворотну 

підстановку у' = р(х). Отримаємо диференціальне рівняння першого порядку ві-

дносно функції у(х). Розв’язавши це рівняння, отримаємо загальний розв’язок 

даного диференціального рівняння другого порядку. 

   8. Для знаходження розв’язку задачі Коші знайдемо похідну /y . Потім підста-

вимо в у  і /y  замість х, у і /y  значення 0x , 0y  і 1y  відповідно. Виконавши обчис-

лення, отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для знаходження не-

відомих коефіцієнтів 21,CC . 

   9. Розв’язавши систему з п.8, підставимо знайдені значення коефіцієнтів  1C  і 

2C  в у(х). Отриманий розв’язок є частинним розв’язком даного диференціаль-

ного рівняння. 
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Задача 2. 

   1. Рівняння другого порядку, що не містить явно незалежну змінну х:  

F(у,y',y'')=0. В такому рівнянні можна знизити порядок підстановкою у' = р(у),           

у'' = р' (у) · р(у), де р(у) – нова невідома функція. 

   2. Підставивши замість у', у''  їх вирази, отримаємо диференціальне рівняння 

першого порядку. 

   3. Розв’язуємо отримане рівняння, робимо зворотну підстановку і маємо ще 

одне диференціальне рівняння першого порядку. Розв’язавши його, знайдемо 

загальний розв’язок диференціального рівняння другого порядку. 

 

                                                             Задачі 3, 4, 5. 

   1. Дані  лінійні неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку зі ста-

лими коефіцієнтами (ЛНДР ІІ) . Алгоритм їх розв’язання наведено в задачі 5 

частини ІV даного посібника. 

   2. Для знаходження розв’язку задачі Коші в рівнянні 5 знайдемо похідну /
çíy . 

Потім підставимо в узн  і /
çíy  замість х, у і /

çíy  значення 0x , 0y  і /
0y  відповідно. 

Виконавши обчислення, отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для 

знаходження невідомих коефіцієнтів 21,CC . 

  3. Розв’язавши систему з п.2, підставимо знайдені значення коефіцієнтів  1C  і 

2C  в çíy . Отриманий розв’язок є частинним розв’язком ЛНДР ІІ. 

 

VІ. Ряди. 

Задача 1. 

   1. Числовим рядом називається символ 

                   KK +++++=∑
∞

=
n

n
n aaaaa 321

1
,                                         

де числа а1, а2,а3,… називаються членами ряду, член аn – загальним членом 

ряда. 
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   2. Сума n перших членів ряду називається n-ою частинною сумою ряду і по-

значається  

                   ∑
=

=++++=
n

k
knn aaaaaS

1
321 K .    

   3.  Числовий ряд називається збіжним, якщо існує скінчена границя послідов-

ності його частинних сум { }nS : 

                   n
n

SS
∞→

= lim .                                                                               

Число S називається сумою ряду. Якщо така границя не існує або дорівнює не-

скінченності, то ряд називається розбіжним. 

   4. Необхідна умова збіжності ряду. Якщо числовий ряд збігається, то загаль-

ний член ряду прямує до нуля при n → ∞: 

                   0lim =
∞→ n

n
а .                                                                             

    Дана умова є тільки необхідною, але не достатньою для збіжності ряду. Якщо 

0lim ≠
∞→ n

n
а , то ряд розбігається. Якщо ж 0lim =

∞→ n
n

а , то ряд може як збігатися, так 

і розбігатися. 

   5. Якщо при всіх n виконується нерівність аn ≥ 0, то він називається рядом з 

невід’ємними членами. Якщо аn > 0 при всіх n, то маємо ряд з додатними чле-

нами.  

   6. Ознака Даламбера. 

Нехай ряд ∑
∞

=1n
na  – ряд з додатними членами і  існує скінчена границя 

                   l
a

à

n

n

n
=+

∞→

1lim .                                                                         

Тоді, при l > 1 ряд розбігається, при  l< 1 ряд збігається, при l = 1 треба 

досліджувати ряд за допомогою інших ознак. 

   7. Ознаку Даламбера зручно використовувати, коли загальний член ряду міс-

тить факторіали, показникові функції. 
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Задача 2. 

   1. Ряд, що містить і додатні і від’ємні члени називається знакозмінним. 

   2. Частинним випадком знакозмінних рядів є знакопереміжні ряди.  

   Ряд, в якому будь-які два сусідні члени мають різні знаки, називаються знако-

переміжними: 

               KK +−++−+−=−∑
∞

=
n

n

n
n

n aaaaa )1()1( 321
1

    

 або         KK +−+−+−=− +
∞

=

+∑ n
n

n
n

n aaaaa 1
321

1

1 )1()1(  

де а1, а2, …, аn, … – додатні дійсні числа. 

   3. Знакопереміжні ряди досліджують на збіжність за ознакою Лейбніца. 

   Нехай даний знакопереміжний ряд ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n
n a  або ∑

∞

=

+−
1

1)1(
n

n
n a . Якщо: 

1) абсолютні величини членів ряду монотонно спадають (а1 > а2 > а3>…) і 

2) загальний член ряду прямує до нуля при n → ∞ ( 0lim =
∞→ n

n
а ), то ряд збі-

гається. 

   4. Якщо хоча б одна з умов не виконується, то ряд розбігається. 

 

Задача 3. 

   1. Ряд, членами якого є функції, називається функціональним: 

                   KK ++++=∑
∞

=

)()()()( 21
1

xfxfxfxf n
n

n ,                             

причому, всі функції повинні бути визначені і неперервні в одному інтервалі. 

   2. Якщо в функціональний ряд  замість х підставити конкретне значення х= х0, 

то він стане числовим. Для одних значень х ряд може збігатися, для інших – ро-

збігатися. 
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   3. Значення х = х0, при яких числовий ряд ∑
∞

=1
0 )(

n
n xf  збігається, називається 

точкою збіжності функціонального ряду. Множина всіх точок збіжності функ-

ціонального ряду називається областю його збіжності. 

   4. Частинним  випадком функціонального ряду є степеневий ряд, тобто ряд 

вигляду   KK +−++−+−+=−∑
∞

=

n
n

n

n
n xxaxxaxxaaxxa )()()()( 0

2
02010

1
0 ,     

де а0, а1, …, аn, … числа, які  називаються коефіцієнтами степеневого ряду. 

   5. При х0 = 0 степеневий ряд має вигляд KK +++++=∑
∞

=

n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
1

                            

   6. Всі степеневі ряди збігаються при 0xx = . 

   7. Для дослідження степеневого ряду на збіжність треба знайти радіус та ін-

тервал збіжності. 

   8. Радіусом збіжності степеневого ряду називається таке число R, що для всіх 

х таких, що 0хх −  < R, ряд збігається абсолютно, а для всіх х таких, що 

0хх −  > R, ряд розбігається. 

   9. Радіус збіжності степеневого ряду знаходиться за формулою: 

                        
1

lim
+

∞→
=

n

n

n a

а
R .                                                                     

   10. Інтервалом збіжності степеневого ряду називається інтервал 

                         (х0 – R; х0 + R). 

   11. Якщо степеневий ряд збігається при всіх х, то вважають, що R = ∞. Якщо 

ряд розбігається при всіх х, крім х = 0, то вважають R = 0. 

   12. На кінцях інтервалу збіжності (при Rxx −= 0  і Rxx += 0 ) необхідно прове-

сти додаткове дослідження. Ряд може збігатися в обох точках, або тільки в од-

ній з них, або розбігатися в обох. Для дослідження треба підставити значення 

Rxx −= 0  і Rxx += 0  в степеневий ряд і дослідити отриманий числовий ряд (див. 

задачі 1,2). 
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Задача 4. 

   1. Якщо функція f(x) диференційована в околі деякої точки 0x  скільки завгод-

но разів, то її можна представити у вигляді суми степеневого ряду, який збіга-

ється в околі точки 0x :      

KK +−++−+−+−+= n
n xxaxxaxxaxxaaxf )()()()()( 0

3
03

2
02010 ,         

де а0, а1, а2, а3, …, аn, …– коефіцієнти ряду. 

   2.  Ряд вигляду    

( )( ) ( )

K

K

+−+

++−+−+−+=−=∑
∞

=

n

n

n
n

xx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xxxfxfxx
n

xf
xf

)(
! 

)(
         

)(
! 3

)('''
)(

! 2

)(''
))((')(

!
)(

0
0

(n)

3
0

02
0

0
000

0
0

0

    

називається рядом Тейлора функції f(х). Коефіцієнти 
! 

)( 0
(n)

n

xf
an =  називаються 

коефіцієнтами Тейлора функції f (х) в точці х0. 

   3. Щоб розкласти функцію f (х) в ряд Тейлора в околі даної точки треба знай-

ти похідні функції до n-го порядку, обчислити значення похідних в точці 0x , 

обчислити коефіцієнти Тейлора і підставити їх в розвинення (див. п.2). 

 

Задача 5. 

   1. Ряд, який отриманий з ряду Тейлора при х0 = 0, називається рядом Макло-

рена і має вигляд: 

               KK ++++++= nx
n

f
x

f
x

f
xffхf

! 

)0(

! 3

)0('''

! 2

)0(''
)0(')0()(

(n)
32

              

   2. Ряд Тейлора при х0 = 0 є розвиненням функції за степенями х. 

   3. Розвинення в ряд Тейлора при х0 = 0  деяких елементарних функцій. 
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n
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3. KK +−++−+−=
! )2(
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4. ++−−+−++=+ K
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