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Частина 1. Множини
1.1. Вступ

Обмін інформацією в системах комп’ютерного опрацювання інфор-
мації здійснюється за допомогою сигналів, якими можуть бути будь-які фізи-
чні величини - струм, напруга, магнітні стани, світлові хвилі.

Фізичні величини являють собою функції часу або певний розподіл
сигналів у просторі. Параметри часових функцій, що передаються, - таких як
частота, амплітуда, фаза, тривалість імпульсів або просторовий розподіл сиг-
налів, послідовність імпульсів, точок на зображенні, поєднання кольорів на
екрані і т.п., - називаються інформаційними параметрами сигналів.

Розрізняють такі види сигналів:
1. Аналоговий або неперервний.
Його параметри в середині заданого діапазону можуть набувати будь-

яких значень у довільний момент часу. Ці параметри є інформаційними,
оскільки вони передають інформацію про стан об’єкта, який вони відобра-
жають.

2. Дискретний сигнал.
Параметри такого сигналу можуть набувати лише певних значень у

дискретні моменти часу. При цьому важливим є не рівень сигналу, а його на-
явність.

Існують два види дискретних сигналів.
1. Дискретні сигнали, отримані способом дискретизації неперервних

сигналів.
2. Дискретні сигнали,  подані у вигляді кодових комбінацій – слів.
Подання у вигляді слів є найбільш універсальним і поширеним. Воно

застосовується для кодування людської мови, у математиці, цифровій елект-
роніці.

Дискретна математика – це наука про способи побудови та ефектив-
ного опрацювання послідовностей цілих об’єктів, в окремому випадку літер
a1a2…ai…an, породжуваних деяким алфавітом B={b1,b2,…,bn}, aiÎB,  які мо-
жна розглядати як слова.

Дискретна математика застосовується для електронних цифрових
пристроїв і систем, широко також використовується для створення та експлу-
атації комплексних автоматизованих систем обробки інформації, пакетів
прикладних програм, банків даних, мікропроцесорних систем, мереж переда-
чі даних.

Основною особливістю дискретної математики є відсутність гранич-
ного переходу і неперервності, притаманних класичній математиці. Дискрет-
на математика містить теорію множин і алгебраїчних систем, математичну
логіку, теорію графів, теорію автоматів і формальних граматик, теорію алго-
ритмів, теорію кодування, теорію чисел, комбінаторні обчислення, дискретні
екстремальні задачі.

Математика – наука молодих.
                       Н. Вінер
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1.2. Основні означення
Під множиною розуміють об’єднання в одне ціле об’єктів, які добре

розрізняються  нашою інтуїцією або нашою думкою.
Об’єкти, що утворюють множину, будемо називати елементами мно-

жини.
Елементи позначаються малими літерами латинського алфавіту. Якщо

m належить множині M, то використовується запис m ÎM, в іншому випадку
– m Ï M. Множина, яка містить скінченне число елементів, називається  скі-
нченною, а множина, що містить нескінченне число елементів, - нескінчен-
ною.

Якщо множина не містить жодного елемента, то вона називається пу-
стою і позначається Ø.

Множина може задаватися різними способами: перерахуванням еле-
ментів для скінченної множини або зазначенням їх властивостей. У разі пе-
рерахування використовуються фігурні дужки {}. Наприклад, множину М
цифр десяткового алфавіту можна задати у вигляді М={0,1,...9}, або М={i | i-
ціле,  0  ≤i  ≤9}, де справа від риски зазначається властивість елементів цієї
множини. Наприклад, множина М парних чисел записується М={m | m – па-
рне число}.

Множина М' називається підмножиною множини М тоді й лише тоді,
коли будь-який елемент множини М' належить до множини М: М'Í М ↔
(mÎ М' → mÎM), де Í  - знак включення підмножини; → - ” якщо ..., то ...”,
↔ -” якщо і лише якщо ...”. Зокрема, множини М' і М можуть збігатися.
Невключення підмножини М' до множини М позначається  як М' Ë М.

Множина А, що строго включена до В, позначається як АÌВ. Це
означає, що В містить й інші елементи, крім елементів А, і це особливо під-
креслюється.

Дві множини рівні в тому і лише в тому випадку, коли вони склада-
ються з одних і тих самих елементів.

Рівність двох множин Х і У позначатиметься через Х=У, а нерівність
множин Х і У – через Х ≠ У. Для будь-яких множин X, Y, Z виконуються такі
умови:

1. Х = Х.
2. Якщо Х = У, то У = Х.
3. Якщо Х = У, У = Z, то Х = Z.
Порядок елементів у множині не є суттєвим.
Множини {3,4,5,6} і {4,5,6,3} являють собою одну і ту саму множину.
Множини не містять однакових елементів. Так, множина простих ді-

льників числа 60 дорівнює {2,3,5}, а не ,{2,2,3,5}.
Слід розрізняти  предмет і множину, єдиним елементом якої є цей

предмет.
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Приклад. Множини {{1,2}} і {1,2} не рівні, оскільки перша – одно-
елементна множина, що має свій єдиний елемент  {1,2}, а друга має два два
елементи 1 і 2.

Іноді нескінченні множини задаються простим перерахуванням кіль-
кох перших елементів, і тоді характеристична властивість виявляється зада-
ною в неявному вигляді. Наприклад, множину парних чисел можна задати у
вигляді А={2,4,6,8,…}.

Множина {Ø} не є пустою, тобто Ø ≠ {Ø}; ця множина є одноелемен-
тною. Її єдиним елементом є пуста множина.

Теорема1. Пуста множина є підмножиною будь-якої множини.
Доведення. Щоб установити це, потрібно довести, що коли А є дові-

льною множиною, то кожний елемент множини Ø є елементом множини А.
Оскільки Ø не має елементів, то ця умова виконана.

Інше доведення. Припустимо, що Ø ÍА – хибне твердження. Це може
бути лише в тому разі, якщо існує деякий елемент множини Ø,  що не є еле-
ментом множини А. Але це неможливо, оскільки Ø не має елементів. Отже,
умова Ø ÍА не є хибною, тобто Ø ÍА. Теорему доведено■

Кожна множина А ≠ Ø має принаймні дві підмножини: А і Ø.
Оскільки будь-яка множина має своєю підмножиною А ÍА,  то і ØÍ

Ø.
Крім того, елемент множини А визначає деяку підмножину множини

А. Якщо aÎA,  то {a}ÍA. Множина всіх підмножин множини А називається
множиною-степенем, або булеаном множини А, і позначається через Р(А).
Якщо, наприклад, А={1,2,3}, то
Р(А)={{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3},{1},{2},{3},{Ø}}.

Теорема2. Множина-степінь Р(А) множини A={a1,a2,…,an}, що скла-
дається з n елементів, включає 2n підмножин множини А.

Доведення. Очевидно, що існує одна пуста підмножина і одна під-
множина, що містить усі елементи множини А. Число підмножин, що містить
1,2,...,n-1 елементів, визначається числом сполучень 1,2,…,n-1 з n. Загальне
число підмножин дорівнюватиме сумі чисел цих сполучень плюс 2. Як відо-
мо, така сума

N= nn

i
i
nCn

nCnC
n

i

n

i
i
nCi

nC 2
0

01

1

1

1
2 =å

=
=+å

-

=
å
-

=
+=+ . Теорему доведено■

Приклади
1. Довести, що множина А всіх додатних парних цілих чисел дорівнює

множині В усіх додатних цілих чисел, що подаються у вигляді суми двох до-
датних непарних цілих чисел.

Розв’язування. Припустимо, що хÎА, і доведемо, що хÎВ. Якщо хÎА,
то х=2m, або х=(2m-1)+1. Це і означає, що хÎВ.

Припустимо тепер, що хÎВ, і виведемо звідси, що хÎА. Якщо хÎВ, то
х=(2р-1)+(2q-1), звідки х=2(р+q-1), з чого випливає, що хÎА.

Таким чином, ми довели що множини А і В складаються з одних і тих
самих елементів.
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2. Чи є множини {2,4,6}, {2,6,4} і {2,4,4,6} рівними?
Розв’язування. Оскільки множини {2,4,6}  і {2,6,4} складаються з од-

них і тих самих елементів, то вони будуть рівними. З цієї ж причини вони до-
рівнюють і множині {2,4,4,6}.

3. Чи є множини {{1,2},{2,3}}, {1,2,3} і {1,2,{3}} рівними.
 Розв’язування. Ні, вони не рівні, оскільки елементами першої множи-

ни будуть {1,2} і {2,3}, другої – 1,2,3 і третьої – 1,2,{3}.
4. Чи є множини {{1,2}} і {1,2} рівними?
Розв’язування.  Ні, не є рівними, оскільки перша – одноелементна

множина, що має своїм єдиним елементом {1,2}, а друга має своїми елемен-
тами 1 і 2.

5. Чи вірно, що {1,2}Î{{1,2,3},{1,3},1,2}?
Розв’язування.  Ні, не вірно, оскільки в правій множині немає елемен-

та {1,2}.
Для того щоб позначити множину всіх предметів, що є елементами

множини А і мають властивість Р, замість {x|xÎA і P(x)} часто пишуть
{xÎA|P(x)}.

Наприклад, {xÎR|0≤x≤1} означає множину всіх дійсних чисел між 0
та 1 включно,  а {xÎQ+|x2<2} – множину всіх додатних раціональних чисел,
квадрати яких менші за число 2.

Вправи
1. Які з поданих тверджень вірні для всіх множин A, B і C:
а) якщо АÏВ і ВÏС, то АÏС;
b) якщо А≠В і В≠С, то А≠С;
с) якщо АÎВ і невірно, що ВÍС, то АÎС;
d) якщо АÌВ і ВÍС, то невірно, що СÍА;
e) якщо АÍВ і ВÎС, то АËС?
2. Перелічити всі елементи множини A={{1,2},{3},1}.
3. Довести, істинність кожного з поданих тверджень для довільних

множин А, В і С:
а) якщо АÍВ і ВÍС, то АÍС;
b) якщо АÍВ і ВÌС, то АÌС;
с) якщо АÌВ і ВÌС, то АÌС.
4. Які з наведених нижче співвідношень хибні і чому:
1) xÎ{2,a,x}.
2) 3Î{1,{2,3},4}.
3) {x,y}Î{a,{x,y},b}?
5. Чи рівні між собою множини:
a) A={2,5,4}, B={5,4,2};
b) A={1,2,4,2}, B={1,2,4};
c) A={2,4,5}, B={2,4,3};
d) A={1,{2,5},6}, B={1,{5,2},6};
e) A={1,{2,5},6}, B={1,2,5,6}?
6. Чи зв’язані множини A і B відношенням включення:
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a) A={a,b,d}, B={a,b,c,d};
b) A={a,c,d,e}, B={a,e,c};
c) A={c,d,e}, B={c,a}?
7. В яких відношеннях перебувають між собою множини: A={1,3}; B-

множина непарних додатних чисел; С – множина розв’язків рівняння
x2-4x+3=0?
8. Для множини перших 20 натуральних чисел запишіть такі її під-

множини: А – парних чисел; В – непарних чисел; С – квадратів чисел; D –
простих чисел. В яких відношеннях перебувають ці підмножини?

Вивчення математики наближає
      до безсмертних богів.
                             Платон

1.3. Дії над множинами
Об’єднанням множин А і В називається множина, що складається з

усіх тих і лише тих елементів, які належать хоча б одній з множин А або В.
Позначається АUВ={x|хÎA або хÎВ} (називається сумою або об’єднанням).

Таким чином, за наведеним означенням хÎАUВ тоді і лише тоді, коли
х є елементом хоча б однієї з множин А або В. Наприклад,
{1,2,3}U {1,3,4}={1,2,3,4}.

Аналогічно визначається об’єднання довільної (у тому числі й нескін-
ченної) системи множин. Якщо система містить невелику кількість множин,
то їх об’єднання описується явно: АUВUСUD і т.д.

У загальному випадку використовують позначення U
SA

A
Î

, яке читається

як об’єднання усіх множин А, що належать до системи S.
У випадку, якщо всі множини системи S занумеровані індексами, ви-

користовуються інші варіанти позначень: U
k

i
iA

1=

, коли S={A1,A2,…Ak}; U
¥

=1i
iA ,

коли S – нескінченна система і її множини занумеровані підряд натуральни-
ми числами.

Для об’єднання справедливі комутативний і асоціативний закони:
1. Комутативний закон: АUВ=ВUА.
2. Асоціативний закон: (АUВ) UС=АU (ВUС).
Справедливість цих законів випливає з того, що ліва і права частини

рівностей складаються з одних і тих самих елементів.
Також має місце АUØ=А.
Перетином (добутком) множин А і В називається множина, що скла-

дається з усіх тих і тільки тих елементів, які належать як множині А,  так і
множині В. Позначається АIВ.

Формальне означення: АIВ={x|xÎA і xÎB}.
Наприклад {1,2,3}I {1,3,4}={1,3}. Мають місце такі включення:
ØÍАIВÍАÍАUВ, ØÍАIВÍВÍАUВ.
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Дві множини А і В називаються непересічними, якщо АIВ=Ø, і пересічни-
ми, якщо АIВ≠Ø.
Перетин множин має комутативну властивість: АIВ=ВIА,
і асоціативну: (XIY)IZ=XI (YIZ)=XIYIZ.
Має місце також співвідношення: XIØ= Ø.

Різниця множин
Визначається лише для двох множин.
Різницею множин А і В називається множина, що складається з усіх

тих і лише тих елементів, які належать А і не належать В.
Різниця множин А і В позначається через А\ B, або А-В, що відповідає

умові {a|aÎA і aÏB}, яка визначає ті елементи множини А, які не є елемен-
тами множини В. Різниця множин іноді називається також відносним допов-
ненням.

Множина А+В=(А-В)U (В-А) називається симетричною різницею.
Універсальна множина

Найбільша множина I (позначається також U), яка розглядається і для
якої вся решта множин є підмножинами, називається універсальною мно-
жиною, також повною, або одиночною.

Ця множина іноді називається універсумом. Універсальна множина є
поняттям відносним. Наприклад, в арифметиці універсальною множиною
вважається множина раціональних чисел.

Для універсальної множини АI I=A, AU I=I.
Доповнення множини

Множина A , що визначається за співвідношенням A =I\A, називається
абсолютним доповненням множини А до універсальної множини I, або
прсто доповненням.

А і A  не мають спільних елементів. Тому АI A =  Ø. Крім того,
А АU =I. Очевидно, що А є доповненням до A . Це значить, що А= А .

За допомогою операції доповнення можна також у зручному вигляді
подати різницю множин А\B.

Теорема 1. A\B=A BI

Доведення. Оскільки A\B={x|xÎA і xÏB}={x|xÎA і x BÎ }, то
A\B=A BI .

Розбиття множин
Системою S називається сукупність n множин: А1,А2,...,Аn.
 Система множин S називається розбиттям множин М,  якщо вона за-

довольняє таким умовам:
1. Будь-яка множина А системи S є підмножиною множини М: АÍ  М.
2. Будь-які дві множини А і В з S є непересічними: АIВ= Ø.

3. Об’єднання всіх множин системи S утворює множину М: U
n

i
iA

1=

=М,

AiÎS



11

З метою проведення доведень в алгебрі множин використовують діаг-
рами (круги) Ейлера (Вена). Універсальна множина U зображається у вигля-
ді точок деякого прямокутника.

Рис.1. Діаграма Ейлера для множини А                    Рис.2. Діаграма Ейлера для двох
             (заштриховано для А )                                                пересічних множин А і В
                                                                                                    (заштриховано АIВ)

Рис.3. Діаграма Ейлера для двох                                   Рис.4. Діаграма Ейлера для різниці
            об’єднаних множин АUВ                                               двох множин А-В
           (заштриховано АUВ)                                                         (заштриховано А-В)

Рис.5. Діаграма Ейлера для різниці                                  Рис.6. Симетрична  різниця
            двох множин В-А                                                              двох множин А+В
           (заштриховано В-А)                                                         (заштриховано А+В)

а її підмножина- у вигляді круга всередині прямокутника (рис.1). Доповнення
множини А до U-A зображається тією частиною прямокутника, яка лежить
поза кругом, що зображає А. Якщо на діаграмі Ейлера зобразити кругами
множини А і В, що є підмножинами U, то множини АIВ і АUВ будуть зо-
бражені заштрихованими областями на рис. 2 і 3 відповідно. Різниці двох
множин, показані заштрихованими областями (рис. 4, 5, 6).

Приклади
1. Чи існують підмножини А, В,  і С універсальної множини U, для

яких одночасно мали б місце такі співвідношення:
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С≠ Ø, АIВ≠ Ø, АIС= Ø, (АIВ)-С= Ø.
Розв’зування. З другої умови випливає, що А і В перетинаються, з чо-

го стає зрозумілим, що обидві множини не пусті. Четверта умова говорить
про те, що АIВÍС. З цього видно, що перша умова зайва. З одного боку,
АIВ входить до С, а з іншого - АIС є пустою множиною. Це суперечність.
Отже, множини, що задовольняють усім наведеним умовам не існують.

2. Нехай F, G, L – такі підмножини множини U, що FÍG, GILÍF,
LIF= Ø. Чи існують множини F, G, L, які задовольняли б зазначеній сукуп-
ності умов?

Розв’язування. Оскільки LIF= Ø і GILÍF, то L і G не можуть пере-
тинатися, і тому GIL=Ø.

З іншого боку, якщо FÍG і GIL= Ø, то виконуються всі задані умо-
ви (див. рис. 7).

Рис.7. Діаграми Ейлера для трьох множин
                                  F, G, L прикладу 2.

Вправи
1. Довести, що для будь-яких множин А і В справедливо

ØÍАIВÍАUВ.
2. Нехай А – довільна множина. Що являють собою такі множини:

АIØ, АUØ, А- Ø, А-А, Ø-А ?
3. Визначити: ØI {Ø}, {Ø}I {Ø}, {Ø, {Ø}}- Ø,
{Ø, {Ø}}- {Ø}, {Ø, {Ø}}- {{Ø}}.
4. Нехай А і В – підмножини множини U. Покажіть, що для кожної

наведеної нижче ситеми співвідношень (a), (b), (c) зі справедливості одного
співвідношення системи випливає справедливість інших співвідношень даної
системи:

a) АÍВ, АВ Í , АUВ=В, АIВ=А;
b) AIB=Ø, A BÍ , B AÍ ;
c) AUB=U, ÍA B, ÍB A.
5. Довести, що для довільних множин А, В і С
АI (ВUС)=(АIВ)U (АIС).
6. Довести, що для довільних множин А, В і С
(А-В)-С=(А-С)-(В-С).
7. Побудувати діаграму Ейлера, що відповідає симетричній різниці
А+ В =(А- В )U ( В -А) множин А і В.

U
G

F L
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8. За допомогою діаграми Ейлера показати комутативність і асоціати-
вність операції симетричної різниці.

9. Показати, що для будь-якої множини А
А-А= Ø, А+ Ø=А, А+А=А.
10. За допомогою діаграми Ейлера довести, що якщо А, В і С – такі

підмножини U, що
АIВ СÍ  і АUСÍВ, то АIС= Ø.
11. Сформулювати означальну властивість кожної з отриманих мно-

жин:
АUВ, АIВ, АIС, АID, C-A, C-B, C+ D .

                   а)                                                       б)

                                                        в)
Рис.8. Приклади діаграм Ейлера

                                                для трьох множин А, В, С.

12. Записати за допомогою операцій над множинами вирази для мно-
жин, що відповідають заштрихованим областям діаграм Ейлера на рис. 8 а, б,
в.

13. Показати, що для будь-якої множини А справедливі співвідношен-
ня А АI  = Ø; АUØ=А.

14. Показати, що із співвідношень АIВ=С випливає, що СÍА і СÍВ.

Знайти доведення математичної теореми
дорожче, ніж завоювати перське царство.

Демокріт
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1.4. Алгебра множин
Алгебра множин являє собою сукупність тотожностей (рівностей).
Для будь-яких підмножин А, В і С універсальної множини U дійсни-

ми є такі рівності:
1. АU (ВUС)=(АUВ)UС.                         1'. АI  (ВIС)=(АIВ) I  С.
2. АUВ=ВUА.                                           2'. AIВ=ВIА.
3. АU (ВIС)=(АUВ)I (АUС).                 3'. АI (ВUС)=(АIВ)U (АIС).
4. АUØ =А.                                                 4'. АIU=А.
5. А АU =U; ( А =U-A).                                 5'. АI А = Ø.
Кожну з наведених рівностей можна довести, показавши, що, множина, яка
стоїть з одного боку від знака рівності, включена до множини, що стоїть з
іншого боку від цього знака рівності.
Доведемо рівність 3. Доведення складається з двох частин:
1. Нехай xÎАU (ВIС). Тоді xÎА або xÎ ВIС. Якщо xÎА, то хÎАUВ і
хÎАUС, і, таким чином, х є елементом перетину цих множин:
(АUВ)I (АUС).
Якщо xÎВIС, то xÎВ і xÎС. Отже, хÎАUВ і хÎАUС, тобто і в цьому випа-
дку х є елементом перетину (АUВ)I (АUС).
2. Доведемо, що (АUВ)I (АUС)Í  АU (ВIС).
Нехай хÎ(АUВ)I (АUС). Тоді хÎАUВ і хÎАUС. Отже або хÎА, або ж хÎВ
і хÎС. З цього випливає, що хÎ АU (ВIС).
Доведення решти рівностей провести самостійно за аналогією.
Рівності 1 і 1' називаються асоціативними законами для об’єднання і пере-
тину, а тотожності 2 і 2' – комутативними законами для цих операцій.
Рівності 3 і 3' – це дистрибутивні закони для цих операцій
У загальному вигляді рівності 3 і 3' можна подати в такий спосіб:
АU (В1IВ2I ...IBn)= (АUВ1)I (AUВ2)I ...I (AUBn).
АI  (В1UВ2U ...UBn)= (АIВ1)U (AIВ2)U ... U (AIBn).
Для довільних підмножин А і В універсальної множини U справедливі такі
рівності:
1. Якщо ВËА і АUВ=А, то В=Ø.                1'. Якщо ВËА і АIВ=А, то В=U.
2. Ø =U.                                                           2'. U = Ø.
3. АUА=А.                                                      3'. АIА=А.
4. АUU=U.                                                      4'. АIØ = Ø.
5. АU (ВIB)=A.                                              5'. АI (AUB)=A.
6. BABA IU = .                                                6'. BABA UI = .
7. Якщо АUВ=U і АIВ=Ø, то В= А .       7'. Якщо АIВ=Ø і АUВ=U, то В= А .
Доведення провести самостійно.
Деякі з рівностей відомі під спеціальними назвами. Так  3 і 3' – це закони
ідемпотентності; 5 і 5' – закони поглинання; 6 і 6' – закони де Моргана.

Рівність алгебри множин, отримана з іншої рівності через заміну всіх
входжень U  на I , I  на U , Ø на U і U на Ø, називається двоїстою (дуаль-
ною) по відношенню до вихідної рівності.
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Принцип двоїстості для алгебри множин
Для будь-якого істинного твердження, що формується в термінах U  та

I , Ø та U двоїсте по відношенню до цього речення є істинним.
З цього принципу випливає, що якщо є деяке твердження 1-7 з термі-

нами U  та I , Ø та U, то відповідне йому твердження зі штрихом 1'-7' на під-
ставі двоїстості випливає з цього ж самого твердження.

Це дозволяє спрощувати різні складні вирази алгебри множин.

Узагальнення операцій над множинами
1. Об’єднання n  множин:

A1UA2U…UAn=U
n

i
iA

1=

, також U
¥

=1i
iA при n=∞.

2. Перетин множин:

A1IA2I…IAn=I
n

i
iA

1=

, також I
¥

=1i
iA , при n=∞.

3. Формули де Моргана:

IU
n

i
i

n

i
i AA

11 ==

= ; UI
n

i
i

n

i
i AA

11 ==

= .

Приклад 1. BABBABBA UUUUI == .
Приклад 2.

== CBCBAACBCBACBA UUIIUUUIIUII ])[()()(
UCBCBCBCBU === )()()( IUIIUII .

Приклад 3.
=)()()()( XCCBCAXCBA IUIUIUIII

== ])[()( CXBAXCBA IUUUIII CCUCXBAXBA == IIIIUII ][ .
Приклад 4. Довести тотожність: AUA=A:

AØ)()()()( ===== UIUUIUIUU AAAAAAAAUAAAA .
Вправи
1. Довести, що подані рівності є тотожностями:
(АIВIХ)U (АIВIСIХIУ)U (АIХI А )=АIВIХ;
2. Довести, що для довільних множин А1,А2,...,Аn (n≥2)
A1UA2U…UAn=(A1-A2)U (A2-A3)U ... U (An-1-An)U (An-A1)U (A1IA2I…IAn).
3. Довести, що для довільних множин A, B, C, D і X:
a) )()()()( XBXAXBXA UIUIUI = ;
b) ])[(])[()()()()( XDBXCAXDXCXBXA IUUIUIUIUIUI = ;
c) ])[(])[()]()[()]()[( XDBXCAXDXCXBXA IIUIIIUIIIUI = .
4. Довести, що множина (M-N)I (N-M)=Ø.
5. Довести за допомогою кругів Ейлера тотожність
AU (BIC)=(AUB)I (AUC).
6. Довести за допомогою кругів Ейлера тотожність
(AIBIC)U (ĀIC)U ( B IC)=C.



16

7. Довести, що А-(А-В)=В-(В-А).
8. За допомогою кругів Ейлера показати, що:
a) AIBÍAUB;  b)A+Ā=U;  c) якщо AIB=C, то CÌA і CÌB;
d) UMNNM =-- )()( U ;
 9. У якому співвідношенні знаходяться множини А і В, якщо А-В=В-А=Ø ?
10. Показати справедливість тотожностей:
a) BABBA UUI = ;  b) CBCBACBA IIIUII =)()( .
11. На основі відношення належності довести, що:
a) AU (B-A)=AUB; b) AI (B-A)=Ø; c) A-(AIB)=A-B; d) AI (B-C)=(AIB)-C;
e) A-(BIC)=(A-B)U (A-C); f) A-(BUC)=(A-B)I (A-C); g) (AUB)-C=(A-
C)U (B-C).

Природа – це реалізація найпростіших
математичних ідей.

А. Ейнштейн

1.5. Вектори і прямий добуток
Вектор (кортеж) – це упорядкований набір елементів. Елементи, що

утворюють вектор, називаються координатами, коефіцієнтами або компонен-
тами вектора. Координати нумеруються зліва направо. Число координат на-
зивається довжиною, або розмірністю вектора. Координати вектора можуть
збігатися. Вектор береться в круглі дужки, наприклад, (0,5,4,5).

Вектори довжини 2 називаються упорядкованими парами, довжини 3
– трійками, довжини n - енками.

Два вектора рівні, якщо вони мають одинакову довжину і відповідні
їм коефіцієнти також рівні, тобто вектори (a1, a2,…, am) і (b1, b2,…, bn) рівні,
якщо m=n і a1=b1, a2=b2,…,am=bn.

Вектор (а1, а2) може розглядатись як точка на площині або як вектор,
проведений від початку координат до даної точки (рис. 1).

Відповідно до цього вектор (а1, а2, а3) розглядається як точка в триви-
мірному просторі (рис. 2).

                   Рис. 1. Задання вектора на площині

(a1,a2)

2

1

a2

a1
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Рис. 2. Задання вектора в просторі

Проекції вектора на осі координат
Прi(a1,a2,a3)=ai, i=1,2,3.
Проекції вектора на координатну площину
Прi,j(a1,a2,a3)=(ai,aj), i=1,2,3; j=1,2,3; i≠j.
Приклад 1. Пр1(a1,a2,a3)=a1.
Приклад 2. Пр2,3(a1,a2,a3))=(a2,a3).

Прямий добуток множин
Прямим добутком множин X і Y називається множина, що познача-

ється X×Y і складається з усіх тих і лише тих упорядкованих пар, перша
компонента яких належить до множини X, а друга – до множини Y.

Це означає, що елементами упорядкованої множини є двоелементні
вектори (х,у). Формально це визначається таким чином:

X×Y={(x,y)| xÎX, yÎY}.
X×Y= Ø, якщо X=Ø або Y= Ø, або X=Y= Ø.
Приклад. Нехай X={1,2}, Y={1,3,4}. Тоді X×Y={(1,1), (1,3), (1,4),

(2,1), (2,3), (2,4)}. Слід зазначити, що X×Y≠ Y×X.
Прямим добутком множин A1,A2,…,An називається множина, що по-

значається A1×A2×…×An, усіх векторів (a1,a2,…an) довжини n, таких, що
a1ÎA1, a2ÎA2,…, anÎAn.

Нехай А – довільна множина. Назвемо n-м степенем множини А, що
позначається як An, прямий добуток n однакових множин, що дорівнюють А:

An=A×A×…×A
n разів

При цьому A1=A, A0={Ø}
Якщо R – множина дійсних чисел, то R2=R×R є дійсною площиною, а
R3=R×R×R – тривимірним дійсним простором.

(a1,a3)

a3

a1

a2

(a1,a2,a3)

(a2,a3)
3

1

2

(a1,a2)



18

Теорема 1. Нехай A1,A2,…,An –  кінцеві множини і |A1|=m1, |A2|=m2,…,
|An|=mn,  де m1,  m2,…, mn –  число (потужність)   елементів у множинах
A1,A2,…,An. Тоді потужність множини A1×A2×…×An дорівнює добутку по-
тужностей множин A1,A2,…,An:
|A1×A2×…×An|= m1 m2… mn.

Доведення. Проведемо його методом математичної індукції (див. до-
даток 1). Для n=1 теорема тривіально вірна. Припустимо, що вона вірна для
n=k, і доведемо її справедливість для n=k+1. За припущенням
|A1×A2×…×Ak|=  m1 m2…  mk. Візьмемо будь-який вектор (a1,a2,…ak)  з
A1×A2×…×Ak і припишемо справа елемент ak+1ÎAk+1. Це можна зробити mk+1
різними способами; при цьому буде mk+1 різних векторів з множини
A1×A2×…×Ak+1. Таким чином, з усіх m1 m2…  mk векторів приписуванням
справа елемента з Ak+1 можна отримати m1 m2… mk mk+1 векторів з множини
A1×A2×…×Ak+1. При цьому всі вони різні, і жодних інших векторів у множині
A1×A2×…×Ak+1 немає. Тому для n=k+1 теорема вірна і тому вірна для будь-
яких n. Теорему доведено■
Наслідок: |An|=|A|n.

Проекція множини
Застосовується лише для множин, елементами яких є кортежі однако-

вої довжини.
Проекцією множини векторів M називається множина проекцій век-

торів з M.
Нехай M={(1,2,3,4,5), (2,1,3,5,5), (3,3,3,3,3)}.
Тоді Пр2М={2,1,3},  Пр2,4М={(2,4),(1,5),(3,3)}.
Якщо M=X×Y, то Пр1М=X; Пр2М=Y, якщо множина векторів

QÍX×Y, то Пр1QÍX; Пр2QÍY.
Нехай А – кінцева множина, елементами якої є різні символи – літери,

цифри, знаки операцій тощо. Такі множини називаються алфавітами. Елеме-
нти множини An називаються словами довжини n в алфавіті A.

Слова не розділяються ні дужками, ні комами. Елементи слів також не
розділяються. Тому слово в алфавіті A – це просто кінцева послідовність си-
мволів алфавіту A.

Наприклад, десяткове ціле число – це слово в алфавіті цифр
{0,1,…,9}.

Жодне людське дослідження не може назватись
істинною наукою, якщо воно не пройшло

через математичні доведення.
                         Леонардо да Вінчі
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1.6. Відповідності і відображення
Будь-яка підмножина РÍА×В добутку множин називається бінарною

відповідністю з А в В. Множина А називається множиною відправлення (ви-
значення), а множина В – множиною прибуття (значення) відповідності Р.

Відповідності полягають у тому, що деяким елементам множини А
поставлені у відповідність елементи множини В.

Приклад 1. Нехай А={1,2,3,4,5}, B={a,b,c,d,e,f}.
Тоді Р={(1,a), (3,a), (3,b), (3,c), (4,c), (5,b), (5,e)} – відповідність Р.
Існує багато способів задання відповідностей. Два найбільш пошире-

них з них – у вигляді графіків (рис. 1) і стрілкове подання (рис. 2).
Множина всіх bÎB, що відповідають елементу aÎA, називається об-

разом a в B при відповідності Р.
Множина всіх a, яким відповідає b, називається прообразом b в A при

відповідності Р.
Так, множина {a,b,c} є образом 3 в Р, множина {3,5} є прообразом b.

●

Рис.1. Графічне задання відповідностей

Рис. 2. Стрілкове задання відповідностей

a

b

c

d

e

f

●

●●

●●

●●

1      2     3      4       5

1

2

3

4

5

a

b

c

d

e

f

A B



20

Елементи множин А і В, що беруть участь у зіставленні, позначаються
або як Пр1Р і Пр2Р – проекція множини визначення і проекція множини зна-
чень, або ж як область визначення і область значень відповідності.

Приклад 2. Нехай А={1,2}, В={3,5}, тобто
А×В={(1,3), (1,5), (2,3), (2,5)}.
Наведемо деякі з можливих відповідностей:
Р1={(1,3)}; Пр1Р1={1}; Пр2Р1={3}.
Р2={(1,3), (1,5)}; Пр1Р2={1}; Пр2Р2={3,5}=B.
Р3={(1,3), (2,3)}; Пр1Р3={1,2}; Пр2Р3={3}.
Таким чином відповідність Р входить до трійки множин (А,  В,  Р),  в

якій РÍА×В.
Обернена відповідність

Для кожної відповідності (А,  В,  Р), РÍА×В існує обернена відповід-
ність, яку можна одержати при розгляді даної відповідності у зворотному на-
прямку, тобто коли визначаються елементи aÎA, з якими зіставляються еле-
менти bÎB. Обернена відповідність позначається (В,  А,  Р-1), де Р-1ÍВ×А.
Оберненою відповідністю оберненої відповідності є пряма відповідність
(Р-1)-1=Р.

Композиція відповідностей
Композицією відповідностей називається послідовне застосування

двох відповідностей.
Композиція відповідностей – це операція з трьома множинами X, Y,

Z, на яких визначені дві відповідності P і Q: (X, Y, P) і (Y, Z, Q), де PÍX×Y,
QÍY×Z.

При цьому область значень першої відповідності збігається з областю
визначення другої відповідності: Пр2Р=Пр1Q.

Перша відповідність визначає для будь-якого xÎПр1Р деякий, можли-
во і не один, елемент yÎY. Згідно з означенням операції композиції відповід-
ностей тепер потрібно для знайденого yÎY визначити zÎZ, скориставшися
другою відповідністю Q.

Отже, композиція відповідностей зіставляє з кожним елементом x з
області визначення першої відповідності Пр1Р один або декілька елементів z
з області значень другої відповідності Пр2Q.

Композицію відповідностей позначають через P oQ. При цьому ком-
позиція відповідностей запишеться у вигляді (X, Z, P oQ), PoQÍX×Z.

Очевидно, що операцію композиції можна поширити і на кількість
відповідностей більшу ніж два.

Відображення
Відображенням, або перетворенням множини А у множину В, нази-

вається відповідність, в якій кожному елементу множини А ставиться у від-
повідність не більш ніж один однозначно визначений елемент множини В.
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Елемент bÎB називається образом елемента а, а елемент а,  у свою
чергу, називається прообразом елемента b.

Відображення однієї множини в іншу позначається малими літерами
грецького алфавіту: φ: А→ В, або φ

А→ В.
Образ елемента аÎА позначається як (а)φ. Відображення однієї мно-

жини в іншу задається за допомогою графіків, стрілкових схем або таблиць,
як у табл. 1.

Таблиця 1. Задання відображення множин у вигляді таблиці

a a1 a2 … an
(a)φ b1 b2 … bn

Відповідно до означення відображення кожному елементу множини В
може відповідати один або більше елементів множини А.

Але одному елементу множини А не може відповідати більш ніж один
елемент множини В. Тому відображення може бути подане таблицею. У цьо-
му полягає відмінність відображення від більш загального поняття – відпові-
дності. Відповідність в загальному випадку не можна подати у вигляді таб-
лиці, оскільки елементу а можуть відповідати декілька елементів b.

Приклад 3. Нехай A={3,2,6,7}; B={28,12,4,9,11}, φ: А→ В – це відо-
браження, яке кожному числу з А ставить у відповідність найменше спільне
кратне цього числа і числа 4, яке входить до множини В. Отже маємо
(3)φ=12, (2)φ=4, (6)φ=12, (7)φ=28 (див. рис. 3).

Рис. 3. Приклад відображення множин за допомогою стрілкової схеми

       A
   3 ●
6 ●
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7●

    ●12        В

             ●4

●28
        ●11

●9



22

Приклад 4. Нехай А={г,а,и,л}, В={1,2,3,4,5,6,7},  а φ:  А→ В є відо-
браження, за яким кожній літері з множини А ставиться у відповідність її по-
рядковий номер у слові  ”логарифм”.

Графік цього відображення дається на рис. 4.
Користуючись тим, що кожне відображення множини А і В повністю

описується своєю таблицею значень, підрахуємо, скільки існує різних відо-
бражень множини А у множину В.

Позначимо елементи множини А символами a1,a2,…,an, а елементи
множини В, в які відбувається відображення , - символами b1,b2,…,bm.

Причому останні не обов’язково різні. Верхній ряд таблиці 1 однако-
вий для всіх можливих відображень А у В, а нижній – змінюється. При цьо-
му різних відображень А у В буде стільки, скількома різними способами мо-
жна заповнити другий ряд таблиці 1. До кожної клітинки другого ряду таб-
лиці можна записати позначення якого завгодно елемента множини В, число
яких дорівнює m. Таким чином, кожну з n клітинок нижнього ряду таблиці
відображення можна заповнити m різними способами незалежно від способу
заповнення інших клітинок. А це означає, що в таблиці відображення можна
утворити всього m·m·…·m=mn різних нижніх рядів. Отже, існує mn різних
відображень А у В.

Відображення φ: А→ В називається відображенням на всю множину
В, або сюр’єкцією, якщо для кожного елемента bÎB знайдеться такий еле-
мент aÎA, що (a)φ=b.

Якщо множини А і В скінченні та φ: А→ В є сюр’єкцією, то в ниж-
ньому ряду ції таблиці відображення  знаходяться всі елементи з В, хоч мож-
ливо і не один раз, а на кожній горизонтальній прямій графіка сюр’єкції
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Рис. 4. Приклад графічного задання відповідностей
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обов’язково є позначення вершини сітки. На стрілковій схемі сюр’єкції в
кожну точку, яка позначає елемент множини В, входить принаймні одна
стрілка (можливо й більше).

Сюр’єкція скінченної  множини А  на скінченну множину В існує не
завжди. Для цього необхідно, щоб виконувалась нерівність |A| ≥ |B|.

Відображення φ:  А→ В називається ін’єкцією, якщо різні елементи
множини А переводяться цим відображенням у різні елементи множини В:
для кожних a1, a2ÎA і a1≠a2 випливає, що (a1)φ≠(a2)φ.

У нижньому ряду таблиці ін’єктивного відображення φ: А→ В кож-
ний елемент множини В присутній лише один раз. Це означає, що при стріл-
ковому зображенні ін’єкції в кожну точку, яка позначає елемент множини В,
входить не більш ніж одна стрілка.

        Якщо множини А і В скінченні і існує ін’єкція А у В, то очевид-
но, що має виконуватись нерівність |A| ≤ |B|.

Якщо відображення множини А в множину В є водночас ін’єктивним
і сюр’єктивним, то воно називається взаємно однозначним відображенням
множини А на множину В, або бієкцією А на В.

При бієкції має виконуватися рівність |A| = |B|.
Підрахуємо, скільки існує різних бієкцій множини A={a1,a2,…,an} на

множину B={b1,b2,…,bn}.
Кожна бієкція φ:  А→ В повністю описується своєю таблицею типу

табл. 1, в якій кожному елементу а може бути відповідно поставлений у дру-
гому ряду такий елемент b,  який не зустрінеться більше ні в якій іншій клі-
тинці цього ряду.

Таким чином, верхній ряд таблиці 1 не змінюється, а в нижньому ряду
можуть знаходитися довільно розміщені позначення елементів множини В,
причому обов’язково різних. Отже, перше зліва місце нижнього ряду таблиці
можна заповнити n різними способами. Якщо перше місце вже заповнене, то,
незалежно від того, яким елементом воно заповнене, на друге місце можна
поставити позначення будь-якого з решти n-1 елементів множини В. Анало-
гічно третю клітинку можна заповнити n-2 способами і т.д. Для передостан-
нього місця залишаються  лише дві можливості його заповнення, а для
останнього -  лише одна. Оскільки кожна клітинка заповнюється незалежно
від решти,  то існує n(n-1)(n-2)…2·1=n! різних способів одночасного запов-
нення клітинок. Отже, можна скласти n! різних таких таблиць, а це означає,
що існує n! різних бієкцій А у В.

Математика – це мова природи.
Дж. Гіббс
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1.7. Функції і перетворення
Відображення, що ставить кожному елементу x зі своєї області визна-

чення X у відповідність єдиний елемент y з області значень Y, називається
функцією f(x)=y.

Елемент х називається аргументом функції, у-значенням функції на х.
Якщо множина визначення Х складається з єдиного елемента, то f на-

зивається функцією-константою.
Функції f і g рівні, якщо їх область визначення – одна й та сама мно-

жина Х, і для будь-якого хÎХ, f(x)=g(x).
Таким чином, символ f використовується при означенні функції у

двох розуміннях:
а) f є множиною, елементами якої є пари (х,у), що беруть участь у від-

повідності;
б) f(x) є позначенням для уÎУ, що відповідає даному хÎХ.
Значення y у будь-якій з пар (х,у)Îf називається функцією від даного

х і записується у вигляді y=f(x).
Формальне означення функції:
f={(x,y)ÎX×Y| y=f(x)}.
Це означення дозволяє встановити спосіб задання функції:
1. Перерахуванням всіх пар (х,у) у вигляді таблиць.
2. Подання у вигляді формули, що містить перелік математичних опе-

рацій, які мають бути виконані над хÎХ, щоб одержати у.
Приклад 1. Якщо X=Y=R і f={(x,y)ÎR2|y=x2}, то f(x)=x2.
Якщо у виразі f  :  X→Y, X=U×V,  то будемо мати функцію від двох

змінних u і v, що позначається через f(u,v), де uÎU і vÎV.
Формальне означення функції двох дійсних змінних :
f={(u,v,y)ÎU×V×Y, y=f(u,v)}.
Аналогічно дається означення функції від трьох і більшого числа

змінних.
Якщо f і g –  дві функції: f  :  X→Y і g : Y→Z, то оберненими до них

функціями будуть f-1 : Y→X і g-1 : Z→Y.
Композиція функцій f і g, f og : X→Z, для кожного xÎX визначає zÎZ

і позначається як z=(f og)x=g[f(x)].
Функція типу X1×X2×…×Xn→Y називається n-місною функцією. У

цьому випадку функція має n аргументів і позначається f(x1,x2,…,xn)=y, де
x1ÎX1, x2ÎX2,…, xnÎXn, yÎY.
Додавання, віднімання, множення і ділення є двомісними функціями

на R, тобто функціями типу R2→R.
Функція отримана з f1,…,fn деякою підстановкою їх одне в одне і пе-

рейменуванням аргументів, називається суперпозицією f1,…,fn.
Вираз, що описує цю суперпозицію і містить функціональні знаки і

символи аргументів, називається формулою.
Більш загальним поняттям, ніж функція, є поняття функціоналу.
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Функціонал установлює залежність між множиною чисел, з одного
боку, і деякою множиною функцій – з іншого. Це значить, що функціонал
установлює залежність числа від функції.

Прикладом функціонала може бути визначений інтеграл вигляду

I(f)= ò
b

a

dxxf )(  .

Як бачимо, функціонал I(f) є число, що залежить від функції f(x), яка
вибирається з деякої заданої множини функцій.

Більш загальним поняттям є поняття оператора.
Оператор установлює відповідності між двома множинами функцій

так, що кожній функції з однієї множини відповідає певна функція з іншої
множини.

Так, якщо позначити через Р оператор диференціювання,  то зв’язок
між похідною

dx
xdfxf )()( =¢  і функцією f(x) може бути записаний у вигляді

операторного співвідношення: )]([)( xfPxf =¢ .
Відображення деякої множини M={1,2,3,…,n} на саму себе назива-

ється перетворенням.
Перетворення має такий табличний вигляд

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

ni aaaaa
ni

......

......321

321

, де aiÎM.

Приклад 2. M={1,2,3,4,5}. Для множини M можуть бути такі пере-
творення:

а) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
52422
54321  ;        б) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
45123
54321 ;              в) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
12345
54321 .

Деякі перетворення множини М мають спеціальну назву.
1. Тотожне перетворення
Перетворення, в якому всі елементи з М залишаються на місці:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
n
n

...321

...321 .

2. Постійне перетворення
Перетворення, в якому кожному елементу  з М ставиться у відповід-

ність деякий фіксований елемент цієї множини:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
aaaaa
n...321 , де Îa {1,2,3,…,n}.
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3. Підстановка
Це бієкція множини М на себе:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

naaaa
n

...

...321

321

, де aiÎM, a1≠a2≠…≠an, i=1,2,…,n.

Нехай M – довільна множина; φ і ψ – деякі перетворення цієї множи-
ни.

Композицією φoψ перетворень φ і ψ називається таке перетворення
ω множини М, яке кожний елемент аÎМ перетворює в образ (а)φ=b і потім
в (b)ψ=c: (a)ω=((a)φ)ψ=c

Приклад 3. Нехай φ : х → х+3 – перетворення множини дійсних чи-
сел R, яке числу х ставить у відповідність число х+3, а ψ : х→х+2. Тоді  пе-
ретворенням ω множини R буде композиція φoψ, яка кожне число х перево-
дить у число х+5 (див. рис. 1).

Припустимо, що число х=3. Тоді композиція φoψ переведе це число в
число 8.

                                   Рис. 1. Приклад перетворення чисел

В математиці сила невідомого незмірна.
                                                   Напалеон

1.8. Алгебраїчні операції та системи
Операцією на множині М називається відповідність, при якій з кож-

ною парою елементів з М зіставлений певний елемент цієї ж множини. Озна-
чена в такий спосіб операція може бути множенням або додаванням і запи-
сують її у вигляді c=ab або c=a+b. Наприклад, дія додавання цілих чисел парі
(2,3) ставить у відповідність число 5. Ця операція є асоціативною.

Операція називається асоціативною для множення й додавання, якщо
для будь-яких a, b, cÎM виконується співвідношення (ab)c=a(bc) або
(a+b)+c=a+(b+c).

Якщо операція довільна і парі (a,b) елементів з М вона ставить у від-
повідність елемент c, то коротко це записується так: a ob=c. Елемент c нази-
вають композицією.

ω

a ψbφ c

φoψ
x+5x

φ: x→x+3 Ψ:x→x+2
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Означення 1. Множина М із заданою на ній дією o  називається на-
півгрупою, якщо:

а) для кожних a, bÎM композиція (a ob) належить до М;
б) для кожних елементів a, b, cÎM виконується рівність
(a ob) oc=a o (b oc), тобто дія o , задана на М, асоціативна;

в) існує такий елемент eÎM, що для кожного аÎМ маємо аoe=e oa=a.

Елемент e називають нейтральним для дії o . Інколи така напівгрупа
називається моноїдом, а напівгрупа визначається як така множина, в якій ви-
конуються лише пункти а і б.

Приклад 1. Множина Z усіх цілих чисел для дії додавання – напів-
група.

Дійсно, сума цілих чисел – знову ціле число. Дія додавання цілих чи-
сел має асоціативну властивість.

Нейтральним елементом для дії додавання цілих чисел служить число
0, тому що для кожного aÎZ маємо a+0=0+a=a.

 Множина Z+ додатних цілих чисел із заданою на ній
операцієюa ob=ab не є напівгрупою, оскільки ця операція не асоціативна, тоб-
то для чисел із Z+ не завжди виконується рівність (a ob) oc=a o (boc).

Наприклад. (2o3) o2=(23)2≠2 o (3 o2)= )3( 2

2 .
Означення 2. Множина М із заданою на ній операцією o  називається

групою, якщо задовольняються вимоги означення півгрупи і, крім того, ви-
мога, що для кожного елемента aÎM існує такий елемент bÎM, що
а ob=b oa=e.

Якщо операція a ob у групі є множення, то нейтральний елемент e на-
зивається одиницею групи, а елемент b=a-1 називається елементом, оберне-
ним до a.

Якщо операція, визначена в групі, називається додаванням, то елемент
e називається нулем групи, а елемент b=a-1 називають протилежним  а і по-
значають –а. Елементи 0 і а задовольняють співвідношенням: a+0=0+a=a,
a+(-a)=(-a)+a=0.

Приклад 2. Множина Z усіх цілих чисел для дії додавання – група.
У прикладі 1 були наведені докази, що Z – півгрупа.
Крім того, для кожного числа aÎZ існує таке число bÎZ (протилежне

a), що a+b=b+a=0.
Приклад 3. Множина R+  додатних дійсних чисел для дії множення –

група.
Добуток додатних чисел – знову додатне число; дія множення додат-

них чисел  асоціативна;  нейтральним числом є 1;  для кожного числа aÎR+

існує обернене йому число a-1.
Звернемось до підстановок (див. тему 1.6).
Сукупність усіх підстановок на множині М позначимо символом

S(M).
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Тоді можна показати:
1. Якщо підстановки φ, ψÎS(M), то й їх композиція φoψÎS(M).
2. Дія множення підстановок асоціативна.
3. Існує єдина підстановка εÎS(M), така, що для кожної підстановки

φÎS(M), ε oφ=φ oε=φ.
4. Існує така підстановка φ-1ÎS(M), що φoφ-1=φ-1

oφ=ε.
Отже, сукупність S(M) усіх підстановок  на множині M={1,2,3,…,n}

для дії множення підстановок утворює групу. Кожна група є також і півгру-
пою, але не навпаки.

Для множин із заданими на них операціями перевіряти виконання
властивостей групи буває інколи важко.

Якщо множина скінченна, то для такої перевірки можна скористатися,
наприклад, таблицею множення групи.

Розглянемо її побудову на прикладі.
Нехай G – множина підстановок:

α1= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
321
321 , α2= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
132
321 ,            α3= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
213
321 .

Перемножуючи їх зліва направо, одержимо табл.. 1.

Таблиця 1. Таблиця множення підстановок

Наприклад:

α2 oα3 = ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
321
321

321
132

132
321

213
321

132
321

oo = α1

Оскільки всі клітинки таблиці заповнені лише символами α1, α2, α3,
множина G замкнена для дії множення заданих підстановок і, отже, їх добу-
ток відноситься до множини G.

Умови асоціативності дії множення елементів з G також виконуються.
Перестановка α1 є нейтральним елементом групи.

З таблиці видно, що кожний елемент α1, α2, α3 має обернений елемент:
α 1

1
- , α 1

3
- , α 1

2
- .

Таким чином, множина перестановок G є групою.
Дії додавання і множення чисел мають властивість комутативності.

Але вимога комутативності не входить до означень напівтрупи і групи. Це
пояснюється тим, що дія множення перетворень не комутативна, а історичне
поняття групи виникло саме на основі вивчення властивостей дії множення
підстановок на скінченних множинах.

i
j

α1 α2 α3

α1 α1 α2 α3
α2 α2 α3 α1
α3 α3 α1 α2
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Окремо розглядаються групи, для яких виконується вимога комутати-
вності. Вони називаються абелевими.

Якщо між елементами двох груп X і Y установлена взаємо однозначна
відповідність, при якій для будь-яких елементів a, bÎX і відповідних їм еле-
ментів a', b'ÎY елементу c=a ob, відповідатиме елемент c'=a' ob', то такі гру-
пи називаються ізоморфними.

Ізоморфні групи можуть відрізнятися одна від одної лише природою
своїх елементів. Але всі властивості ізоморфних груп однакові.

Якщо на множині X визначені зразу дві алгебраїчні операції - дода-
вання і множення, причому операція додавання комутативна (a+b=b+a),  а
операція множення зв'язана з операцією додавання дистрибутивними закона-
ми a(b+c)=ab+ac і (b+c)a=ba+ca, то така множина називається кільцем.

У кільці може не бути одиниці і обернених елементів.
Кільцями є множини всіх цілих, раціональних, дійсних і комплексних

чисел відносно звичайних операцій додавання і множення.
Кільце, в якому для будь-якого елемента a≠0 і будь-якого елемента b

існує рівно один елемент x, так що ax=b, називається полем; елемент x нази-
вається часткою від ділення елемента b на елемент a і позначається x=b/a.

Полями є кільця раціональних, дійсних і комплексних чисел.

Математика – один з видів мистецтв.
                                                   Н. Вінер

1.9. Групи
Перейдемо до більш глибокого розкриття змісту поняття групи, тому

що група є одним із найбільш важливих об’єктів дискретної математики та
алгебри в цілому.

Звичайно група в загальній теорії визначається як деяка множина
елементів G із заданою на ній двомісною (бінарною) операцією f, що задово-
льняє певним умовам. Ця операція інколи ще називається груповою операці-
єю, або груповим законом. Операція f відображує будь-яку пару елементів а,
b множини G в елемент із тієї самої множини. Отже, групова операція є не
що інше, як функція, що перетворює будь-яку пару елементів множини G у
деякий елемент тієї самої множини. При цьому обов’язково зазначається,
який елемент перший, а який  - другий. У конкретних ситуаціях групову опе-
рацію f можна представити знаком “+” або “ ·”, що позначає суму або добу-
ток елементів а і b, а в більш загальних випадках - композицією “ o”.

Таким чином, групою називається пара <G; f>, яка складається з мно-
жини елементів G і двомісної операції f над ними, якщо ця операція задово-
льняє таким умовам:

1. Операція f асоціативна, тобто для будь-яких елементів a, b і c мно-
жини G

1. f (f (а, b), с) = f (а, f (b, с)).
2. Існує нейтральний (одиничний) елемент, тобто такий елемент е

множини G, що для будь-якого елемента а із G
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f (е, а) = f (а, е) = а.
3. Існує зворотний елемент, тобто для будь-якого елемента а множини

G можна знайти такий свій елемент b, що
f(a, b) =f (b, a) = е.
Елементи множини G при виконанні зазначених умов називаються

елементами групи.
Оскільки наведені умови завжди повинні виконуватися для будь-якої

групи і кожна з них не виводиться з деяких інших умов і не замінюється ни-
ми, то ці умови виступають у вигляді аксіом. Для аксіом їх дійсність припус-
кається завчасно. Тому вони не доводяться і в принципі не можуть бути до-
веденими, оскільки є первинними істинами. Завжди, коли будь-яка множина
елементів називається групою, припускається, що для неї виконані наведені
вище аксіоми. У протилежному випадку множина не може бути групою.

Теореми, які використовують тільки аксіоми групи, називаються тео-
ретико-груповими. Вони цінні тим, що їх результати залишаються в силі
для будь-яких окремих груп. Найбільш загальні теоретико-групові доведення
можуть випливати тільки з аксіом групи. Це дозволяє запобігти повторенню
доведень для окремих груп, в яких виконуються інші більш специфічні умови
та обмеження, що конкретизують групові операції та елементи множини G. У
загальній теорії груп звичайно уникають говорити про вид елемента і тип
групових операцій. У випадку, коли є конкретна група з визначеними елеме-
нтами і груповою операцією, висновок того чи іншого результату проводить-
ся за допомогою загальної теорії груп, яка ще називається абстрактною.

Перейдемо тепер до груп із груповими операціями множення “·” і до-
давання “+”. У першому випадку іноді говорять про мультиплікативні опе-
рації, а в другому - про аддитивні. При цьому слід зазначити, що в історич-
ному плані мультиплікативні операції є першими і на сьогодні найбільш
поширеними. Розглянемо групу з цими операціями.

Нехай задана деяка множина G, на якій визначена групова операція
множення, що умовно позначається  “·”,  і відповідно задана деяка двомісна
функція f, яка зіставляє будь-якій парі a, b елементів із G елемент із цієї са-
мої множини, що називається добутком a і b і позначається a·b або ab. Для
того, щоб множина G із заданою на ній операцією f була групою, необхідне і
достатнє виконання таких аксіом:

1. Асоціативності (a · b) · c = а · (b · c).
2. Існування одиничного елемента 1, такого, що для будь-якого a
a · 1 = 1 · а = а.
3. Наявність для а свого зворотного елемента b = а-1, такого, що а · b=

а · а-1=1 і b·a=a-1·a=1.
Група називається кінцевою, якщо вона складається з кінцевої кіль-

кості елементів. У протилежному випадку вона називається нескінченною.
Кількість елементів кінцевої групи називається її порядком.
Аксіома асоціативності встановлює порядок перемноження трьох

співмножників а, b, c, який може здійснюватись або справа наліво, або зліва
направо, однак за раз заданим порядком. Звичайно співмножники, що стоять
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поряд, перемножуються в першу чергу. Потім здійснюється перемноження
одержаного результату із співмножником, що залишився. При цьому потріб-
но дотримуватися встановленого порядку перемноження, порушення якого
може привести до невірного результату, оскільки результати множення зліва
направо і справа наліво можуть відрізнятися.

Доведемо, що дія аксіоми асоціативності поширюється також і на чо-
тири співмножники. Для чотирьох співмножників дужки можна розставити
такими п'ятьма способами:

а (b (с d)), а ((b c) d), (а b)(с d), (а (b с)) d, ((а b) с) d.
Знак множення “·”  між співмножниками для простоти запису тут і в

деяких інших випадках у подальшому опускається.
Оскільки положення дужок серед співмножників а, b, с і b, с, d в силу

аксіоми асоціативності для трьох співмножників приводить до одного і того
ж результату а (b с) = (а b) с = аbс, b (c d) = (b с) d = b с d, то кількість спо-
собів розстановки дужок між чотирма співмножниками можна зменшити до
трьох:

а (b с d), (а b)(с d), (а b с) d.
Доведемо, що при цьому
а (b с d) = (а b)(с d) = (а b с) d .
Замінимо у двох добутках а(bсd) і (аb)(сd) добуток сd на q. Тоді
а (bсd) = а (bq) і (аb)(сd) = (аb) q.
Відповідно до аксіоми асоціативності праві частини одержаних вира-

зів будуть рівними. З цього випливає, що будуть рівними й ліві частини цих
рівностей: а (bсd) = (аb)(сd).

Тепер проведемо заміну аb на р у добутках (аb)(сd) і (аbс) d. Відпові-
дно одержимо, що

(а b)(с d) = р(с d) і (а b с) d = (рс) d .
Оскільки за аксіомою асоціативності р (сd)  =  (рс)  d, то і (аb)(сd) =

(аbс) d.
Із того, що а (b с d) = (а b) (с d) і (а b) (с d) = (а b с) d, виходить, що

а (b с d) = (а b)(с d) = (а b с) d і відповідно
а (b (с d)) = а ((b с) d) = (а b)(с d) = (а (b с)) d = ((а b) с) d, що і треба

було довести.
Аналогічно можна довести дію аксіоми асоціативності при числі

співмножників, що дорівнюють 5, 6, ..., n. Спробуйте самостійно провести
доведення на основі методу математичної індукції для числа співмножників,
що дорівнюють n.

Аксіома про наявність у групі одиничного елемента припускає, що
для будь-якого елемента а групи а · 1 = 1 ·  а = а, але не стверджує, що цей
елемент єдиний.

Теорема 1. Для елементів групи є тільки один одиничний елемент
- 1.

Доведення. Припустимо, що для конкретного елемента а, крім одини-
чного елемента 1, для якого виконується рівність а · 1 = 1 · а = а,  є ще один
одиничний елемент 1', що задовольняє рівності а · 1' = 1' · а = а. Оскільки ліві
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частини цих двох рівностей дорівнюють а, то вони також повинні бути рів-
ними між собою: а · 1 = а · 1' і 1 · а = 1' · а.

Із цього виходить, що 1' = 1, отже, для конкретного елемента а є тіль-
ки один одиничний елемент - 1.

Аналогічно для будь-якого іншого елемента b, підставивши його в
умову аксіоми замість а, можна довести за наведеною вище схемою наяв-
ність у групі одного одиничного елемента - 1. Теорему доведено■

Умова існування зворотного елемента а-1 у групі по відношенню до
конкретного елемента а, такого, що а · а-1 = а-1 · а = 1, постулюється однією із
аксіом групи. Однак ця аксіома не вказує, що елемент а-1 єдиний.

Теорема 2. Якщо для конкретного елемента а є елемент а',  для якого
а · а' = а' · а = 1, то такий елемент є тільки один а' = а-1.

Доведення. Із рівності а ·  а'  =  1 виходить, що а-1 (а ·  а')  =  а-1·1=  а-1.
З іншого боку, а-1 (а · а') = (а-1 · а) а' = 1 · а' = а'  і, оскільки за доведеним ви-
ще а-1 · (а · а') = а-1, то а' = а-1.

Із рівності а' · а = 1 виходить, що (а' · а) · а-1 = 1· а-1 = а-1. З іншого бо-
ку, оскільки а ·  а-1 = 1, то (а' ·  а) ·  а -1 =а' ·  (а ·  а-1) =  а' ·  1 = а', і відповідно
а' = а -1.

Таким чином, для даного елемента а існує тільки один елемент
а' = a-1, що задовольняє як рівності а · а' = 1, так і рівності а' ·  а = 1.

Теорему доведено■
Теорема 3. (а-1 )-1 = а.
Доведення. Із рівності а ·  а'  =  а'  ·  а =  1, де а'=a-1, виходить, що для

елемента а елемент а' виступає як зворотний, тобто а = (а')-1. Підставивши
замість а' його значення а-1, одержимо, що а = (a-1)-1. Теорему доведено■

Теорема 4. Якщо дані рівності х ·  а =  b і а · х =b, то їх розв'язками
відповідно будуть вирази х = b · а-1 і х = а-1 · b і ці розв'язки єдині.

Доведення. Із того, що а · а-1 = 1 і елемент а-1 єдиний, розв'язуванням
рівності х · а = b буде елемент х = b · а-1. Дійсно, х · а = b · а-1 · а = b · 1 = b.
Це розв'язування єдине, оскільки якщо був би ще один розв'язок цієї рівності
у вигляді елемента х = с · a-1, то тоді с · а-1 · а = с · 1 = b. Отже, с = b і обидва
розв'язки рівності х · а = b є одним єдиним розв'язком.

Для рівності а · х = b розв'язком буде елемент х = a-1 · b. Цей розв'язок
також єдиний, оскільки для будь-якого елемента х = а-1 · с повинна була б ви-
конуватись рівність а · а-1 · с = 1·c = b і відповідно с = b. У результаті обидва
розв'язки є одним єдиним розв'язком. Теорему доведено■

 Теорема 5. Якщо а · b = а · с або b · а = с · а, то b = с.
Доведення. Запишемо першу умову теореми у вигляді рівності
а · b = х, де х = а · с. Тоді b = а-1 · х = а-1 · а · с = 1 · с = с. Аналогічно

запишемо другу умову у вигляді рівності b · а = у, де у = с · а. Тоді b = у · а-1

= с · а · а-1 = с · 1 = с. І в першому, і в другому випадку одержана рівність b =
с. Теорему доведено■

Теорема 6. (а · b)-1 = b-1 ·  а-1.
Доведення. Очевидно, що (а ·  b)(а ·  b)-1  = 1. З іншого боку,
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(а ·  b) (b-1 ·  а-1) = а (b ·  b-1) а-1 = а ·  1 ·  а-1 = а ·  а-1=1. Отже, можна
записати, що (а ·  b)(а ·  b)-1 =(а ·  b)(b-1 ·  а-1) і, відповідно з теоремою 5, (а ·
b)-1 = b-1 ·  а-1. Теорему доведено■

За допомогою метода математичної індукції, можна отримати таке
узагальнення теореми 6: (а1 ... аn)-1 = аn

-1... а1
-1.

Доведення провести самостійно.
До цього часу були розглянуті умови існування груп з операціями

"множення". Тепер розглянемо групи з операціями "додавання".
Групові аксіоми набудуть при цьому такого вигляду:
1. Умова асоціативності:
(а + b) + с = а + (b + с).
2. Наявність нейтрального елемента: a+0=0+a=a.
3. Існування протилежного елемента: а + (-а) = (-а) + а = 0.
Прикладом групи, де зручніше користуватися аддитивною мовою, є

групи цілих чисел. Груповою операцією тут є звичайне складання, нейтраль-
ним елементом виступає нуль, а зворотним елементом - протилежне число.

Групову операцію часто вводять за допомогою поняття перетворення
множини G у себе. Реалізація такого перетворення, наприклад ψ, здійснюєть-
ся шляхом зіставлення за визначеним правилом кожному елементу а множи-
ни G єдиного елемента (а) ψ = b цієї множини, що називається образом при
перетворенні ψ елемента а, який у свою чергу є прообразом елемента b.

Якщо задані два перетворення ψ і φ множини G у себе, то можна
скласти нове перетворення ω = ψ o  φ, що називається композицією, яке оде-
ржується в результаті послідовного виконання перетворень ψ і φ  одне за од-
ним. Так, наприклад, для елементів а і b образами будуть відповідно пере-
творення (а) ψ=b і (b)  φ =c, а композицією перетворень є перетворення ω =
ψ o  φ=((a)ψ)φ=(b)φ=c. Такі композиції перетворень множини G в себе утво-
рюють групові операції, які в сукупності з множиною елементів G створю-
ють групу, що називається групою перетворень.

Оскільки в групі перетворень, як і в більшості інших, умова комутати-
вності відсутня, то

ψ o  φ≠ φ o  ψ.
Сукупність G перетворень утворює групу, якщо виконуються такі

умови:
1. Разом із будь-якими двома перетвореннями ψ і φ сукупність G міс-

тить їх композицію ψ o  φ .
2. На композицію перетворень поширюється умова асоціативності,

тобто якщо φ, ψ, h є перетвореннями, то (ψ o  φ) oh=ψ o  (φ oh).
3. Наявність для кожного елемента в G тотожного перетворення е, що

є нейтральним (одиничним) перетворенням, для якого φ o е= е o φ= φ.
4. Разом із кожним перетворенням φ сукупність G містить і  зворотне

до нього перетворення φ-1,  композиція яких φ o φ-1= е.
Якщо множина G кінцева, то будь-яке взаємооднозначне перетворен-

ня її в себе зводиться до зміни порядку проходження її елементів. Такі пере-
творення називають підстановками (іноді перестановками).
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Припустимо, що елементами множини G є числа 1,  2,  ...,  n.  Тоді під-
становку ψγ можна записати у вигляді:

ψγ= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
YYY (n)...(2)(1)

...21 n

де ψ (i), і = 1, 2, ..., n, - образ і-го числа при підстановці ψγ.
Оскільки ψγ - взаємооднозначне перетворення множини G в себе,  то

для i≠j ψ(i)≠ψ(j). Вище було наведено, що кількість різних підстановок, які є
взаємооднозначними відображеннями (бієкціями) n елементів чисел в самих
себе, дорівнює n! Тому γ=0, 1,..., n! - 1.

Наприклад, якщо n = 3, то є З! = 1·2·3 = 6 підстановок множини G із
трьох елементів 1, 2, 3 в самих себе:

Ψ0= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
321
321                 Ψ1= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
231
321            Ψ2= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
312
321

Ψ3= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
132
321                 Ψ4= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
213
321           Ψ5= ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
123
321 .

Звернемо увагу, що, наприклад, підстановки ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
231
321  і ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
132
123

однакові, оскільки їх області визначення (елементи 1,2,3) рівні, а кож-
ний елемент, що належить спільній області визначення, вони переводять в
один і той самий елемент.

Властивість підстановок переводити одні й ті ж самі елементи з обла-
сті визначення в загальному випадку в різні елементи області значення вико-
ристовується при послідовному виконанні перетворень, що являє собою ком-
позицію (добуток) підстановок.

Припустимо, що необхідно перемножити підстановки ψ1 і ψ2. Тоді ре-
зультуюча перестановка

Ψ12=ψ1 oψ2= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
132
321

132
231

231
321

312
321

231
321

oo =ψ3.

Тут використана властивість підстановок, яка дозволяє порушувати
порядок розміщення елементів у підстановці, що полегшує розв'язування за-
дачі їх множення.

Використовуючи наведене на прикладі правило перемноження під-
становок, складемо їх таблицю множення (див. табл. 1).
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Таблиця 1. Група підстановок

Перший співмножникПідстано-
вка Ψ0 Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ4 Ψ5

Д
ру

ги
й 

сп
ів

-
мн

ож
ни

к

Ψ0
Ψ1
Ψ2
Ψ3
Ψ4
Ψ5

Ψ0
Ψ1
Ψ2
Ψ3
Ψ4
Ψ5

Ψ1
Ψ0
Ψ3
Ψ2
Ψ5
Ψ4

Ψ2
Ψ4
Ψ0
Ψ5
Ψ1
Ψ3

Ψ3
Ψ5
Ψ1
Ψ4
Ψ0
Ψ2

Ψ4
Ψ2
Ψ5
Ψ0
Ψ3
Ψ1

Ψ5
Ψ3
Ψ4
Ψ1
Ψ2
Ψ0

Звернемо увагу на те, що ψ0 - тотожне перетворення, яке є нейтраль-
ним (одиничним) елементом:

e=ψ 0 =ψ 2
1 =ψ 2

2 =ψ 2
5 .

Із цього виходить ψ 1
1
- =ψ 1 , ψ 1

2
- =ψ 2 , ψ 1

5
- =ψ 5 .  Також із того, що ψ3ψ4 =

ψ4ψ3=e,  виходить, що ψ 3 = ψ 1
4
-  і ψ 4 = ψ 1

3
- . Відповідно із ψ 0 = e випливає, що

ψ 0 = ψ 1
0
- .
Необхідно при перемноженні підстановок дотримуватися порядку їх

перемноження, наприклад, спочатку береться підстановка на першому зверху
рядку (перший співмножник) і потім помножується на необхідну підстановку
з першого зліва стовпця (другий співмножник), а результат записується на
перехрещенні цих рядка і стовпця.

При зворотному порядку перемноження буде одержана інша таблиця
множення перестановок. Спробуйте скласти її самостійно.

На закінчення наведемо без доведення важливу теорему, відому як те-
орему Келі (Саlеу - англійський математик, 1821-1895).

Усяка кінцева група ізоморфна до деякої групи підстановок.
Це значить, що для будь-якої групи із кінцевою кількістю елементів

можна знайти групу підстановок, яка не буде відрізнятися від неї за своїми
властивостями. Отже, вивчення властивостей груп підстановок є одночасно
вивченням найбільш загальних властивостей абстрактних груп.

Існує вражаюча можливість оволодіти предметом
 математично, не зрозумівши суті справи.

А. Ейнштейн
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1.10. Приклади груп
Нижче будуть наведені деякі приклади груп, що дозволить читачам у

подальшому самостійно знаходити нові групи.
Приклад 1. Число 0 утворює групу за множенням і додаванням.
Дійсно, для операції множення 0·0 = 0, тобто операція множення не

виводить результат множення з множини G = {0}. Асоціативність операції
множення для даного випадку також залишається в силі 0 · (0 · 0) = (0 · 0) · 0.
Одиничним (нейтральним) і зворотним елементом до 0 у множині G також є
0.

Для операції додавання 0 + 0 = 0 і, виходить, результат додавання за-
лишається в рамках множини G. Операція додавання для кількох нулів асоці-
ативна: 0 + (0 + 0) = (0 + 0) + 0 = = 0. Нейтральним елементом для операції
додавання з 0 у множині G також буде 0. Нарешті, зворотним елементом до 0
у заданій множині G також буде 0.

Звернемо також увагу на те, що операції множення 0 на 0 і додавання
0 з 0 не тільки асоціативні, але й комутативні. Тому одержана група є абеле-
вою.

Приклад 2. Число 1 утворює групу за множенням.
У цьому випадку множина G = {1}. Операція множення 1·1=1 залиша-

ється в рамках множини G. Операція множення асоціативна і комутативна,
оскільки 1 · (1 · 1) = (1 · 1) · 1 і 1· (1) = (1) ·1. Одиничним і зворотним елемен-
тами для 1 є 1. Оскільки множення не тільки асоціативне, але й комутативне,
то дана група абелева.
Однак 1, на відміну від 0, не має властивості групи для операції додавання,
оскільки 1 + 1 = 2 і відповідно 1 не є одиничним елементом для 1 і тим біль-
ше 1 в даному випадку не є оберненим елементом до себе.
Тому можна вважати, що число 0 має більш глибокі групоутворюючі власти-
вості, ніж 1.
Приклад 3. Числа +1 і -1 утворюють групу за операцією множення.

Оскільки (+1) · (-1) = -1, (+1) · (+1) = +1, (-1) · (-1) = +1, (-1) · (+1) = -1,
то результати множення є елементами множини G= {+1, -1}, яка утворює
групу. Асоціативність наведених операцій очевидна.

 Існує одиничний елемент +1, множення на який елементів -1 та +1
справа і зліва не змінює їх значення: (+1) · (-1) = -1, (-1) · (+1) = -1;
(+1) · (+1) = +1.
Існують зворотні елементи +1 і -1 для елементів відповідно +1 і -1, помноже-
ня на які утворює одиничний елемент: (+1) · (+1) = +1,(-1) · (-1) = +1.
Приклад 4. Додавання векторів утворює групу за операцією додавання.
Склавши будь-які два вектори, одержимо вектор. Отже, операція додавання
не виводить результуючий елемент за межу множини векторів G.
Операція асоціативності для векторів виконується за їх визначенням.
Одиничним елементом є нульовий вектор, а елементом, зворотним даному
вектору, - протилежний вектор (їх сума утворює нульовий вектор).
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Приклад 5. Повороти правильного трикутника навколо його центру в одному
напрямку утворюють групу (див. рис. 1).

·
                        Рис.1. Повороти правильного трикутника

Визначимо поворот як такий, що збігається, якщо він відрізняється від
початкового положення трикутника на ціле число повних обертів (один по-
вний оберт дорівнює оберту на 360°). Один такий поворот будемо називати
нульовим і позначимо як а0.

Будемо вважати послідовно проведені в одному напрямку два поворо-
ти помноженими.

Повороти будемо проводити, окрім нульових, також на 120° і 240°.
Позначимо їх відповідно як а1 і а2.

Очевидно, що можуть бути одержані такі результати множення пово-
ротів між собою у вигляді їх добутків:

a0·a0=a0, a0·a1= a1·a0=a1, a0·a2= a2·a0=a2, a1·a1= a2, a1·a2= a2·a1=a0,
a2·a2=a1.

Ці результати можна звести в таблицю 1.

Таблиця 1. Добутки поворотів правильного трикутника
Повороти a0 a1 a2

a0 a0 a1 a2
a1 a1 a2 a0
a2 a2 a0 a1

Добуток двох елементів у цій таблиці знаходимо на перетині рядка, поміче-
ного першим елементом, і стовпця, поміченого другим елементом.
Індекси, одержані в табл. 1, можна створити за правилами складання цифр
трійкової системи числення (див. табл. 2).

Таблиця 2. Складання трійкових цифр
Цифри 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Із таблиці 2 виходить, що всі результати помноження поворотів нале-
жать до початкової групи поворотів G = {а0, а1, а2}.

C

●

A B
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Ці повороти також задовольняють асоціативному і комутативному за-
кону.

Серед поворотів є також нульовий поворот а0, який є нейтральним
елементом для поворотів а0, а1 і а2.

Нарешті, кожний із трьох поворотів має зворотний, що дає в добутку з
початковим нейтральний а0.

Зворотний елемент для  a 0 =a 1
0
-  тому,  що а0 · а0 = а0.

Оскільки  а1 · а2 = а0 , то a 1=a 1
2
-  і a 2 =a 1

1
- .

Отже, добутки поворотів правильного трикутника задовольняють усім аксіо-
мам групи. Тому множина поворотів правильного трикутника в одному на-
прямку з операціями їх множення між собою є групою.

Отримані результати можна узагальнити на алгебру із чотирьох літер,
призначену для перемноження поворотів квадрата. У цьому випадку будемо
мати чотири повороти: нульовий поворот, повороти на 90°, на 180° і на 270°.
Ці повороти позначимо відповідно через а0, а1, а2, а3. Якщо під добутком по-
воротів розуміти знову послідовне здійснення поворотів в одному напрямку,
то одержимо таблицю множення, аналогічну наведеній вище (див. табл. 3).

Таблиця 3. Добутки поворотів квадрата
Повороти a0 a1 a2 a3

a0 a0 a1 a2 a3
a1 a1 a2 a3 a0
a2 a2 a3 a0 a1
a3 a3 a0 a1 a2

Відповідно індекси літер табл. З отримуються за правилами складання в чо-
тиричній системі числення.
Можна показати за аналогією з попередніми добутками, що операція мно-
ження літер задовольняє асоціативному і комутативному закону.

Серед літер є також нейтральна а0, множення на яку будь-яких інших
літер, як справа, так і зліва, не змінює їх значень, і, нарешті, для кожної літе-
ри є зворотна, результат множення на яку дорівнює а0.

Аналогічно можна розглядати повороти правильного п'яти-, шести- і
взагалі n-кутника та побудувати відповідні таблиці множення.

На практиці операція множення поворотів дозволяє формально визна-
чити положення n-кутника після декількох поворотів.

Так, наприклад, для правильного трикутника добуток поворотів
а0 · а1 ·  a2 ·  а1 · a1· a2· a1· a1 = a0·(a1·a2) ·(a1·a1) ·a2·(a1·a1)=(a0·a0) ·(a1·a1)

·(a2·a2)=(a0·a2) ·a1=a2·a1=a0.
Це означає, що після всіх поворотів правильний трикутник буде зна-

ходитись у початковому стані.

Математика - це наука про множини.
Імре Ружа
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Частина 2. Логічні функції
2.1.Числення висловлювань

В алгебрі логіки, або численні висловлювань, об'єктом дослідження є
висловлення.

Означення 1. Будь-яке твердження, що може бути істинним або хиб-
ним, називається висловленням.

Істинним висловленням приписується значення 1, хибним - 0.
З одного або кількох висловлень, що приймаються за прості, можна

скласти складні висловлення.
Окремі висловлення позначатимемо великими літерами латинського

алфавіту А, В, С…
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Приклад 1. Простими висловленнями будуть: А = "Вісім - парне чи-
сло"; В = "Вісім ділиться на два"; С = "Вісім ділиться на три"; Д = "Київ
- столиця України". З них висловлення А, В і Д - істинні, а висловлення С -
хибне. Це записується як А = 1, В = 1, С = 0, Д = 1.

Приклад 2. Складним висловленням буде висловлення: "Якщо вісім
- парне число, то вісім ділиться на два". Це висловлення істинне, тобто до-
рівнює 1.

Для об'єднання простих висловлень у складні застосовують логічні
операції.

Розглянемо основні логічні операції над висловленнями.
1. Операція "Константа нуль". Передає висловлення, яке завжди є

хибним. Позначається "F = 0".
2. Операція "Константа одиниця". Передає висловлення, яке завжди

є істинним. Позначається "F = 1".
3.Логічною операцією "НЕ" називається висловлення F = Ā , яке є іс-

тинним тоді і лише тоді, коли А хибне, і хибне, коли А є істинним. Читається
"Не А" або "Невірно, що А".

4. Логічною операцією "І" (кон'юнкцією, добутком, логічним мно-
женням) називається висловлення F=А/\В (А·В, АВ, А&В), яке є істинним
тоді і лише тоді, коли обидва прості висловлення істинні, і хибним, коли хоча
б одне просте висловлення хибне. Читається "А і В".

5. Логічною операцією "АБО" (диз'юнкцією, сумою, логічним до-
даванням) називається складне висловлення F = А V В (А + В, А або В), яке
є хибним тоді і лише тоді, коли обидва прості висловлення хибні, і істинним,
коли хоча б одне висловлення істинне. Читається "А або В".

6. Логічною операцією "Якщо - то" (імплікацією) називається скла-
дне висловлювання F = А → В (F = В → А), яке є хибним тоді і лише тоді,
коли А(В) істинне, а В(А) - хибне. Читається "Якщо А, то В" ("Якщо В, то
А").

7. Логічною операцією "Заборона по В" (заперечення імплікації А
→ В) називається складне висловлення F = А∆В = BA ®  , яке є істинним то-
ді і лише тоді, коли А істинне, а В хибне. Читається "Невірно, що якщо А,
то В".

8. Логічною операцією "Заборона по А" (заперечення імплікації В
→ А) називається складне висловлення F = В∆А = AB ® , яке є істинним тоді
і лише тоді, коли В істинне, а А хибне. Читається "Невірно, що якщо В, то
А".

9. Логічною операцією "Рівнозначність" (еквівалентність) назива-
ється складне висловлення F=А~В (А ≡ В), яке є істинним тоді і лише тоді,
коли обидва прості висловлення А і В істинні або хибні одночасно. Читається
"А рівнозначне В".

10. Логічною операцією "Нерівнозначність" (сума за модулем два)
називається складне висловлення F = А Å  В (А ≠ В),
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яке є істинним тоді і лише тоді, коли одне висловлення є істинним, а
друге - хибним. Читається "А нерівнозначне до В" або "Сума за модулем
2".

11. Логічною операцією "Стрілка Пірса" (функція Вебба, операція
Пірса) називається складне висловлення F = А↓В = BAÚ , яке є істинним тоді
і лише тоді, коли обидва прості висловлення А і В хибні одночасно.  Читаєть-
ся "Ні А, ні B".

12. Логічною операцією "Операція Шефера" (Штрих Шефера) на-
зивається складне висловлення F = А|В = BAÙ  , яке є хибним тоді і лише то-
ді, коли обидва прості висловлення А і В є істинні одночасно. Читається
"Невірно, що А і В".

13. Логічною операцією "Змінна А" називається висловлення F=А,
яке дорівнює 0 тоді і лише тоді, коли А дорівнює 0, і 1, коли А дорівнює 1.
Читається "Висловлення залежить лише від А".

В алгебрі логіки існують логічні закони, логічні суперечності і твер-
дження, що логічно виконуються.

Означення 2. Складне висловлення, яке є істинним при всіх можли-
вих комбінаціях значень простих висловлень, називається логічним зако-
ном.

Означення 3. Складне висловлення, яке є хибним при всіх можливих
комбінаціях значень простих висловлень, називається логічною суперечніс-
тю.

Означення 4. Складне висловлення, яке є істинним для одних зна-
чень простих висловлень і хибним для решти, називається твердженням, що
логічно виконується.

Наведемо основні закони алгебри логіки (див. табл. 1).

Таблиця 1. Основні закони алгебри логіки

Назва закону Логічний запис
1.Тотожності А = А
2.Суперечності =AA 1
3. Виключеного третього А + Ā=1
4.Ідемпотентності АА=А; А+А=А
5.Комутативний АВ=ВА; А+В=В+А
6.Асоціативний (АВ)С = А(ВС);
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(А+В)+С =А+(В+С)
7.Дистрибутивний А(В+С) = АВ+АС;

А+ВС = (А+В)(А+С)
8.   Поглинання А(В+А)=А; А+АВ=А
9.Подвійності
(теорема де Моргана)

BABABAAB =++= ;

10.Подвійного заперечення AA =

11.Властивість одиниці А·1 = А; А + 1 = 1

12.Властивість нуля A·0 = 0; А + 0=А

Математика - це жінка, а логіка - її одяг.
М. Клайн

2.2. Поняття логічної функції
Означення 1. Функція F від n змінних (аргументів) х1,  х2, ..., хn, яка

так само, як її аргументи, може набирати лише два значення -  0 і 1, назива-
ється логічною (двійковою, булевою, переключальною).

Означення 2. Сукупність а1,  а2, ..., аn значень n змінних х1,  х2, ..., хn
називається набором і позначається а1 а2 ... аn, де аi Î {0,1}, і = 1, 2, ..., n.

Теорема 1. Кількість наборів для аргументів x1, х2, ..., хn логічної фу-
нкції N=2n .

Доведення. Оскільки за означенням логічної функції кожна змінна хi, і
= 1, 2, ..., n, може набирати значення 0 і 1, то кількість наборів, що містять j
одиниць, n - j нулів, дорівнює кількості сполучень j з n - j

nС . Оскільки j мо-
же набути значення 0, 1, ..., n, то кількість усіх можливих наборів дорів-

нюватиме N=å
=

n

j

j
nC

0

, яке, як  відомо, дорівнює 2n. Теорему доведено■

Внаслідок того, що кількість аргументів скінченна, то і кількість мож-
ливих наборів обмежена, і відповідно ці набори і значення логічної функції
можуть бути задані таблицею.

Для певності і простоти розмістимо набори у двійковому коді в спеці-
альній таблиці в порядку зростання від 0 до 2n - 1. Зліва вкажемо десяткові
еквіваленти двійкових наборів (див. табл. 1).

Від десяткового запису номера набору при такому кодуванні легко
перейти до його двійкового запису, перетворюючи десяткове число у двійко-
вий код.

Таблиця 1. Набори значень двійкових аргументів

№
набору

x1 x2 x3

0 0 0 0
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1 0 0 1
2 0 1 0
3 0 1 1
4 1 0 0
5 1 0 1
6 1 1 0
7 1 1 1

Кожна логічна функція F приймає число значень, що дорівнює 0 або
1, яке відповідає числу наборів N = 2n. Виходячи з цього, має місце така тео-
рема.

Теорема 2. Кількість різних логічних функцій від n аргументів М
= 2N.

Доведення. Дійсно, оскільки на кожному наборі і = 0, 1, ..., N - 1, логі-
чна функція F дорівнює 0 або 1, то кількість функцій, що приймають 1 на γ
наборах і 0 на решті N -  γ наборах, дорівнює кількості сполучень γ з числа
можливих наборів N - g

NС
Оскільки γ= 0, 1, ..., N , то кількість усіх можливих функцій

М = N
N

NC 2
0

=å
=g

g  . Теорему доведено■

Розмістимо логічні функції у двійковому коді в таблиці в порядку їх
зростання, задавши при цьому десяткові номери, що відповідають їх двійко-
вим значенням. Такі таблиці називаються таблицями істинності.

Існує чотири різні логічні функції одного аргумента А (табл. 2).
Функція F0 тотожно дорівнює 0. Її називають "Константа нуль".
Функція F1 повторює значення аргумента і тому тотожно дорівнює

змінній. Її називають "Змінна А".
Таблиця 2. Таблиця істинності логічних функцій одного аргумента

Номер
набору

А F0 F1 F2 F3

0
1

0
1

0
0

0
1

1
0

1
1

Функція F2 набирає значення, протилежні до значень аргумента. Її на-
зивають "Інверсія А", або "Заперечення А". Позначається Ā .

Функція F3 тотожно дорівнює 1. Її називають "Константа одиниці".
Згідно з теоремою 2 існує М = 2N = n22 =16 різних логічних функцій

двох аргументів А і В , кожна з яких визначена на N  =  22 наборах змінних
(див. табл. 3).

Таблиця 3. Таблиця істинності логічних функцій двох аргументів

Змінна Функція F№
на-

бору
A B 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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0
1
2
3

0
0
1
1

0
1
0
1

0
0
0
0

0
0
0
1

0
0
1
0

0
0
1
1

0
1
0
0

0
1
0
1

0
1
1
0

0
1
1
1

1
0
0
0

1
0
0
1

1
0
1
0

1
0
1
1

1
1
0
0

1
1
0
1

1
1
1
0

1
1
1
1

Ці функції мають спеціальні назви, що відповідають логічним операціям, які
вони реалізують (див. тему 2.1):
F0 = 0 - константа нуль;
F1 = A /\ B -  логічне множення (кон'юнкція, добуток);
F2 = A ∆ B -  заборона по В;
F3 = A -  змінна А;
F4 = B ∆ A - заборона по А;
F5 = В - змінна В;
F6 = А Å  В - сума  за  модулем   2   (логічна  нерівнозначність);
F7 = А V В - логічне додавання (диз'юнкція);
F8 = А ↓ В - операція Пірса (стрілка Пірса);
F9 = А~B - логічна  рівнозначність;
F10 = B - інверсія В;
F11 = B → A - імплікація від В до А;
F12 =Ā - інверсія A ;
F13 = A → B - імплікація від A до B;
F14 =A|B - операція Шеффера (штрих Шеффера);
F15 =1 - константа одиниця.
Між логічними функціями і множинами є тісний зв'язок.
Логічні функції визначають операції над двома видами множин - універса-
льним і пустим. Тому всі правила і закони теорії множин мають місце і для
логічних функцій з урахуванням того, що таких множин тільки дві. З цієї то-
чки зору теорія логічних функцій є окремим випадком теорії множин. Коли
ми говоримо, що функція логічного додавання F від двох змінних F = x1 V х2
при рівності цих змінних одиниці дорівнює також одиниці, то розуміємо, що
здійснюється об'єднання двох ідентичних універсальних множин в одну. За
законами теорії множин результатом буде ця ж сама універсальна множина.
Якщо ж ми об'єднуємо дві пусті множини, то результуюча множина також
буде пустою. Аналогічно можна пояснити і результати інших операцій логіч-
них функцій.

                                    Математика - це лише один з видів прикладної логіки.
                     М.Г. Чернишевський

2.3. Перетворення    логічних функцій
Розглянуті вище 16 логічних функцій для двох змінних носять назву

елементарних. Це функції, на основі яких будується алгебра логіки та її чис-
ленні застосування в науці й техніці. Серед цих функцій виділимо базисні. За
допомогою цих функцій можна одержати будь-які інші логічні функції. У той
же час базисні функції не можуть бути одержані з більш простих. До них на-
лежать:
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1. Константа нуль.
2. Константа одиниця.
3. Змінна.
4. Інверсія.
5. Диз'юнкція.
6. Кон'юнкція.

Означення 1. Логічна функція називається інверсною по відношенню
до іншої, якщо вона може бути отримана з останньої способом інверсії всіх її
значень.
Кожна з 16 функцій Fi, i=0,1,…,15 має також інверсну функцію.
Так, наприклад, функція F0 має інверсну функцію F10 а F3 - інверсну функцію
F12.

Впровадимо ряд важливих формул для елементарних функцій.
Доведення правильності формули легко отримати за допомогою безпосеред-
ньої перевірки в таблицях істинності за збіжністю значень, що утворюють
праву і ліву сторони співвідношень, які доводяться (див. табл. 1, 2, 3, 4).

Таблиця 1. BABA Ú=Ù  - правило де Моргана

A B BAÙ A B BAÚ BAÚ
0 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1

Таблиця 2. BABA Ù=Ú  - правило де Моргана

A B BAÚ A B BAÙ BAÙ
0 0 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1

Таблиця 3. BABA Ú=®

Таблиця 4. A ~ B = ))(( BABA ÚÚ

A B BA ® A B BA Ú
0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1
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A B A ~ B A B BAÚ A B BAÚ
)(

)(

BA

BA

ÚÙ

ÙÚ

0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

Аналогічно доводяться і, наприклад, такі співвідношення:
1. AA = .
2. A~B=AB BAÚ .
3. АΔВ= BABA Ù=Ú .
4.  ВΔА = ABAB Ù=Ú .
5. )()())((~ BABABABABABA ÙÚÙ=ÚÚ==Å .
6. BABABA Ù=Ú=¯ .
7. BABABA Ú=Ù=| .
8. ABAB Ú=® .
У разі, коли одним з аргументів є константа 1 або 0, справедливі наступні
співвідношення, подані в табл. 5.

Таблиця 5. Співвідношення для аргументів
х та 0 або х та 1

Співвідношення Співвідношення
1. xÚ1= 1 xÚ0 = x
2. xÙ1= x xÙ0 = 0
3. x ~ 1 = х x ~ 0 = x
4. х x=Å1 х x=Å 0
5. x→1=1 x→ 0= x
6. 1→x=x 0→x=1
7. x|1= x x|0=1
8 x↓1=0 x↓0= x

У випадках, коли два аргументи х1=х2 =х, а також коли х1 = х і х2 = x ,
маємо для цих аргументів співвідношення, подані в табл. 6.

Наведені елементарні функції дозволяють будувати нові, у тому числі
й більш складні, функції від довільної скінченної кількості аргументів шля-
хом підстановки до функцій інших функцій замість аргументів. При цьому
для запису функцій використовуються дужки.

Передбачається, що спочатку виконуються операції всередині дужок,
після них - операції під знаком заперечення, потім кон'юнкція, а далі диз'юн-
кція і всі інші операції в порядку запису зліва направо, наприклад, імплікація
та її заперечення.
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Таблиця 6. Співвідношення для аргументів
х1=х2 =х та х1 = х і х2 = x

Співвідношення Співвідношення
1. xÚx = x xÚ x  = 1
2. xx = x x x  = 0
3. x ~ x = 1 x ~ x = 0
4. хÅ x=0 х =Å x 1
5. x→x=1

xxx

xxx

=®

=®

6. x|x= x x| x =1
7 x↓x= x x↓ x =0

Означення 2. Функція F = F(F1,  F2, ..., Fn), яка отримана із функцій
F1, F2, ..., Fn шляхом їх підстановки замість аргументів х1,  х2, ..., хn функції
F(х1, х2, ..., хn), називається суперпозицією функцій F1, F2, ..., Fn.

Приклад 1. Нехай дана функція F  =  F  (х1,  х2,  х3,  х4)  =
)))(( 4321 xxxx ®ÙÚ і функції А = ( 1x ~ 3x ); В = х1 ↓ х2; С = х1 Å  х2; D = х3.

Потрібно отримати суперпозицію функцій А, В, С, D, F (А, В, С, D), а
з неї функцію F(х1, х2, х3).

Розв'язування. Підставимо у функцію F = F(х1, х2, х3, х4) замість аргу-
ментів х1, х2, х3, x4 функції А, B, С, D і отримаємо їх суперпозицію F(А, В, С,
D) = ((AÚB) Ù  С) → D. Далі замість функцій А, В, С, D запишемо їх значен-
ня:

F=((AÚB) Ù  С) → D=F(х1, х2, х3)={[( 31 ~ xx )Ú ( 21 xx ¯ )]Ù ( 21 xx Å )} 3x®

Використовуючи таблиці елементарних логічних функцій для ~, Ú , ↓,
Å ,→, отримаємо в табл. 7 усі значення функції F(х1, х2, х3):

Таблиця 7. Задання функції F(х1, х2, х3)

Номер
набору

x1 x2 x3 1x 31 ~ xx 21 xx ¯ [ ]

0 0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1
2 0 1 0 1 0 0 0
3 0 1 1 1 1 0 1
4 1 0 0 0 1 0 1
5 1 0 1 0 0 0 0
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6 1 1 0 0 1 0 1
7 1 1 1 0 0 0 0

Номер
набору

x1 x2 x3 21 xx Å { } 3x F(х1, х2, х3)

0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1
2 0 1 0 1 0 0 1
3 0 1 1 1 1 1 1
4 1 0 0 1 1 0 0
5 1 0 1 1 0 1 1
6 1 1 0 0 0 0 1
7 1 1 1 0 0 1 1

Таким чином, функція F(х1,х2,х3)  = 321 xxx , яка одержана шляхом під-
становки до функції F(хг, х2, х3, х4) функцій А(х1, х3), В(х1, х2), С(х1, х2), D(х3)
замість аргументів х1, х2, х3, х4, дорівнює 0 на наборі 4 і 1 на решті наборів.

Означення 3. Логічні операції над аргументами х1 х2,..., хn логічних
функцій F = F (х1, х2, ..., хn), що містять у собі операції заперечення, диз'юнк-
ції і кон'юнкції, називаються булевими, а логічні рівності, що отримуються в
результаті, разом з булевими операціями називаються булевою алгеброю
(табл. 8).

Назва дана на честь англійського математика XIX століття Джорджа
Буля, що заклав основи булевої алгебри.

Таблиця 8. Основні формули булевої алгебри для диз'юнкції,
 кон'юнкції та інверсії

Формула
для диз'ю-

нкції

Формула
для кон'ю-

нкції

Формула для
інверсії

1 0Ú0=0 0Ù0=0 0 =1

2 1Ú0=1 1Ù0=0 1=0
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3 1Ú1=1 1Ù1=1 x =x

4 0Úx=x 0Ùx=0

5 1Úx=1 1Ùx=x

6 xÚx=x xÙx=x

7 xÚ x =1 xÙ x =0

8 xÚy=yÚx xÙy=yÙx

9 xÚ (yÚ z)=
=(xÚy)Ú z

xÙ (yÙz)=
=(xÙy)Ùz

Змінні х1,  х2, ..., хn у булевій алгебрі вважаються довільними логічни-
ми функціями, тобто для них справджується принцип суперпозиції. Це озна-
чає, що будь-який вираз булевої алгебри являє собою логічну функцію і може
бути позначений однією літерою, яка є аргументом у іншому виразі.

Спеціальні формули:
1. Операція поглинання х Ú ху = х  і  х (хÚ  у) =х.
2. Операція склеювання ху Ú х y  = х  і  (XÚ у)(х Ú y  ) = х .
3. Операція дії з дужками  ху Ú хz = х(уÚ z).
4. Формули де Моргана: .; yxyxyxyx Ú=ÙÙ=Ú
5.  х1F(х1 х2,…, хn) = х1F(1, х2 ,..., хn) .
6. x1ÚF(x1, x2 ,..., xn) = x1ÚF(0, x2,...,xn).
7. 1x F(x1, x2 ,..., xn) = 1x F(0, x2 ,..., xn) .
8. 1x ÚF(x1, x2 ,..., xn) = 1x ÚF(1, x2 ,..., xn) .
9. ).,,,,2,1(),,,,2,1( V

n
xxxFVnxxxF ·=· KK

Доведення спеціальних формул 1-9 провести самостійно.
Формула 9 означає, що коли функція F складена так, що
змінні зв'язані тільки операціями диз'юнкції і кон'юнкції,
то, замінивши всюди у виразі для F знак диз'юнкції на знак кон'юнкції

і навпаки, а також взявши заперечення з кожної із змінних, одержимо запере-
чення даної функції F.

Формули 8 і 9 табл. 8 являють собою комутативний і асоціативний
закони, а формула 3 зі спеціальних формул - розподільний (дистрибутив-
ний) закон. Тому у виразах, які мають операції диз'юнкції і кон'юнкції, мож-
на розкривати дужки, виносити спільний множник, переставляти місцями
члени за правилами звичайної алгебри, вважати формально диз'юнкцію опе-
рацією додавання, а кон'юнкцію - операцією множення.

Формули могутні, але сліпі.
Ф. Клейн
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2.4. Диз'юнктивні нормальні форми
Логічні функції можуть бути подані в різних формах. Найбільш по-

ширеними формами є нормальні диз'юнктивні і кон'юнктивні форми подання
функцій. У даній лекції розглянемо диз'юнктивні форми.

Означення 1. Логічний добуток кількох змінних, взятих із заперечен-
ням або без нього, називається елементарним добутком, або кон'юнкцією.

Приклад 1. Елементарним добутком є вирази xyzzxxxxxx ,,, 32121 , а ви-
рази xy , та xy zxÚ  ними не є, оскільки в першому виразі член xy має спільне
заперечення, а в другому є знак диз'юнкції.

Означення 2. Логічна функція, що подається диз'юнкцією елементар-
них добутків (кон'юнкцій), називається диз'юнктивною нормальною фор-
мою (ДНФ).

Теорема 1. Елементарний добуток дорівнює одиниці на одному
наборі, коли змінним із запереченням присвоєний нуль, а змінним без
заперечення - одиниця.

Доведення. У випадку, коли в елементарному добутку змінні із запе-
реченням x приймають значення нуля, а змінні без заперечення х - одиниці,
то, оскільки 0  = 1 і 1Ù х = х , добуток усіх змінних дорівнюватиме одиниці.

Тепер припустимо, що в заданому елементарному добутку хоча б од-
ній змінній із запереченням x  присвоєна одиниця з будь-якого набору. Тоді
ця змінна з запереченням в силу =1 0 набере значення, що дорівнює нулю.
Поява хоча б одного нуля в логічному добутку змінних із запереченням і без,
згідно з властивістю 0 Ùх = 0 , приведе до нульового значення всього добут-
ку.

Припустимо тепер, що хоча б одна змінна без заперечення х прийняла
нульове значення. Тоді, згідно з властивістю добутку 0 Ùх = 0 , логічний до-
буток змінної, що прийняла нульове значення, з рештою змінних незалежно
від їх значень дорівнюватиме нулю.

Таким чином, елементарний добуток дорівнює одиниці лише в єдино-
му випадку, коли всім змінним з запереченням присвоєно нуль, а всім змін-
ним без заперечення - одиниця. Теорему доведено■

Приклад 2. Набір значень змінних x1,  х2,  х3, на якому елементарний
добуток φ = х1х2х3 дорівнює одиниці, буде 011, оскільки φ= 1111110 =ÙÙ=ÙÙ .
Цей набір є єдиний. Будь-який інший набір перетворює добуток φ в нуль.
Наприклад, якщо змінні x1,  х2,  х3  наберуть відповідно значення 0, 0, 1, то
φ= 0101100 =ÙÙ=ÙÙ .

Теорема 2. Для кожного набору значень змінних є один і лише
один їх елементарний добуток, що дорівнює одиниці.
Доведення. Зафіксуємо довільний набір значень і побудуємо елементарний
добуток, який приймає на цьому наборі значення, що дорівнює одиниці. Це
значить, що в цьому добутку кожному нулю набору відповідатиме одна змін-
на із запереченням, а одиниці - змінна без заперечення. Будь-який інший до-
буток тих самих змінних відрізнятиметься наявністю заперечення хоча б од-
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нієї змінної. Це означає, що або xi переходить в ix , або ix перетворюється в
хi. У результаті елементарний добуток стане дорівнювати нулю. Теорему до-
ведено■

Означення 3. Логічна функція n змінних, що приймає значення, рівне
одиниці, лише на одному їх наборі, називається конституентою одиниці.

Теорема 3. Елементарний добуток усіх n змінних, що входять до
функції F, є конституентою одиниці.

Доведення. Оскільки згідно з теоремою 1 елементарний добуток дові-
льного числа змінних приймає одиничне значення лише на одному наборі
цих змінних, то й добуток усіх n змінних дорівнює одиниці лише на одному
наборі їх значень. Така функція, як це випливає з означення 3, є конституен-
тою одиниці. Теорему доведено■

Теорема 4. Число конституент одиниці n змінних дорівнює 2n .
Доведення. Доведення випливає з того, що число наборів для n змін-

них дорівнює 2n, а кожному набору, згідно з теоремою 2, відповідає одна і
лише одна конституента одиниці. Теорему доведено■

Відповідно до теореми 1 для того, щоб представити конституенту
одиниці від n змінних, що дорівнює 1 на m-му наборі, слід подати число m у
вигляді n-розрядного двійкового числа і в кон'юнкції (добутку) всіх змінних
узяти із запереченням лише ті змінні, яким у двійковому числі відповідають
нулі.
Приклад 3. Записати конституенту одиниці 17-го набору.

Розв'язання. Подамо число 17 у двійковому вигляді: 17(10)=10001(2).
Запишемо кон'юнкцію п'яти змінних: х1х2х3х4х5. Візьмемо із запереченням ті
змінні,  яким у двійковому числі відповідають нулі: 54321 xxxxx . Одержаний
результат є конституентою одиниці 17-го набору.

Означення 4. Диз'юнкція конституент одиниці, яка дорівнює одиниці
на тих самих наборах, що й задана функція, називається досконалою диз'юн-
ктивною нормальною формою (ДДНФ) логічної функції.

Теорема 5. Будь-яка логічна функція F, крім константи нуля, єди-
ним способом може бути поданою в ДДНФ.

Доведення. Дійсно, будь-яка логічна функція F, крім константи нуля,
характеризується тим, що на k(1≤k≤2n) наборах вона дорівнює одиниці, а на
решті - нулю. Конституента одиниці дорівнює одиниці лише на одному-
єдиному наборі, а на решті - набуває нульового значення. Тому, якщо всі кон-
ституенти одиниці Кi, і = 1, 2, ..., k, які дорівнюють одиниці на тих самих на-
борах, що й логічна функція, об'єднати знаком диз'юнкції, то відповідно до
правила 1Úx=1 функція F буде дорівнювати одиниці на тих самих наборах,
що й конституенти одиниці, і нулю, якщо жодна з конституент одиниці Ki не
буде дорівнювати одиниці, що можливо лише при наявності наборів значень
змінних, які не належать жодній з цих конституент. Це означає, що будь-яка
функція F може бути представлена за допомогою диз'юнкції конституент
одиниці. Таке подання єдине, оскільки в протилежному випадку мають бути
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присутні дві або більше різних конституент одиниці, рівних одиниці на од-
ному і тому ж наборі змінних, що виключено за теоремою 1.

Константа нуля на всіх наборах змінних дорівнює нулю. Тому її не
можна подати за допомогою конституент одиниці, тобто у ДДНФ. Теорему
доведено■

Виходячи з доведеної теореми 5, розглянемо задачу подання логічних
функцій у ДДНФ.

Для її розв'язання потрібно скласти диз'юнкцію конституент одиниці,
які дорівнюють одиниці на тих самих наборах, що й задана функція, за таким
алгоритмом:

1. Виписати за числом одиниць у логічній функції добутки всіх аргу-
ментів від першого до n-го і з'єднати їх знаком диз'юнкції.

2. Записати під кожним аргументом його значення у відповідному до
даного добутку наборі, що дорівнює 1 або 0, і над аргументами, що дорівню-
ють нулю, поставити знаки заперечення.

Даний алгоритм носить назву запису логічної функції за одиницями.
Приклад 4. Подати у ДДНФ логічну функцію п'яти аргументів F =F

(х1:, х2, х3,  х4, х5), що дорівнює одиниці на наборах з номерами 5, 14, 16, 31 і
нулю - на решті наборів.

 Розв'яжемо цю задачу за наведеним вище алгоритмом:
1. Випишемо чотири добутки аргументів і з'єднаємо їх знаками диз'ю-

нкції:
х1:, х2, х3, х4, х5 Ú х1:, х2, х3, х4, х5 Ú х1:, х2, х3, х4, х5 Úх1:, х2, х3, х4, х5.
2. Під кожним добутком поставимо набори значень змінних, поданих

у двійковому виді числа 5,  14,  16, 31, і розставимо заперечення над змінни-
ми, що дорівнюють нулю. Тоді

54321543215432154321 xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxF ÚÚÚ= .
       0 0 1  0 1     0 1 1 1 0      1 0 0 0  0    1 1 1 1 1
ДДНФ є найбільш загальною формою подання логічних функцій в

диз'юнктивній нормальній формі і тому містить найбільш можливе число лі-
тер.

Число літер, що входять до ДНФ логічної функції, дорівнює або бі-
льше числа змінних,  які містяться в цій функції,  оскільки одна й та сама
змінна може входити до функції кілька разів. Наприклад, ДНФ функції

yzzyxxyF ÚÚ= містить три змінні х, у, z і сім літер внаслідок того, що х вхо-
дить до функції двічі, у - тричі (один раз із запереченням) і z - двічі.

На практиці і відповідно в теорії постає проблема скорочення числа
літер у ДДНФ.

Означення 6. Якщо деяка логічна функція φ (в окремому випадку
елементарний добуток) дорівнює нулю на тих наборах, на яких дорівнює ну-
лю інша функція F, то функція φ називається імплікантою функції F. При
цьому функція φ може дорівнювати нулю на тих наборах, на яких F = 1, але
не навпаки.



53

У разі, коли функція φ є імплікантою функції F, то кажуть, що функ-
ція φ входить до функції F. Умова входження записується як φ Ì  F.

Застосування терміна імпліканта пов'язане з логічною функцією F13 =
А→ В, що називається імплікантою. Вираз φ→F дорівнює одиниці лише то-
ді, коли φ Ì  F,тобто на наборах, де значення для φ і F відповідно мають ви-
гляд: 0-0, 0-1, 1-1. Якщо ж φ ËF, то на одному з наборів функція φ має при-
йняти одиничне значення, а функція F - нульове. В цьому разі вираз φ→F=0.

Приклад 5. Нехай у таблиці 1 дані функції: F=F(x1,x2,x3),
φ=φ(x1,x2,x3), Z=Z(x1,x2,x3). Яка з функцій φ і Z, є імплікантою функції F?

Таблиця 1. Функції трьох змінних для прикладу 5

Відповідь. Імплікантою є
функція φ, оскільки вона
дорівнює нулю на тих наборах, де
рівною нулю є функція F. Фун-
кція Z не є імплікантою
функції F, оскільки на
наборі 4 функція Z =  1,  а функція
F = 0.

Теорема 6. Будь-яка
конституента одиниці,  що входить до ДДНФ логічної функції F,  є її ім-
плікантою.

Доведення. Дійсно, згідно з теоремою 1 конституента одиниці дорів-
нює одиниці лише на одному наборі змінних. А оскільки ДДНФ логічної фу-
нкції F відповідно до теореми 5 складається з диз'юнкції конституент одини-
ці, то одне одиничне значення будь-якої конституенти одиниці, що входить
до ДДНФ, збігається з одним з одиничних значень логічної функції F. Тому,
згідно з означенням імпліканти, конституента одиниці, що входить до ДДНФ
логічної функції F є її імплікантою. Теорему доведено■

Теорема 7. Константа нуля є імплікантою будь-якої логічної фун-
кції.

Номер
набору X1 X2 X3 F φ Z

0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
2 0 1 0 1 0 0
3 0 1 1 1 1 0
4 1 0 0 0 0 1
5 1 0 1 0 0 0
6 1 1 0 1 0 0
7 1 1 1 1 1 1
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Доведення. Дійсно, константа нуля за означенням дорівнює нулю на
всіх її можливих наборах, і тому обов'язково дорівнює нулю на всіх тих на-
борах, на яких функція F дорівнює нулю. Теорему доведено■

Очевидно також, що кожна логічна функція є імплікантою самої себе.
Теорема 8, Будь-яка логічна функція є імплікантою константи

одиниці.
Доведення. Константа одиниці не дорівнює нулю на жодному наборі.

Це означає, що в будь-якій логічній функції, на яких наборах не стояли б у
неї одиниці, буде відповідність її одиничних значень до одиничних значень
константи одиниці і ніде не буде набору, для якого логічна функція буде до-
рівнювати одиниці, а константа одиниці в цей час стане дорівнювати нулю.
Теорему доведено■

Означення 7. Дві логічні функції φ1 і φ2 називаються зрівнюваними,
якщо для них виконуються умови: φ1Ìφ2 і φ2 Ì φ1.

Означення 8. Елементарний добуток, одержаний шляхом виключення
з початкового добутку однієї або кількох змінних, називається власною час-
тиною останнього.

Приклад 6. Нехай дано елементарний добуток zyx . Тоді його власни-
ми частинами будуть добутки: zyxxzzyyx ,,,,, .

Означення 9. Елементарні добутки, які входять до даної функції в
ДДНФ, але ніяка їх власна частина самостійно, як добуток не входить, нази-
ваються простими імплікантами.

Приклад 7. Припустимо, що добуток φ= 4321 xxxx  і 42 xx  входять до де-
якої логічної функції F=F(x1,x2,x3,x4), а змінні 2x і 4x  самостійно не входять,
як добутки. Тоді добуток 42 xx буде простою імплікантою функції F, оскільки

Ì42 xx φÌF, а Ë2x F і Ë4x F. Разом з тим добуток φ не буде простою імпліка-
нтою, оскільки Ì42 xx φ . Прикладом такої функції буде
F= 543131424321 xxxxxxxxxxxx ÚÚÚ .

Якщо будь-який добуток входить до даної функції, то при включенні
до нього будь-яких змінних новий добуток також буде входити до цієї функ-
ції, оскільки він дає нуль чи одиницю разом з початковим добутком.

Означення 10. Диз'юнкція простих імплікант називається скороче-
ною ДНФ.
Теорема 9. Будь-яку логічну функцію F можна подати у вигляді скоро-
ченої ДНФ.
Доведення. Оскільки прості імпліканти входять самостійно до функції F, то
вони повинні дорівнювати нулю на тих самих наборах, що і функція F. Якщо
це не так і проста імпліканта дорівнює одиниці там, де функція F має дорів-
нювати нулю, то на підставі рівності 1Ú  x=1 функція F дорівнюватиме 1, що
недопустимо.

Для кожного набору, де функція F дорівнює 1,  має знайтись хоча б
одна проста імпліканта, що дорівнює 1, інакше функція F у цьому випадку не
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буде дорівнювати 1. В гіршому разі такою імплікантою виступає конституен-
та одиниці.

Серед імплікант у функції F можуть знайтись прості імпліканти u, які
є власною частиною імплікант y. У цьому випадку y=uv. На підставі рівно-
стей uv+u=u(v+1)=u і відповідно y+u=u відбудеться поглинання імпліканти у
її власною частиною u, яка є простою імплікантою.

Це означає, що функція F буде після всіх можливих поглинань уреш-
ті-решт складатися з одних простих імплікант. Теорему доведено■

З метою подання логічної функції F у вигляді скороченої ДНФ роз-
глянемо операції повного і неповного склеювання, а також поглинання і роз-
гортання в ДНФ.

Операція повного склеювання визначається співвідношенням
xyxxy =Ú . Це випливає з того, що xxyyxyxxy =Ù=Ú=Ú 1)( .

Склеювання добутків xy  і yx  відбувається в даному разі по змінній у.
Операція неповного склеювання має вигляд yxxyxyxxy ÚÚ=Ú
Це можливо тому, що логічне додавання змінної х з виразом

yxxy Ú ніяк не впливає на останній. Він залишається незмінним, скільки б ра-
зів змінна х до нього не додавалась.

Операція поглинання визначається з рівностей xxyx =Ú

і xyxx =Ú .
У цьому разі х поглинає весь вираз. Це випливає з того, що

xyxxyx =Ú=Ú )1( .
Відповідно xyxyxx =Ú=Ú )1( .
Оскільки далеко не завжди вихідна логічна функція подається у

ДДНФ, то розглянемо операцію її розгортання. Вона перетворює будь-яку
просту імпліканту в диз'юнкцію конституент одиниці.

Нехай, наприклад, yx  є проста імпліканта логічної функції чотирьох
аргументів: х, у, z, u. Тоді, застосовуючи двічі операцію розгортання, одер-
жимо

uzyxuzyxuzyxzuyxuuzyxuuzyxzyxzyxzzyxyx ÚÚÚ=ÚÚÚ=Ú=Ú= )()()( .
При розгортанні різні імпліканти можуть утворювати одну й ту саму

конституенту одиниці. У цьому разі на основі тотожності х Ú х = х треба за-
лишити одну конституенту одиниці. Внаслідок цього одержимо ДДНФ вихі-
дної логічної функції.

Від часів греків говорити "математика" -значить говорити "дове-
дення".

Н. Бурбакі

2.5. Мінімізація логічних функцій в ДДНФ
Метод мінімізації логічних функцій, що розглядається в даній лекції,

базується на теоремі Квайна.
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Теорема Квайна для ДДНФ. Якщо в ДДНФ логічної функції F
здійснити всі операції неповного склеювання, а потім усі операції погли-
нання, то буде одержана скорочена ДНФ цієї функції, тобто диз'юнкція
всіх її простих імплікант.

Доведення. Нехай, наприклад, після здійснення всіх операцій непов-
ного склеювання, а потім поглинання, ДНФ буде містити член q, який не є
простою імплікантою. Тоді до цієї функції, крім члена q, самостійно входить
якась його частина p, яка є простою імплікантою. Це означає, що функція F
буде містити імпліканту q і просту імпліканту p у вигляді їх диз'юнкції pÚq.
Але q=q1p. Тоді член q згідно з рівністю pÚ q=pÚq1p=p поглинатиметься
простою імплікантою p, і відповідно скорочена ДНФ буде містити тільки цю
імпліканту. Відповідно ДНФ складатиметься лише з простих імплікант, об'-
єднаних операціями диз'юнкції. Теорему доведено■

Особливістю метода мінімізації за Квайном є те, що його робота по-
чинається після подання в ДДНФ логічної функції, яка мінімізується. Тому
якщо функція задана в довільній ДНФ, то її спочатку слід перетворити у
ДДНФ шляхом її розгортання. Потім необхідно виконати такі кроки:

1.  У ДДНФ F=F(х1,  х2,..., хn) здійснюються всі операції неповного
склеювання конституент одиниці.

Неповне склеювання викликано тим, що кожна конституента одиниці
водночас може склеюватися з кількома іншими. Тоді її після першого склею-
вання не поглинають, а використовують для інших, у порядку черги, опера-
цій склеювання. Це і є операція неповного склеювання.

У результаті одержують імпліканти, що мають по n-1 змінних. При
цьому можливе також отримання і простих імплікант.

2. Відбувається поглинання імплікантами всіх конституент одиниці,
які беруть участь у неповному склеюванні.

Конституенти одиниці, що беруть участь в операціях неповного скле-
ювання, обов'язково поглинаються, оскільки вони містять у своєму складі ім-
пліканти, які мають після першого склеювання по n-1 літер і містяться у фу-
нкції F.

Конституенти одиниці, які не були задіяні в операціях склеювання, не
можуть поглинатися, оскільки вони являють собою прості імпліканти з n
змінними.

3. Здійснюються операції неповного склеювання і поглинання імплі-
кант з n -1 змінною, одержаних на першому кроці склеювання, за аналогією з
пунктами 1 та 2.

Ця процедура повторюється доти, поки операції неповного склеюван-
ня залишаються можливими. Отримана в результаті ДНФ буде скороченою
ДНФ.

Приклад 1. Знайти скорочену ДНФ логічної функції
F=F(x, y, z) = zyzxxy ÚÚ .
Розв'язування
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1. Застосовуючи операцію розгортання, одержимо ДДНФ функції F =
F(x, y, z):

F = F(x, y, z) =
zyxzyxzyxyzxzxyxyzxxzyyyzxzzxy ÚÚÚÚÚ=ÚÚÚÚÚ )()()( .

2. Здійснимо в ДДНФ функції F= F(x, y, z) всі можливі операції скле-
ювання конституент одиниці. Для цього пронумеруємо всі конституенти оди-
ниці функції:

1            2           3          4              5          6

F=F(x,y,z)= zyxzyxzyxyzxzxyxyz ÚÚÚÚÚ
і виконаємо всі операції неповного склеювання членів функції, почи-

наючи з першого, з рештою.
3. Результати склеювання запишемо до таблиці 1, у якій перший стов-

пчик подає номери конституент, другий показує результат склеювання, тре-
тій - змінні, за якими відбулося склеювання.

Таблиця 1. Склеювання конституент одиниці в прикладі 1

Номер склеюваних
конституент

Імпліканта Склеювана
змінна

1.              1-2 xy z
2.              1-3 yz x
3.              2-5 x z y
4.              3-4 x z y
5.              4-6 yx z
6.              5-6 zy x

Очевидно, що подальше склеювання неможливе, і наведені в табл. 1
імпліканти будуть простими.

Після поглинання цими імплікантами відповідних їм конституент
одиниці одержимо скорочену ДНФ:

F = F(x,y,z)= zyyxzxzxyzxy ÚÚÚÚÚ  .
Даний вираз містить шість простих імплікант, які представляють усі

можливі прості імпліканти. Серед них знаходяться і добутки, що входять до
початкової функції F: zyzxxy ,, . Тому імпліканти yxzxyz ,,  можна вважати
зайвими. Даний розв'язок лише підтвердив, що добутки вихідної функції F є
простими імплікантами.

Таким чином, ми бачимо, що скорочена ДНФ - це далеко не завжди
мінімальна ДНФ, оскільки вона хоч і містить прості імпліканти, проте серед
них можуть бути і надлишкові.

Означення 1. Диз'юнкція простих імплікант, жодна з яких не є зай-
вою, називається тупиковою ДНФ логічної функції.

Тупикових функцій у загальному випадку може бути декілька. Кожна
з цих функцій може містити кількість літер, відмінну від їх кількості для ре-
шти функцій.
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Тоді виникає завдання пошуку такої тупикової логічної функції, яка б
мала мінімальну кількість літер. Така функція називається мінімальною
ДНФ.

Деякі логічні функції можуть мати кілька мінімальних ДНФ, що міс-
тять однакову кількість літер. У цьому випадку вибирається мінімальна
ДНФ, яка більш придатна порівняно з рештою для технічної реалізації в циф-
ровому пристрої або керуючій програмі.

З метою визначення мінімальної ДНФ використовуються імплікантні
матриці.

У табл. 2 наведена імплікантна матриця для розглянутої вище в при-
кладі логічної функції. У табл. 2 по вертикальних входах записуються кон-
ституенти одиниці, які входять в задану функцію, а по горизонтальних - про-
сті імпліканти цієї функції, одержані зі скороченої ДНФ. Якщо імпліканта є
власною частиною деякої конституенти одиниці, то клітинка імплікантної
матриці, що відповідає цій імпліканті і конституенти одиниці, відмічається
хрестиком. Щоб одержати мінімальну ДНФ заданої функції, достатньо знай-
ти мінімальну кількість імплікант, які разом накриють хрестиками всі стовпці
імплікантної матриці.

У табл. 2 кожний стовпець відмічений двома хрестиками. Тому зі ско-
роченої ДНФ функції, що розглядається, можна виключити будь-яку імплі-
канту. Мінімальна кількість імплікант, що накривають хрестиками всі стовп-
ці, дорівнює 3: ху накриває перший і другий, zx  - третій і четвертий, zy  -
п'ятий і шостий стовпці таблиці. Можна накрити й інакше: yz накриває пер-
ший і третій, x z  - другий і п'ятий, yx  - четвертий і шостий стовпці.

Отже, дана логічна функція має дві тупикові ДНФ з однаковим міні-
мальним числом (6) літер:

1. F=ху zyzx ÚÚ .
2. F = yz yxzx ÚÚ .
Крім мінімальних форм, функція, що розглядається, як це випливає з

табл. 2, має ряд тупикових ДНФ, в яких число букв буде більше, ніж у міні-
мальних. Наприклад, тупиковою буде така ДНФ:

3. F=xy yxzxyz ÚÚÚ .

Таблиця 2. Імплікантна матриця для прикладу 1

Проста Конституента
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1 2 3 4 5 6імпліканта
хуz ху z x yz yx z x zy zyx

1    ху X X
2    уz X X
3    x z X X
4 zx X X
5 yx X X
6 zy X X

Виходячи з наведеного прикладу, дамо решту кроків, необхідних для
мінімізації логічних функцій.

4. За отриманою скороченою ДНФ будується імплікантна матриця.
5. В імплікантній матриці знаходяться набори простих імплікант, які

накривають всі конституенти одиниці логічної функції, яка представлена у
ДНФ і мінімізується.

6. Серед цих наборів знаходять один або кілька таких, які в сумі міс-
тять мінімальну кількість букв.

7. Об'єднують прості імпліканти цих наборів знаками диз'юнкції і оде-
ржують одну або декілька мінімальних ДНФ.

Приклад 2. Знайти мінімальну ДНФ логічної функції F = F(x1,  x2,  x3,
x4) , яка дорівнює одиниці на наборах з номерами 1, 3, 5, 7, 14, 15 і дорівнює
нулю на решті наборів. Подамо функцію F в ДДНФ:

F = F(x1, x2, x3, x4)=
        1                   2                  3                   4                    5

6
432143214321432143214321 xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx ÚÚÚÚÚ .

Здійснимо операції неповного склеювання в такому порядку:
1. Виконаємо всі можливі неповні склеювання першого члена, потім

другого, третього і т.д.
2. Проведемо всі можливі операції поглинання конституент одиниці і

результат подамо у табл. 3.
Таблиця 3. Перше склеювання конституент 1 в прикладі 2

Номер склеюваної
конституенти "1"

Імпліканта Склеювана
змінна

1.                 1-2 421 xxx x3

2.                 1-3 431 xxx x2

3.                 2-4 431 xxx x2

4.                 3-4 421 xxx x3

5.                 4-6 432 xxx x1

6.                 5-6 321 xxx x4
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З табл. З видно, що всі конституенти одиниці поглинаються імплікан-
тами, отриманими після склеювання. В результаті буде одержана така функ-
ція:

                                         1           2           3          4           5          6
F(x)=F(x1, x2, x3, x4) = 321432421431431421 xxxxxxxxxxxxxxxxxx ÚÚÚÚÚ

3. Для отриманої функції F у табл. 4 знову проведемо всі можливі
операції неповного склеювання і поглинання.

Таблиця 4. Друге склеювання конституент 1 у прикладі 2

Номер склеюваної
конституенти "1"

Імпліканта Склеювана
змінна

1.               1-4
2.               2-3

41xx

41xx

x2
x3

Таким чином, одержимо, що
F=F(x1, x2, x3, x4)= 32143241 xxxxxxxx ÚÚ .
До цього виразу операції неповного склеювання і поглинання застосу-

вати не можна, і тому він є скороченою ДНФ заданої логічної функції.

Таблиця 5. Імплікантна матриця
Конституента одиниці

1 2 3 4 5 6
Проста
імплі-
канта

4321 xxxx 4321 xxxx 4321 xxxx 4321 xxxx 4321 xxxx 4321 xxxx

1. 41xx X X X X
2. 432 xxx X X
3. 321 xxx X X

Побудуємо імплікантну матрицю для одержаної функції F (див. табл.
5).

З табл. 5 випливає, що до мінімальної форми обов'язково має увійти
імпліканта 41xx оскільки лише вона накриває хрестиками перший, другий і
третій стовпці імплікантної матриці. Крім того, обов'язково має бути вибрана
імпліканта x1x2x3 оскільки вона накриває п'ятий і шостий стовпці. При виборі
цих двох імплікант усі стовпці табл. 5 залишаються перекритими, і тому ім-
пліканта x2х3х4 є зайвою. У даному випадку логічна функція має єдину ДНФ,
що містить п'ять літер:

F = F(х1,х2, х3, х4) = 32141 xxxxx Ú .
Можна бути першорядним математиком і не
вміти рахувати. Можна рахувати досконало

і не мати ані найменшого уявлення
про математику.

Новаліс
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2.6. Кон'юнктивні нормальні форми
Означення 1. Логічна сума кількох різних змінних, узятих із запере-

ченням або без нього, називається елементарною сумою, або диз'юнкцією.
Означення 2. Логічна функція, що подається кон'юнкцією елементар-

них сум (диз'юнкцій), називається кон'юнктивною нормальною формою
(КНФ).

Приклад  1. Елементарними  сумами  будуть  вирази:
zyxxxxxx ÚÚÚÚÚ ,, 32121 , а вирази yx Ú  і ))(( zxyx ÚÚ

ними не є, оскільки в першому виразі член yx Ú  має загальне заперечення, а
в другому є знак кон'юнкції.

 Теорема 1. Елементарна сума дорівнює нулю в єдиному випадку, ко-
ли змінним із запереченням присвоєна одиниця, а змінним без заперечення -
нуль.

Доведення теорем тут і далі не даються, оскільки вони аналогічні до-
веденням відповідних теорем у пункті 1.4.

Приклад 2. Набір значень змінних x1,  x2,  x3, на якому елементарна
сума φ= 321 xxx ++ дорівнює нулю, буде 100, оскільки φ= 0000001 =ÚÚ=ÚÚ .

Теорема 2. Для кожного набору значень змінних існує одна і лише
одна їх елементарна сума, що дорівнює нулю.

Означення 3. Логічна функція n змінних, що приймає значення, яке
дорівнює нулю лише на одному їх наборі, називається конституентою нуля.

Теорема 3. Елементарна сума всіх n змінних, що входять до функ-
ції F, є конституентою нуля.

Теорема 4. Число конституент нуля n змінних дорівнює 2n.
Згідно з теоремою 1, щоб подати конституенту нуля від n змінних, що

дорівнює 0 на m-му наборі, потрібно подати число m у вигляді n-розрядного
двійкового числа і в диз'юнкції всіх змінних узяти із запереченням тільки ті
змінні, яким у двійковому числі відповідають одиниці.

Приклад 3. Записати конституенту нуля 17-го набору.
Розв'язування. Подамо десяткове число 17 у двійковому вигляді:

17(10)=10001(2). Запишемо диз'юнкцію 5 змінних: 54321 xxxxx ÚÚÚÚ . Візьмемо
із запереченням ті змінні, яким у двійковому коді відповідають одиниці:

54321 xxxxx ÚÚÚÚ . Одержаний результат є конституентою нуля 17-го набору.
Означення 4. Кон'юнкція конституент нуля, що дорівнює нулю на

тих самих наборах, що й задана функція, називається досконалою кон'юнк-
тивною нормальною формою (ДКНФ) логічної функції.

Теорема 5. Будь-яка логічна функція, окрім константи одиниці,
єдиним чином може бути представлена в ДКНФ.

Виходячи з теореми 5, розглянемо алгоритм подання логічних функ-
цій у ДКНФ.
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З цією метою треба скласти добуток тих конституент нуля, які дорів-
нюють нулю на тих самих наборах, що й задана функція, за таким алгорит-
мом:

а) виписати за числом нулів у логічній функції диз'юнкції (суми) всіх
аргументів від першого до n-го й з'єднати їх знаками кон'юнкції;

б) записати під кожним аргументом його значення у відповідному до
даної суми наборі, яке дорівнює 1 або 0, і над аргументами, що дорівнюють
одиниці, поставити знаки заперечення.

Даний алгоритм має назву запису логічної функції за нулями.
Приклад 4. Подати у ДКНФ логічну функцію п'яти аргументів

F=F(x1, x2, x3, x4, x5) , що дорівнює нулю на наборах з номерами 5, 14, 16, 31 і
одиниці - на решті наборів.

Розв'яжемо цю задачу за наведеним вище алгоритмом:
1. Випишемо чотири суми аргументів і з'єднаємо їх знаками кон'юнк-

ції:
(x1+x2+x3+x4+x5)Ù (x1+x2+x3+x4+x5)Ù (x1+x2+x3+x4+x5)Ù (x1+x2+x3+x4+x5)

2. Під кожною сумою поставимо подані у двійковому вигляді числа 5,
14, 16, 31 і розставимо заперечення над змінними, які відповідають одиниці.
Тоді

F= Ù++++Ù++++ )()( 5432154321 xxxxxxxxxx

        0    0      1      0    1         0     1     1      1      0
)()( 5432154321 xxxxxxxxxx ++++Ù++++Ù

      1     0      0     0      0         1     1      1     1      1
ДКНФ є найбільш загальною формою подання логічної функції в

кон'юнктивній формі і тому містить найбільше можливе число літер. Розгля-
немо питання зменшення їх кількості.

Означення 5. Якщо деяка логічна функція φ (в окремому випадку -
елементарна сума) дорівнює одиниці на всіх тих наборах, на яких дорівнює
одиниці інша функція F, то функція φ називається імпліцентою функції F.
Кажуть, що функція φ входить до функції F. При цьому функція φ може до-
рівнювати одиниці, взагалі кажучи, і на тих наборах, на яких F=0, але не на-
впаки - не може дорівнювати нулю на наборах, де функція F дорівнює оди-
ниці.

Приклад 5. Нехай у табл. 1 дані функції:
F=F(x1, x2, x3), φ=φ(x1, x2, x3), Z=Z(x1, x2, x3).
Яка з функцій φ і z є імпліцентою функції F.
Відповідь. Ані функція φ, ані функція z не є імпліцентами функції F,

оскільки перша дорівнює нулю на наборах 2 і 6, а друга - на наборах 0, 2, 3 і
6. На цих наборах функція F дорівнює одиниці, що суперечить означенню
імпліценти.
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Таблиця 1. Функції трьох змінних для прикладу 5

№ x1 x2 x3 F φ Z
0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
2 0 1 0 1 0 0
3 0 1 1 1 1 0
4 1 0 0 0 0 1
5 1 0 1 0 0 0
6 1 1 0 1 0 0
7 1 1 1 1 1 1

Теорема 6. Будь-яка конституента нуля, що входить до ДКНФ ло-
гічної функції F, є її імпліцентою.

Теорема 7. Константа одиниці є імпліцентою будь-якої логічної
функції.

Теорема 8. Будь-яка логічна функція є імпліцентою константи
нуля.

Означення 6. Елементарна сума, одержана виключенням з вихідної
суми однієї або кількох змінних, називається власною частиною останньої.

Приклад 6. Нехай дана елементарна сума zyx ++ . Тоді її власними
частинами будуть суми:

zyxzxzyyx ;;;;; +++ .
Означення 7. Елементарні суми, які самі входять до даної функції,

але жодна їх власна частина, як елементарна сума, не входить, називаються
простими імпліцентами.

Приклад 7. Припустимо,  що сума φ =  x1 +  х2 +  х3 + 4x  і її частина
х2+ 4x  входять як самостійні члени у функцію F = F(х1, х2, х3, х4), а змінні х2 і

4x  не входять. Тоді сума 42 xx +  буде простою імпліцентою функції F, оскіль-
ки Ì+ )( 42 xx φÌF, а x2ËF і Ë4x F. В той же час сума φ не буде простою імп-
ліцентою, оскільки Ì+ )( 42 xx F.

Якщо будь-які елементарні суми входять до даної функції, то при до-
даванні до них будь-яких змінних нова сума також буде входити до цієї фун-
кції, оскільки вона перетворюється в одиницю разом з початковою сумою.

Означення 8. Кон'юнкція простих імпліцент називається скороченою
КНФ.

Теорема 9. Будь-яку логічну функцію F можна подати у вигляді
скороченої КНФ.

З метою подання логічної функції F у вигляді скороченої КНФ роз-
глянемо операції повного і неповного склеювання, а також поглинання і роз-
гортання в КНФ.
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Операція повного склеювання визначається співвідношенням
xyxyx =++ ))((  . Це випливає з того, що

xyyxxyyxyyxxyxyx =++=+++=++ )())(( .
Склеювання сум х + у і  х + y  відбувається в даному випадку за змін-

ною у.
Операція неповного склеювання має вигляд

))(())(( yxyxxyxyx ++=++ .
Операція поглинання визначається з рівностей
х(х + у) = х і х(х + y ) = х. У цьому випадку х поглинає весь вираз. Це

випливає з того, що х(х + у) = х + ху = х(1 + у) = х .
Відповідно
х(х + y ) = х + х y  = х(1 + y ) = х.
Операція розгортання перетворює будь-яку просту імпліценту в ди-

з'юнкцію конституент нуля.
Нехай, наприклад, х + y  - проста імпліцента логічної функції чоти-

рьох аргументів: х, у, z, u. Тоді, застосовуючи двічі операцію розгортання,
дістанемо:

х + y  = (х + y ) + z z  = (х + y  + z)(х + y  + z ) =
= ((х + y  + z) + uu )((х + y  + z ) + uu ) =
=(х + y  + z + u)(х + y  + z + u )(х + y  + z  + u)(х + y  + z  + u ) .
При розгортанні різні імпліценти можуть утворювати одну й ту саму

конституенту нуля. У цьому разі на основі тотожності хх = х треба залишити
одну конституенту нуля. У результаті отримаємо ДКНФ початкової логічної
функції.

Через логіку доводять,
через інтуїцію винаходять.

А. Пуанкаре
2.7. Мінімізація логічних функцій в ДКНФ

Теорема Квайна для КНФ. Якщо в ДКНФ логічної функції F про-
вести всі операції неповного склеювання, а потім всі операції поглинан-
ня, то вийде скорочена КНФ цієї функції, тобто кон'юнкція всіх її прос-
тих імпліцент.

За теоремою Квайна для мінімізації логічної функції F, поданої в
КНФ, її спочатку треба перетворити в ДКНФ, а потім

виконати такі кроки:
1. В ДКНФ F = F(х1, х2, ..., хn) здійснити всі операції неповного скле-

ювання, а потім поглинання конституент нуля.
2. Здійснити всі операції неповного склеювання і поглинання імплі-

цент з (n - 1)-ю змінними, отриманих на першому кроці склеювання, потім -
імпліцент з (n- 2)-а змінними і т.д., доки процедура можлива.

3. По одержаній скороченій КНФ побудувати імпліцентну матрицю.
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4. В імпліцентній матриці відшукати набори простих імпліцент, які
накривають усі конституенти нуля логічної функції, яка подана в ДКНФ і
мінімізується.

5. Серед цих наборів знайти такі, які в сумі містять мінімальне число
літер.

6. Одержати мінімальні КНФ, об'єднавши прості імпліценти знаками
кон'юнкції. Серед них вибрати одну найбільш ефективну для реалізації.

Приклад. Знайти мінімальну КНФ логічної функції, що дорівнює ну-
лю на наборах з номерами 0, 1, 2, 3, 7, 9, 12, 13, 15 і одиниці - на решті.

1.Знайдемо ДКНФ:
F(x1, x2, x3, x4)= ÙÚÚÚÙÚÚÚÙÚÚÚ )()()( 43

3

2143

2

2143

1

21 xxxxxxxxxxxx

ÙÚÚÚÙÚÚÚÙÚÚÚÙÚÚÚÙ )()()()( 43

7

2143

6

2143

5

2143

4

21 xxxxxxxxxxxxxxxx

)()( 43

9

2143

8

21 xxxxxxxx ÚÚÚÙÚÚÚÙ .

2.Виконаємо всі можливі операції неповного склеювання і поглинан-
ня:

24314321 5421 xxxxxxxx ÚÚ=-ÚÚ=-

14323421 9531 xxxxxxxx ÚÚ=-ÚÚ=-

24313421 8642 xxxxxxxx ÚÚ=-ÚÚ=-

43211432 8762 xxxxxxxx ÚÚ=-ÚÚ=-

34214321 9843 xxxxxxxx ÚÚ=-ÚÚ=-

У результаті дістанемо:
F ÙÚÚÙÚÚÙÚÚÙÚÚ= )()()()(),,,( 43

4

242

3

142

2

132

1

14321 xxxxxxxxxxxxxxxx

ÙÚÚÙÚÚÙÚÚÙÚÚÙÚÚÙ )()()()()( 32

9

14

8

3143

7

243

6

132

5

1 xxxxxxxxxxxxxxx

)( 42

10

1 xxx ÚÚÙ .
В одержаному виразі знову виконаємо всі операції неповного склею-
вання і поглинання
1-5 = x1Ú  x2                   x3
2-3 = x1Ú  x2                   x4.
У кінцевому підсумку дістанемо:

F ÙÚÚÙÚÚÙÚÚÙÚ= )()()()(),,,( 43

4

243

3

143

2

22

1

14321 xxxxxxxxxxxxxxx

)()()( 42

7

132

6

143

5

1 xxxxxxxxx ÚÚÙÚÚÙÚÚÙ .
До останнього виразу операції неповного склеювання і поглинання за-
стосувати не можна, і тому він є скороченою КНФ.
3. Побудуємо імпліцентну матрицю (див. табл. 1).
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Таблиця 1. Імпліцентна матриця

Конституента нуляПроста
імпліцента

43

1

21 xxxx +++ 43

2

21 xxxx +++ 43

3

21 xxxx +++

1. 21 xx + X X X
2. 432 xxx ++ X
3. 431 xxx ++

4. 432 xxx ++

5. 431 xxx ++

6. 321 xxx ++

7. 421 xxx ++

Продовження таблиці 1

Конституента нуляПроста
імпліцента

43

4

21 xxxx +++ 43

5

21 xxxx +++ 43

6

21 xxxx +++

1. 21 xx + X
2. 432 xxx ++ X
3. 431 xxx ++ X X
4. 432 xxx ++ X
5. 431 xxx ++ X
6. 321 xxx ++

7. 421 xxx ++

Продовження таблиці 1

Конституента нуляПроста
імпліцента

43

7

21 xxxx +++ 43

8

21 xxxx +++ 43

9

21 xxxx +++

1. 21 xx +

2. 432 xxx ++

3. 431 xxx ++

4. 432 xxx ++ X



67

5. 431 xxx ++ X
6. 321 xxx ++ X X
7. 421 xxx ++ X X

До мінімальної форми слід включити імпліценти 2

1

1 xx Ú і 32

6

1 xxx ÚÚ .
 Внаслідок вибору цих імпліцент опиняються перекритими стовпці з

номерами 1, 2, 3, 4, 7, 8. Стовпці 5, 6, і 9 можна перекрити двома способами:

імпліцентами )( 43

4

2 xxx ÚÚ і )( 43

2

2 xxx ÚÚ або )( 43

4

2 xxx ÚÚ і )( 43

5

1 xxx ÚÚ .
Таким чином, задана функція має дві мінімальні форми з однаковим

числом літер:
1. F ))()()((),,,( 432432321214321 xxxxxxxxxxxxxxx ÚÚÚÚÚÚÚ= .
2. F ))()()((),,,( 431432321214321 xxxxxxxxxxxxxxx ÚÚÚÚÚÚÚ= .

Слід зазначити, що кількості літер в мінімальних КНФ і ДНФ логічної
функції різні. Тому при розв'язуванні задач мінімізації логічних функцій по-
трібно знайти як диз'юнктивні, так і кон'юнктивні мінімальні нормальні фор-
ми і вибрати серед них форму з найменшою кількістю літер.

Кращий спосіб вивчити будь-що -
це відкрити самому.

Д. Пойа

2.8. Одержання мінімальних КНФ за допомогою диз'юнктивних
форм

Логічні функції, подані у ДНФ, після мінімізації можна перетворити в
КНФ, використовуючи доведені нижче властивості логічних функцій.

Припустимо, що дана логічна функція F = F(х1, х2, ..., хn), яка приймає
на наборах j1, j2, …, jm значення одиниці, а на наборах i1, i2, …, ip, де p=2n-m -
значення нуля. Тоді має місце така теорема.

Теорема 1. Диз'юнкція всіх конституент одиниці Ki1ÚKi2Ú…ÚKip,
що не входять до ДДНФ логічної функції F, є запереченням цієї функції:

Ki1ÚKi2Ú…ÚKip= F
Доведення. Сума всіх конституент 1 для n змінних створює функцію

константу 1:
K0ÚK1Ú…ÚK2

n
-1=1,

тобто функцію,  яка дорівнює  1 на всіх наборах значень змінних.
Серед цих конституент виділимо конституенти Kj1,  Kj2,…, Kjm, що

утворюють функцію F=Kj1ÚKj2Ú…ÚKim. Тоді має місце співвідношення
FÚKi1ÚKi2Ú…ÚKip=1
З тотожності xx Ú = 1 випливає, що і FF Ú = 1 і відповідно

F =Ki1ÚKi2Ú…ÚKip. Теорему доведено■
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Теорема 2. КНФ логічної функції Р, одержана з мінімальної ДНФ
функції Р після її перетворення за допомогою формул де Моргана, також
буде мінімальною.

Доведення. Правило де Моргана не змінює кількість літер у логічному
виразі, що виходить після перетворення, порівняно з початковим, який пере-
творюється. Тому якщо мінімальна ДНФ функції F містить k літер, то й оде-
ржана після перетворення за правилом де Моргана КНФ логічної функції F
буде містити те ж саме число літер k. Це число є мінімальним. Якщо це не
так і існує інша КНФ логічної функції F з меншим числом літер, то, перетво-
ривши її з КНФ у ДНФ за правилами де Моргана, одержимо ДНФ функції F
з меншим числом літер,  ніж це  було  визначено  раніше  у вихідній мініма-
льній. Внаслідок цього приходимо до суперечності. Теорему доведено■

Виходячи з доведених теорем 1 і 2, запишемо алгоритм одержання мі-
німальної КНФ логічної функції F на основі мінімізації функції F  у ДНФ.

1. Записують диз'юнкцію всіх конституент одиниці, які не входять до
ДДНФ функції F, тобто знаходять F .

2. Знаходять мінімальну ДНФ за відомим алгоритмом для функції F .
3. Беруть заперечення від функції F  і перетворюють її за правилами

де Моргана в КНФ. Одержана КНФ буде мінімальною КНФ функції F.
Приклад 1. Знайти мінімальну КНФ логічної функції F=F(А, В, С) =

CBACA Ú  .
Розв'язування.
1. Знайдемо ДДНФ функції F: F = CBACBACAB ÚÚ .
2. Одержимо ДДНФ функції F : ABCCBABCACBACBAF ÚÚÚÚ= .
3. Знайдемо скорочену ДНФ функції F , виконавши всі операції непо-

вного склеювання і поглинання:
ACBCBACAF ÚÚÚ= .

4. Складемо імплікантну матрицю для функції F (див. табл. 1).
Таблиця 1. Імплікантна матриця для прикладу 1

Імпліканта CBA CBA BCA CBA ABC

1 CA X X
2 BA X X
3 BC X X

4 AC X X

5. Знайдемо мінімальні форми функції F у ДНФ:
ACBCCAF ÚÚ= ;
ACBACAF ÚÚ= .

6. Взявши заперечення від обох частин останніх рівностей і застосо-
вуючи формули де Моргана, одержимо дві мінімальні кон'юнктивні норма-
льні форми:
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))()(( CACBCAF ÚÚÚ= ;
))()(( CABACAF ÚÚÚ= .

Якшо Ви бажаєте навчитися плавати, то сміливо
входьте у воду, а якщо хочете навчитися

розв'язувати задачі, то розв'язуйте їх!
Д. Пойа

2.9. Мінімізація логічних функцій за допомогою таблиць Вейча
Існують універсальні методи мінімізації логічних функцій, наприклад,

метод Квайна, який придатний для будь-якого числа змінних n. Він зручний
для реалізації на універсальній ЕЦОМ в алгоритмічній формі. У той самий
час на практиці при проектуванні цифрових автоматів часто ставиться зав-
дання мінімізації функцій вручну для невеликого числа змінних. З цією ме-
тою були розроблені методи мінімізації логічних функцій у наочній формі у
вигляді спеціальних таблиць, що називаються картами, діаграмами або таб-
лицями.

Розглянемо один з них для мінімізації логічних функцій f= f (х1, х2, ...,
хn), що містять не більше п'яти змінних n ≤ 5, - метод таблиць Вейча. Мінімі-
зація в цьому випадку здійснюється для функції, записаної в аналітичній фо-
рмі, -ДДНФ або ДКНФ.

Таблиця Вейча являє собою розкреслений прямокутник, що вміщує 2n

клітинок, до яких заносяться одиниці при мінімізації логічних функцій, які
задані у ДДНФ, або нулі у випадку мінімізації логічних функцій, поданих у
ДКНФ. Якщо функція записана в ДНФ або КНФ, то її слід попередньо пере-
творити (розгорнути) у ДДНФ або ДКНФ.

Щоб задати логічну функцію f=f (х1,  х2, ..., хn), яка задана в ДДНФ, у
вигляді таблиці Вейча, слід записати одиниці до клітинок, що відповідають
наборам, на яких функція f дорівнює одиниці, а решту клітинок залишити
порожніми.

З цією метою спочатку треба виконати розмітку таблиці. Для цього
необхідно розмістити змінні хi, і = 1,2,...,n, і їх заперечення ix по сторонах
прямокутника - згори, знизу, зліва, справа, причому так, щоб змінна без запе-
речення і ця сама змінна із запереченням порізно накривали 2n-1 клітинок ко-
жна, а разом -2n, що можливо в тому випадку, коли змінна хi і її заперечення

ix знаходяться лише на одному боці таблиці. Кожна змінна зі своїм запере-
ченням розміщується з боків таблиці так, щоб 2n-2 клітинок, 5 ≥ n ≥ 2, з їх за-
гального числа 2n-1, що накриваються кожною змінною або її запереченням,
перетинались з 2n-2 клітинками кожної з решти n - 1 змінних або їх запере-
чень. Такий перетин між двома змінними відбудеться автоматично, якщо од-
на з них і її заперечення будуть, наприклад, розміщені зверху стовпців таб-
лиці, а друга зі своїм запереченням - знизу, зліва або справа таблиці (див.
табл. 1).

Аналогічно три змінні і їх заперечення мають перетинатися в 2n-3, 5 ≥
n ≥ 3 клітинках; чотири - в 2n-4, 5 ≥ n ≥ 4; п'ять - в 2n-5= 1, n = 5.
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Перетини клітинок n змінних і їх заперечень, що складаються з однієї
клітинки, відповідають логічному добутку n змінних - конституенті одиниці.
Кількість конституент одиниці дорівнює кількості клітинок у таблиці - 2n.
Тому будь-яку функцію від n ≤ 5 змінних, подану у ДДНФ, можна подати в
таблиці Вейча з 2n клітинками.

Важливою властивістю цих конституент є те, що ті з них, які належать
до сусідніх клітинок і до клітинок, що знаходяться на краях рядків і стовпців
таблиці, відрізняються знаком заперечення лише в одній із змінних. Це до-
зволяє здійснювати мінімізацію функції безпосередньо за таблицею в наочній
формі. Для цього в клітинках таблиці, що відповідають конституентам оди-
ниці логічної функції, яка мінімізується, проставляються одиниці. Якщо вони
стоять у сусідніх двох клітинках, наприклад, таких, що відповідають добут-
кам хуz і х y z табл. 1, то внаслідок того, що вони відрізняються знаком за-
перечення лише в одній змінній (у даному випадку у), відбувається склею-
вання за цією змінною. Результат склеювання для цього випадку хуz + х y z =
хz(у + y ) = хz. Дві змінні x і z у цьому випадку накривають разом дві клітин-
ки.

Якщо одиниці стоять у чотирьох сусідніх клітинках, тоді двічі відбу-
вається склеювання за стовпцями або рядками, а потім нові добутки двох
змінних склеюються ще раз. У результаті буде одержана одна змінна, яка на-
криє всі чотири сусідні клітинки.

Таблиця 1. Розміщення добутків змінних та їх заперечень у клітинках
таблиці Вейча

Якщо в таблиці Вейча з n= 4 містяться 16 клітинок, то процедура об'-
єднання клітинок відбувається аналогічно, як і в таблиці з 8 клітинками, з ті-
єю відмінністю, що три змінні разом накривають дві клітинки, дві - чотири, а
одна - вісім. Для таблиці з 5 змінними і відповідно 32 клітинками чотири
змінні сумісно накривають дві клітинки, три - чотири, чотири - вісім і одна -
шістнадцять.

Проілюструємо викладений матеріал за допомогою прикладів.
Приклад 1. Знайти мінімальну ДНФ функції

zyxzyxzyxyzxzyxzxyzyxf +++++=),,( .
Розв'язок. У табл. 2 чотири одиниці, що знаходяться у двох клітинках

першого і останнього стовпців, накриваються змінною z  , а одиниці, які за-

zzz

y

y xy z xyz x yz x y z

x y z x y z zyx zyx

x x
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лишились, об'єднуються по дві в нижньому і верхньому рядках таблиці і на-
криваються двома змінними.

Таблиця 2. Об'єднання одиниць для прикладу 1

У результаті одержимо, що
yxyxzzyxf ++=),,( .

Приклад 2. Знайти мінімальну ДНФ функції
DCBADCBACDBADBCADABCDCABDCBAf +++++=),,,( .

Розв'язок, наведений у табл. З, яка показує спосіб найбільш раціона-
льного об'єднання одиниць. При цьому мінімальна диз'юнктивна нормальна
форма функції f матиме такий вигляд:

CBADABDCDCBAf ++=),,,( .

Таблиця 3. Об'єднання одиниць для прикладу 2

zzz

x 1 1 1

1 1
1

x

y y

BB

C

C

C

DDD

A

A

1

1 1
1 1 1
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Для мінімізації логічної функції f=f(x1,x2,…,xn), поданої в ДКНФ,
складається також таблиця Вейча, але її заповнюють не одиницями, а нуля-
ми. Вони ставляться в клітинки, що відповідають логічним сумам, на яких
функція f дорівнює нулю, - конституентам нуля. У всьому іншому процедура
мінімізації проходить аналогічно для логічних функцій, поданих у ДНФ.

Приклад 3. Знайти мінімальну КНФ функції
))()((),,( CBACBACBACBAf ++++++= .

Для одержання мінімальної кон'юнктивної нормальної форми слід об'-
єднати нулі логічної функції. Два обведених суцільною лінією нулі (див.
табл. 4) склеюються за змінною С і накриваються логічною сумою А + B  , а
останній нуль -конституентою A  + В + С .

Таблиця 4. Об'єднання нулів для прикладу З

Тому мінімальна кон'юнктивна нормальна форма заданої функції ма-
тиме вигляд

))((),,( CBABACBAf +++= .

Приклад 4. Знайти мінімальну ДНФ для функції f(А, В, С), яка зада-
на в прикладі 3. Для цього подамо її в ДДНФ:

CBACBACBAABCCABCBAf ++++=),,( .
Розв'язок цієї задачі наведений у таблицях 5 і 6 у двох варіантах.

Таблиця 5. Об'єднання одиниць для прикладу 4 (перший варіант)

C CC

A
0 0

0
A

B B

C CC

A
1 1 1

1 1
A

B B
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Таблиця 6. Об'єднання одиниць для прикладу 4 (другий варіант)

Таблицям 5 і 6 відповідають дві мінімальні ДНФ функції
BAACABCBAf ++=),,(  і BACBABCBAf ++=),,( .

Звернемо увагу на те, що мінімальна КНФ містить менше літер, ніж
мінімальні ДНФ.

У ряді випадків зручно об'єднувати в одній таблиці Вейча мінімізацію
в ДНФ і мінімізацію в КНФ, наприклад, на основі табл. 5. Тоді при мініміза-
ції в КНФ нулі записуються до тих клітинок табл. 5, які знаходяться на пере-
тині інверсних значень змінних конституент нуля (див. табл. 7). Це виходить
з правила де Моргана, відповідно до якого

CBACBABCACBACBACBA =++=++=++ ,, .

Таблиця 7. Об'єднана мінімізація за нулями та одиницями

C CC

A
1 1 1

1 1
A

B B

C CC

A
1 1 1 0

0 0 1 1
A

B B
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Відповідно до результуючої мінімальної функції записуються інверсні
значення змінних, що накривають нулі:

))((),,( CBABACBAf +++= .
Вона має такий самий вигляд, як і для табл. 4.
Доведемо приведені правила на основі пункта 2.8.
Дійсно, CBABCACBACBAf ++=),,(

і відповідно
))()((),,( CBACBACBACBABCACBACBABCACBACBAf ++++++=××=++=

Після мінімізації CBABACBAf +=),,(  , і відповідно
))((),,( CBABACBABACBABACBAf +++=×=+= .

Спалити - не значить довести.
Д. Бруно

2.10. Мінімізація неповністю визначених логічних функцій
У цифрових автоматах досить часто є заборонені слова, які ніколи не

надходять на вхід цифрового автомата. Внаслідок цього їх можна довільно
позначити або нулем, або одиницею.

У разі,  якщо алфавіт літер цих слів складається з 0  та 1,  то ми одер-
жимо логічну функцію

Означення 1. Логічна функція f, яка визначена на всіх наборах змін-
них, називається повністю визначеною.

Означення 2. Логічна функція f, яка визначена не на всіх
наборах змінних, називається неповністю або частково
визначеною.
Припустимо, що є неповністю визначена логічна функція f, яка не ви-

значена на р <2n наборах змінних z1,  z2, ..., zn . Тоді її можна доповнити 2p

способами до повністю визначеної логічної функції
φ=φ(z1, z2, ..., zn).
Означення 3. Логічна функція φ=φ(z1,  z2, ..., zn),  значення якої збіга-

ються зі значеннями функції f=f(z1, z2, ..., zn) на всіх наборах, на яких остання
визначена, називається еквівалентною функції f.

Серед усіх 2Р функцій φ, еквівалентних f, є, очевидно,
одна або кілька таких, що містять мінімальну кількість літер.
Розглянемо їх пошук на прикладі.
Приклад 1. Знайти мінімальну диз'юнктивну нормальну форму логіч-

ної функції
DCABDCBADCBADCBAff ÚÚ== ),,,( .

При цьому задано, що функція не визначена на 4 наборах: 0110, 1011,
0011 і 0010. Цим наборам відповідають конституенти 1: CDBACDBADBCA ,, і

DCBA , які в силу невизначеності функції f на цих 4 наборах можуть дорів-
нювати на них як 1, так і 0.

Наведемо в табл. 1 діаграму Вейча для цієї функції.
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Порожніми р =  4 клітинками позначаються добутки змінних, які мо-
жуть набирати значення як 1, так і 0. У цих клітинках можуть бути подані
одиниці і нулі 2Р= 24= 16 способами.

Таблиця 1. Задання неповністю визначеної функції

Виберемо такий розподіл одиниць і нулів, який мінімізує функцію f
(див. табл. 2).

Таблиця 2. Задання доповненої функції

Результуюча функція матиме вигляд
DCBDADCBAf Ú=),,,( .

Доповнимо тепер порожні клітинки нулями.
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Таблиця 3. Задання доповненої функції за допомогою нулів

У результаті мінімальна кон'юнктивна нормальна форма функції f ма-
тиме такий вигляд:

)(),,,( BADCDCBAff Ú== .
Як випливає з вищенаведеного, неповністю визначені функції дають

можливість додатково зменшити кількість літер при мінімізації логічних фу-
нкцій, а отже, дозволяють синтезувати більш економічні цифрові автомати.
Тому для синтезу цифрових автоматів слід там, де можна, використовувати
частково визначені функції.

Фрази треба скорочувати до розмірів думки.
Із заповіту Прокруста
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0

0
0

0

0
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Частина3. Додатки
Додаток1.Завдання для контрольних робіт

1. Множини
1.1 Провести тотожні перетворення рівностей відповідно до заданого

варіанту  в табл. 1.1 з метою зменшення в них кількості літер до мінімума.
2. Виразити символічно (використовуючи знаки операцій перетину,

об'єднання і доповнення) множини, заштриховані на діаграмах Ейлера-Вена,
відповідно до табл. 1.2. Номери вашого набору діаграм Ейлера задані в табл.
1.3.

3. Накреслити діаграму Ейлера для чотирьох множин A, B, C, D, які
утворюють множину F, і позначити штриховкою її область (див. табл. 1.4).

Таблиця 1.1.

В
ар

іа
нт Рівності

1 F= DCBADCBA IIIUUUU

2 F= )()()( ACADCBACBA IIUIIIUII

3 F= )()()()( DCCBCADCBA IUIUIUIII

4 F= CBADCBA UUIUIU )()(
5 F= DCBACBA UIUUIU ))(()(
6 F= )()))(())((( CADCBDCB IUUIIIU

7 F= )()()( DCCBACBA UUUUUII

8 F= CBADCBA UUIUIU )()(
9 F= ))()(())()(( DCBCBADCBCBA IIUIIIUUIUU

10 F= )()()()( DCCBCADCBA IUIUIUIII

11 F= DCBACBACBACBA UIIUIIUIIUII )()()()(
12 F= )()()( DCADCABA UUIIIII

13 F= )()()()( CADCBDCBDCB UIUUIUUIUU

14 F= )()()()( ABACDACDACD UUIIUIIUII

15 F= )()()()()( DBDCDCDCACA UIUIUIUUIU

16 F= BADCADCA UUUIUII

17 F= )()()( BADCCBABDC UIIIUUIII

18 F= )()()()( DACBACBACBDCBD IIIIUUIUUUIUU

19 F= )()()()( ABACDACDACD IIUUIUUIUU

20 F= )()()()( ABBCBDABCD IUIUIUIII
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Продовження таблиці 1.1.
В

ар
іа

нт Рівності

21 F= CBADCBA IIUIUI )()(
22 F= DCBACBA IUIII ))((
23 F= )())(()( CADCBDCB UUIUUUI

24 F= )()()()( ABBCBDABCD IUIUIUIII

25 F= DCCBACBA IIIIIUU )()(
26 F= BACDACDACDACD IUUIUUIUUIUU )()()()(
27 F= DACBACBACBACB IUUIUUIUUIUU )()()()(
28 F= BDCADCADCADCA IUUIUUIUUIUU )()()()(
29 F= BAADCBA IIUUIU

30 F= DCBACBACBACBA UIIUIIUIIUII )()()()(

Таблиця 1.2.

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

1 2

3 4
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Продовження таблиці 1.2.

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

5 6

7 8

9 10

11 12
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Продовження таблиці 1.2.

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

13 14

15 16

17 18

19 20
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Продовження таблиці 1.2.

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

21 22

23 24

25 26

27 28
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Продовження таблиці 1.2.
В

ар
іа

нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

29 30

31 32

33 34

35 36
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Продовження таблиці 1.2.
В

ар
іа

нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

37 38

39 40

41 42

43 44
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Продовження таблиці 1.2.

Таблиця 1.3.

В
ар

іа
нт Номери діаграм

Ейлера

В
ар

іа
нт Номери діаграм

Ейлера

В
ар

іа
нт Номери діаграм

Ейлера

1 1, 12, 23, 34 11 11, 22, 33, 44 21 7, 21, 31, 36
2 2, 13, 24, 35 12 12, 7, 22, 45 22 8, 22, 32, 37
3 3, 14, 25, 36 13 13, 8, 23, 46 23 9, 12, 33,38
4 4, 15, 26, 37 14 14, 9, 24, 47 24 10, 13, 34, 39
5 5, 16, 27, 38 15 15, 1, 25, 30 25 1, 10, 20, 40
6 6, 17, 28, 39 16 16, 2, 26, 31 26 2, 11, 21, 41
7 7, 18, 29, 39 17 3, 17, 27, 32 27 3, 12, 22, 42
8 8, 19, 30, 41 18 4, 18, 28, 33 28 4, 13, 46, 43
9 9, 20, 31, 42 19 5, 19, 29, 34 29 5, 14, 47, 44
10 10, 21, 32, 43 20 6, 20, 30, 35 30 6, 15, 23, 45

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

В
ар

іа
нт Діаграми Ейлера

45 46

47
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Таблиця 1.4.
В

ар
іа

нт Множина F утворена множинами A, B, C, D

1 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

2 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

3 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

4 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

5 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

6 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

7 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

8 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

9 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

10 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

11 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

12 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

13 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

14 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

15 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

16 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

17 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

18 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

19 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

20 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

21 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

22 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

23 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

24 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

25 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

26 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

27 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

28 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

29 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII

30 F= )()()( DCBADCBADCBA IIIUIIIUIII
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2. ЛОГІКА
1. Для функції, яка наведена в колонці 1 таблиці варіантів 2.1, задані

номери наборів, на яких вона дорівнює одиниці. Необхідно мінімізувати цю
функцію двома методами – Квайна і карт Вейча. Мінімізацію провести в
ДНФ і КНФ. Результати порівняти.

2. Мінімізувати в ДНФ і КНФ за допомогою карт Вейча неповністю
означену функцію, наведену в колонці 2 таблиці варіантів 2.1, оптимально її
доповнивши.

3. Провести логічні перетворення функції f, яка задана в колонці 3
таблиці варіантів 2.1  в аналітичній формі.  Одержати ДДНФ або ДКНФ цієї
функції. Провести її мінімізацію методом Квайна.

4. Провести логічні перетворення функції f у табличному вигляді і за-
писати її в ДДНФ і ДКНФ та порівняти з результатом, одержаним у пункті 3.
Провести її мінімізацію методом карт Вейча і порівняти мінімальну функцію
з такою ж функцією в пункті 3.

Таблиця 2.1

Варіант 1 2 3
1 3, 6, 7, 9, 10, 11, 15 111*00**01111010 f=(A ~ B)ÚC→A
2 2, 3, 5, 7, 11, 14, 15 1011*1000110**01 f=A ~ BÚC → B
3 0, 1, 4, 10, 11, 12, 15 11000111*00011*0 f=A ~ B → CÚA
4 2, 3, 6, 8, 9, 13, 14 *101*011*0001001 f=(A ~ B) → CÚB
5 2, 3, 5, 7, 10, 11, 15 00100011**010011 f=A ~ (B|C) → B
6 0, 3, 5, 7, 10, 14, 15 11*1000111*00011 f=(A → B)ÙC ~ A
7 0, 2, 5, 8, 13, 14, 15 *0111**001*0011* f=(A ~ B) |C AÚ
8 0, 3, 5, 7, 8, 11, 12 0*01101100011**0 f=(A → B) → CÚA
9 1, 2, 3, 7, 11, 12, 15 1*0001101111000* f=(A → B) ~ C|B

10 0, 1, 2, 3, 6, 8, 15 10011010111**000 f=A ~ BÙC|A
11 2, 3, 5, 6, 10, 12, 13 *101000001110*11 f= A → B ~ C AÚ
12 0, 1, 3, 5, 6, 7, 11 0110111*10000111 f=( A  ~ B)Ù (A ~ C )
13 1, 2, 3, 4, 6, 7, 11 11100110100011** f=(C AÚ ) → (A ~ B)
14 0, 2, 3, 5, 6, 7, 11 **100011*0001101 f=A ~ B → C AÚ
15 1, 2, 3, 4, 6, 7, 15 10*1011*01110011 f=A ~ CÚB|A
16 0, 2, 3, 5, 6, 7, 15 010**10011110011 f=A ~ C|B → A
17 2, 3, 4, 7, 8, 9, 12 0010**01*1011011 f=A ~ (C|B CÚ )
18 1, 4, 5, 9, 10, 11, 13 00110110000111** f=(A|B)|(A|C)
19 0, 3, 6, 7, 8, 10, 12 1000110011001**0 f=(A → B) ~ C BÙ
20 6, 9, 10, 11, 12, 14, 15 *1100110*111000* f=C AÚ  → B ~ C
21 7, 8, 10, 11, 13, 14, 15 000011011**00*10 f=A → B ~ (C|A)
22 2, 7, 9, 10, 11, 14, 15 001110001*011*01 f=(A ~ B)ÙC → B
23 3, 6, 10, 11, 13, 14, 15 001*0101110*1100 f=(A ~ B) AÚ → C
24 0, 1, 2, 3, 4, 7, 8 01*100110001110* f=A → BÙC ~ A
25 1, 3, 6, 7, 10, 11, 15 10111001**000110 f=A → B|(C→ A)



87

Продовження таблиці 2.1

Варіант 1 2 3
26 1, 2, 3, 5, 8, 9, 11 1110001100**1010 f=(A ~ B)Ù ( A → C)
27 0, 1, 3, 9, 10, 11, 15 1000100011110**0 f=(A ~ B) ~ C AÚ
28 3, 4, 5, 7, 10, 13, 15 01011*100011*011 f=CÚB ~ A BÚ
29 4, 5, 6, 11, 12, 13, 15 10110*100110011* f=A → B ~ C BÙ
30 1, 5, 6, 7, 11, 13, 15 111000**1100011* f=B → C ~ A BÚ

Додаток 2. Основні запитання для самоперевірки

I. Вступ
1. Означення дискретної математики і областей її використання.
2. Дискретні сигнали та їх класифікація.
Частина 1. Множини
II. Основні означення
1. Основні означення теорії множин.
2. Поняття пустої множини. Булеан множини.
III. Дії над множинами
1. Операції над множинами. Приклади.
2. Об'єднання і перетин множин. Приклади.
3. Різниці та доповнення множин. Приклади. Симетрична різниця.

Приклади.
4. Розбиття множин. Приклади.
5. Поняття універсальної множини.
IV. Алгебра множин
1. Поняття про алгебру множин. Основні тотожності алгебри множин.

Доведення. Приклади.
2. Комутативний, асоціативний, дистрибутивний закони.
3. Закони ідемпотентності, поглинання, де Моргана.
4. Принцип двоїстості для алгебри множин. Приклади.
5. Доведення тотожностей алгебри множин за допомогою діаграм Ей-

лера. Приклади.
6. Узагальнення операцій над множинами.
V. Вектори і прямий добуток
1. Означення кортежа, вектора. Проекції вектора на координатні пло-

щини та осі координат. Приклади.
2. Прямий добуток множин. Проекція множин. Приклади.
VI. Відповідності і відображення
1. Відповідність. Образ і прообраз. Зворотна відповідність. Компози-

ція відповідностей. Приклади.
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2. Відображення. Форми подання відображення: таблична, графічна,
стрілкова. Приклади.

3. Відображення у вигляді сюр'єкції, ін'єкції, та бієкції. Приклади.
VII. Функції і перетворення
1. Функція, суперпозиція функцій, формула, функціонал, зворотна

функція, композиція функцій. Приклади.
2. Перетворення множин. Тотожне перетворення. Постійне перетво-

рення. Підстановка. Приклади.
VIII. Алгебраїчні операції та системи
1. Поняття алгебраїчної операції. Приклади.
2. Поняття напівтрупи, нейтрального елемента. Приклади.
3. Поняття групи, зворотного, нульового та одиничного елемента гру-

пи. Приклади.
4. Ізоморфні групи.
5. Кільця, поля. Приклади.
IX. Групи
1. Абстрактна група. Мультиплікативні та адитивні операції. Кінцеві

та нескінченні групи.
2. Аксіоми групи.
3. Теореми про зворотний і одиничний елементи груп.
4. Групи перетворень.
5. Групи підстановок.
6. Теорема Келі.
X. Приклади груп
1. Групи “0” і “1”.
2. Група “+1 і -1”.
3. Група векторів.
4. Група поворотів правильного трикутника.
Частина 2. Логіка
XI. Числення висловлювань
1. Поняття про алгебру логіки і обчислення висловлень.
2. Істинне і хибне висловлення. Просте і складне висловлення .

Приклади.
3. Основні логічні операції: константа нуля, константа одиниці, “НЕ”,

“І”, “АБО”.
4. Логічні операції: “імплікація”, “заборона”, “рівнозначність”, “нері-
внозначність”. Приклади.
5. Логічні операції “Шеффера”, “Пірса”, “Змінна”. Приклади.
6. Поняття про логічний закон, логічне протиріччя і твердження, яке
логічно виконується. Приклади.
7. Основні закони алгебри логіки. Приклади.
XII. Поняття логічної функції
1. Поняття набору логічної функції. Таблиця істинності. Число набо-
рів від n аргументів функції. Доведення.
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2. Поняття про логічну функцію та її аргументи. Кількість функцій від
n аргументів. Доведення.
3. Логічні функції двох аргументів. Визначити їх кількість і дати на-
зву. Привести таблицю істинності.
XIII. Перетворення логічних функцій
1. Доведення логічних тверджень і законів за допомогою таблиць іс-
тинності. Приклади.
2. Привести доведення за допомогою таблиць істинності правила де
Моргана, імплікації, рівнозначності.
3. Привести і довести співвідношення між двома аргументами x1,  x2,
один із яких постійно набирає значення 1 або 0.
4. Привести і довести співвідношення між двома аргументами x1,  x2,
коли x1=x2=x і x1=x, а x2= x .
5. Поняття про булеву алгебру. Привести основні співвідношення в
булевій алгебрі для операцій диз’юнкції та кон’юнкції.
6. Спеціальні формули булевої алгебри. Довести на прикладах.
XIV. Диз’юнктивні нормальні форми
1. Поняття про диз’юнктивну нормальну форму (ДНФ). Елементарний
добуток. Конституента одиниці. Основні теореми для конституенти
одиниці і її наслідки.
2. Досконала диз’юнктивна нормальна форма (ДДНФ). Алгоритм оде-
ржання конституенти одиниці та ДДНФ. Приклад.
3. Поняття імпліканти і простої імпліканти. Приклади.
4. Поняття скороченої ДНФ. Приклад.
5. Операції повного і неповного склеювання в ДНФ, операція погли-
нання і розгорнення. Приклади.
XV. Мінімізація логічних функцій в ДДНФ
1. Теорема Квайна для ДДНФ. Доведення.
2. Алгоритм мінімізації ДДНФ за Квайном. Приклад.
3. Імплікантні матриці для одержання мінімальної ДНФ. Приклад.
4. Тупикові і мінімальні ДНФ. Приклади.
XVI. Кон’юнктивні нормальні форми
1. Поняття про кон’юнктивну нормальну форму (КНФ). Елементарна
сума. Конституента нуля. Основні теореми.
2. Досконала кон’юнктивна нормальна форма (ДКНФ). Алгоритм оде-
ржання конституенти нуля і ДКНФ. Приклади.
3. Поняття імпліценти і простої імпліценти. Навести приклади.
4. Поняття скороченої КНФ. Приклади.
5. Операції повного і неповного склеювання в КНФ. Операції погли-
нання і розгорнення. Приклади.
XVII. Мінімізація логічних функцій в ДКНФ
1. Теорема Квайна для ДКНФ. Доведення.
2. Алгоритм мінімізації ДКНФ за Квайном. Приклад.
3. Імпліцентна матриця для одержання мінімальної КНФ. Приклад.
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4. Тупикові і мінімальні КНФ. Приклади.
XVIII. Одержання мінімальних КНФ за допомогою
диз’юнктивних форм
1. Одержання мінімальних КНФ за допомогою диз’юнктивних форм.

Приклад.
XIX. Мінімізація логічних функцій за допомогою таблиць Вейча
1. Метод карт Вейча для мінімізації булевих функцій, представлених в

ДДНФ. Приклади.
2. Метод карт Вейча для мінімізації булевих функцій, представлених в

ДКНФ. Приклади.
XX. Мінімізація неповністю визначених логічних функцій
1. Мінімізація неповністю означених булевих функцій. Приклади.

Додаток 3. Математична індукція
1. Неповна (звичайна) індукція

Поняття дедукції та індукції – це поняття , які особливо часто зустрі-
чаються в науці, за їх допомогою формуються твердження, що можуть бути
як дійсними (правильними), так і хибними (помилковими). До того часу, по-
ки не визначена дійсність або хибність твердження, воно є гіпотезою - перед-
бачуваним припущенням.

У свою чергу твердження поділяються на загальні та часткові. Напри-
клад, твердження, що всі студенти, які встигають у навчанні, мають право на
стипендію, є загальним, а твердження, що студент x може отримувати стипе-
ндію, є частковим. Твердження, що всі натуральні парні числа діляться на 2,
є загальним, а твердження, що ціле число x=6 ділиться на 2, є частковим.

Дедукція (лат. deduction – висновок) являє собою перехід від загаль-
ного до часткового, а індукція (лат. inductio – наведення) – перехід від част-
кового до загального.

Дедукція широко використовується при логічних доведеннях матема-
тичних теорем і при правильному її використанні дає правильні й остаточні
висновки.

Звичайна індукція також широко використовується в математиці, але
не завжди дає правильний висновок про дійсність або хибність того чи іншо-
го твердження, оскільки вона будує свої висновки на основі ряду часткових
результатів, одержаних при дослідженні тієї чи іншої математичної власти-
вості. За допомогою цих результатів потім формуються твердження про до-
сліджувану властивість. Однак це твердження можна вважати дійсним, коли
досліджені всі без винятку можливі часткові результати, що буває тільки то-
ді, коли їх кількість скінченна. У випадку, коли кількість можливих результа-
тів нескінченна, отримати висновок про дійсність або хибність твердження
щодо тієї чи іншої математичної властивості за допомогою звичайної індукції
неможливо в принципі.
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Тому одержані за допомогою звичайної індукції твердження являють
собою гіпотези, дійсність або хибність яких ще доведеться підтвердити ін-
шим способом.

Наприклад, те, що парні числа 2, 4, 6, 8, 10, 12 діляться на 2, ще не дає
права без додаткового доведення прийти до твердження щодо властивості
усіх парних натуральних чисел ділитися на 2 (про визначення парного числа
дивіться нижче в прикладі). Однак таке право на цю властивість існує, якщо
множина чисел обмежується тільки вказаними числами.

Другий приклад. Нехай маємо тричлен x2+x+41. Якщо підставити в
нього замість x нуль, то одержимо просте число 41; якщо 1, то 43; якщо 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, то відповідно числа 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151. Усі
вони прості числа. Здається можна припустити, що при підстановці у даний
тричлен будь-якого цілого додатного числа завжди в результаті буде одержа-
не просте число. Однак це не так. Вже при x=40 вказаний тричлен ділиться
на 41, при х=41 (x2+x+41=412+41+41) тричлен також ділиться на 41. У цьому
небезпека звичайної індукції, оскільки вона не гарантує позитивний резуль-
тат у будь-якому випадку.

Звичайна індукція характеризує собою індуктивний підхід до науки
взагалі і є неповною індукцією, оскільки не дає можливості одержати вірогі-
дне твердження про властивість, яка досліджується.

2. Повна індукція
На противагу неповній індукції в математиці розроблений метод, що

гарантує вірогідність одержаних за його допомогою, - метод математичної
індукції, який називається ще методом повної або цілковитої індукції. Цей
метод поширюється тільки на теореми, що відбивають загальні властивості
натуральних чисел 1, 2,..., та на інші розділи математики, які спираються на
натуральні числа. Наприклад, до таких розділів належить арифметика цілих
чисел та заснована на ній теорія раціональних чисел. Існують також розділи
математики, які можуть бути інтерпретовані в термінах арифметики, напри-
клад, евклідова геометрія. Відповідно в цих розділах також може бути вико-
ристаний метод математичної індукції.

Математична індукція, яка називається ще індукцією за побудовою,
використовується також для доведення логічних формул.

В основі методу математичної індукції лежить принцип математичної
індукції, який поширюється на будь-які твердження P(n), що відносяться до
чисел n=1,2,…. Сформуємо цей принцип у вигляді теореми.

Теорема 1. Будь-яке твердження P(n) дійсне для будь-якого n у
випадку, якщо воно дійсне для n=1, та з дійсності цього твердження для
будь-якого довільного n=k виходить його дійсність для n=k+1.

Наведена теорема розпадається на дві леми, перша з яких – лема 1 –
вимагає, щоб твердження  P(n) було справедливим для n=1, а друга – лема 2 –
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для n=k+1, за умови, що твердження P(n) справедливе для n=k. Тільки тоді
твердження P(n) буде справедливе для будь-якого n.

Доведення. Припустимо, що умови  лем 1 і 2 виконуються. Тоді твер-
дження P(n) відповідно до леми 1 дійсне для n=k=1. Відповідно до другої ле-
ми P(n) дійсне для n=k+1=1+1=2. Але якщо P(n) дійсне для n=k=2, то відпові-
дно до тієї самої другої леми воно буде дійсне і для n=k+1=2+1=3 і далі  для
n=4 і т.д. необмежено для всіх можливих n. Теорема доведена■

Із цього принципу випливає метод математичної індукції, що склада-
ється із виконання наведених нижче пунктів одержання твердження P(n):

1. Висувається нова гіпотеза у вигляді твердження P(n) про деяку ма-
тематичну властивість, яка може бути як дійсною, так і хибною.

2. Перевіряється гіпотеза P(n) для n=1. Якщо P(n=1) підтверджується,
то здійснюється перехід до наступного пункту 3. У протилежному випадку
гіпотеза, що перевіряється, вважається невірною і здійснюється перехід до
пункту 1.

3. Проводиться доведення гіпотези P(n) для n=k+1 при припущенні ,
що P(n=k) дійсне.

4. Якщо P(n=k+1) дійсне, то доведення гіпотези P(n) для будь-якого
натурального n одержане. Якщо P(n=k+1) хибне, то здійснюється перехід до
пункту 1.

Перший крок наведеного алгоритму являє собою звичайну (неповну)
індукцію, яка реалізує індукційний підхід до науки в цілому.

Другий і третій кроки алгоритму є наслідком принципу математичної
індукції та реалізують його практично. Принцип математичної індукції гара-
нтує, що коли другий і третій кроки методу виконані, то твердження P(n) дій-
сне. При цьому другий крок засновується на лемі 1 і є основою (базою) мето-
ду математичної індукції, а третій -  на лемі 2, яка визначає індукційний крок
(перехід) методу.

На рис. 1 наведена блок-схема реалізації методу математичної індук-
ції. Вона показує, що метод математичної індукції містить два основних бло-
ки – блок, що реалізує основу індукції, і блок, що реалізує індукційний пере-
хід.
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                Рис.1. Блок-схема, яка реалізує принцип і метод
                                      математичної індукції

3. Приклади доведення методом математичної індукції.
Звернемо увагу ще раз на те, що основою методу математичної індук-

ції є принцип математичної індукції, який твердить, що коли доведені леми 1
і 2 для твердження P(n), то це твердження дійсне для будь-якого n=1,2,… .

Тому завданням методу є доведення лем 1 і 2 для P(n).

Приклад 1. Знайти  за допомогою методу математичної індукції фор-
мулу P(n), яка виражає собою непарні числа в їх упорядкованій послідовності
1, 3, 5, ... через їх номери n=1, 2, 3.

Перш ніж приступити до розв'язання цього прикладу, введемо деякі
означення.

Означення 1. Непарним числом є число натурального ряду, що йде
після парного.

Означення 2. Парним числом є число натурального ряду, що йде піс-
ля  непарного.

Означення 3. Одиниця є непарним числом.
Звернемо також увагу на те, що номери n послідовності непарних чи-

сел утворюють натуральний ряд чисел.
Розв'язування. Із наведених означень виходить, що в ряді натуральних

чисел непарне число відрізняється від непарного і парне від непарного на 1.
Отже, різниця між двома непарними і парними числами, що стоять поряд,
завжди дорівнює 2.

Оскільки, першим непарним числом у ряді натуральних чисел є 1, то
послідовність непарних чисел можна одержати, додавши до 1 число 2, потім
до отриманого результату знову число 2 і т.д. до нескінченності.

Аналізуючи початкові непарні числа натурального ряду 1, 3, 5,... шля-
хом неповної індукції, приходимо до гіпотези, що непарні числа натурально-

Принцип матема-
тичної індукції

Метод математич-
ної індукції

Основа ін-
дукції

Індукційний
перехід
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го ряду можна одержати за допомогою виразу P(n)=2n-1. Дійсно для n=1
P(n=1)=2·1-1=1, для n=2 P(n=2)=2·2-1=3, n=3 P(n=3)=2·3-1=5.

Доведемо цю гіпотезу, провівши математичну (повну) індукцію за до-
помогою лем 1 і 2.

Лема 1. доводиться підстановкою 1 замість n в P(n): P(n=1)= 2·1-1=1.
Оскільки 1 за означенням 3 є непарне число, то основа індукції одер-

жана.
Виконаємо індукційний крок (перехід), який складається із доведення

леми 2.
Для цього припустимо, що при n=k твердження P(n)=P(n=k)=2k-1 дій-

сне.
Доведемо далі, що це твердження правильне і для наступного за по-

рядком непарного числа з n=k+1:
P(n)=P(n=k+1)=2(k+1)-1.
З наведеної властивості непарних чисел різниця між непарними чис-

лами, що слідують одне за одним ,   P(n=k+1)- P(n=k)=2.
Виходить, що P(n=k+1)- P(n=k)+2=2k-1+2=2(k+1)-1.
Одержаний результат співпадає з потрібним і відповідно лема 2 є до-

веденою.
У результаті на основі доведень, одержаних для лем 1 і 2, та відповід-

но до принципу математичної індукції можна твердити, що вираз P(n)=2n-1
породжує послідовність непарних чисел натурального ряду. Тим самим упе-
внюємося, що вихідна гіпотеза P(n) є дійсним твердженням. Гіпотеза підтве-
рджена■

Наслідок 1. Непарне число не ділиться націло на 2.
Дійсно, вираз 2n-1 при діленні на 2 дає такий результат:

2
1

2
12

-=
- nn . Залишок ½ є правильний дріб і тому ділення націло не-

парного числа неможливе.
Приклад 2. За допомогою методу математичної індукції знайти вираз

P(n), який виражає собою парне число через його номер n=1, 2, … в упоряд-
кованій послідовності парних чисел 2, 4, 6, ... .

Відповідно до означень 1, 2 парними будуть числа натурального ряду,
що стоять між непарними. Наприклад, число 2 є парним, оскільки стоїть між
двома непарними числами 1 і 3, число 4 також парне, бо стоїть між непарни-
ми числами 3 і 5 і т.д.

Розв'язування. Оскільки парне число стоїть між двома непарними, то
різниця між двома парними числами натурального ряду, що стоїть поряд ,
дорівнює 2. Першим парним числом буде 2, тому що це число йде після пер-
шого непарного  - 1.

На основі аналізу перших парних чисел натурального ряду 2, 4, 6 при-
ходимо до гіпотези, що P(n)=2n.

Основа повної індукції підтверджується тим, що P(n=1)=2·1=2.
Припустимо тепер, що гіпотеза P(n=k)=2k є правильною. Тоді залиша-

ється довести, що вона правильна і для P(n=k+1)=2(k+1).
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Дійсно, в силу того, що парні числа, які стоять поряд, відрізняються
на 2, то  P(n=k+1)= P(n=k)+2=2k+2=2(k+1). Гіпотеза підтверджена■

Наслідок 2. Непарне число  ділиться націло на 2.
Дійсно, тому що nn

=
2

2  і n – ціле число, то наслідок 2 підтверджений.

Наслідки 1 і 2 дозволяють сформулювати ознаки непарності та парно-
сті чисел натурального ряду.

Ознакою непарного числа є неможливість ділення його націло на 2.
Ознакою парного числа є ділення його націло на 2.
Приклад 3. Знайти вираз для суми перших n непарних чисел натура-

льного ряду:
P(n)=1+3+ ...+(2n-1).
Розв'язування. На основі аналізу перших початкових чисел натураль-

ного ряду за допомогою неповної індукції приходимо до гіпотези, що
P(n)=n2.

Застосувавши метод математичної індукції , доведемо дану гіпотезу.
Відповідно до першого кроку методу, який  доводить лему 1, одержи-

мо, що P(n=1)=n2=12.
Перейдемо до другого кроку доведення гіпотези.
Для цього припустимо відповідно до леми 2, що гіпотеза P(n) вірна

для n=k. Тоді P(n=k)=1+3+…+(2k-1)=k2.
Доведемо тепер, що ця гіпотеза вірна і для

P(n=k+1)=1+3+…+(2k-1)+(2(k+1)-1).
Подамо для цього P(n=k+1) таким чином:
P(n=k+1)=P(n=k)+(2(k+1)-1).
Тоді, оскільки P(n=k)=k2, P(n=k+1)=k2+2k+1=(k+1)2.
Результат співпадає з необхідним. Гіпотеза підтверджена■

Приклад 4. Довести, що сума n перших чисел натурального ряду
P(n)=1+2+…+n=

2
)1( +nn .

Розв'язування. У даному випадку неповну індукцію для висунення гі-
потези P(n) проводити  не потрібно, бо вона є в умові прикладу.

Приведемо доведення леми 1 для даного випадку:
P(n=1)= 1

2
)11(1
=

+ .

Таким чином, основа повної індукції одержана. Доведення леми 2 має
такий вигляд. Нехай  P(n=k)=1+ 2+…+k=

2
)1( +kk .

Тоді відповідно має бути одержаний вираз
P(n=k+1)=1+ 2+…+k+(k+1)=

2
)2)(1( ++ kk .

Доведемо це. Дійсно
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P(n=k+1)= P(n=k)+(k+1)=
2

)2)(1(
2

23)1(
2

)1( 2 ++
=

++
=++

+ kkkkkkk .

Гіпотеза підтверджена■
Приклад 5. Довести, що сума квадратів перших чисел натурального

ряду
P(n)=12+22+…+n2=

6
)12)(1( ++ nnn .

Розв'язування. У цьому прикладі, як і в прикладі 4, твердження P(n)
задане у вигляді гіпотези, яка може перетворитися в дійсне твердження тіль-
ки після доведення леми 1 і 2.

Лема 1 доводиться  підстановкою 1 замість n:
P(n=1)= 211

6
6

6
)112)(11(1

===
+×+ .

Для доведення леми 2 припустимо, як і в попередніх прикладах, що
твердження P(n) у випадку n=k справедливе, тобто для даного прикладу

P(n=k)=12+22+…+k2=
6

)12)(1( ++ kkk .

Доведемо, що справедливим буде також твердження
P(n=k+1)=12+22+…+k2+(k+1)2=P(n=k)+(k+1)2=

6
)32)(2)(1( +++ kkk .

Для цього покажемо, що P(n=k+1)-P(n=k)=(k+1)2.
Дійсно, P(n=k+1)-P(n=k)= =

++
-

+++
6

)12)(1(
6

)32)(2)(1( kkkkkk

6
1+

=
k [(k+2)(2k+3) - k(2k+1)]=

6
1+k [2k2+3k+4k+6-2k2-

k]=
6

1+k [6k+6]=(k+1)2.

З цього випливає, що P(n=k+1)=P(n=k)+ (k+1)2=
6

)32)(2)(1( +++ kkk   .

Гіпотеза підтверджена■

Особливо слід підкреслити, що для правильного використання методу
математичної індукції обов'язково треба доводити обидві леми 1 і 2, оскільки
лема 1 створює основу для проведення індукційних кроків у методі, що роз-
глядається, а лема 2 дозволяє проводити вірний перехід від випадку з n=k до
випадку з n=k+1, який іде за ним, що дозволяє необмежено розширяти кіль-
кість цих переходів.

Якщо лема 1 не доведена, тоді відсутня основа для проведення індук-
ційних кроків. У результаті за допомогою леми 2 можна довести помилкову
гіпотезу P(n).

Наприклад, потрібно довести гіпотезу P(n), яка стверджує, що n=n+1.
Основа індукції в даному випадку відсутня, оскільки 1≠1+1, тобто лема 1 не
доведена.

Одночасно відповідно до леми 2 припустимо, що твердження P(n) для
P(n=k) дійсне, тобто n=k+1. Виходячи із цієї умови, необхідно довести, що
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вірне й твердження P(n=k+1). Таким чином, треба довести, що k+1=k+2. Дій-
сно, підставивши в ліву і праву частину рівності n=n+1, n=k+1, одержимо, що
k+1=(k+1)+1, тобто лема 2 виявляється доведеною.

Із цього помилкового доведення можна зробити висновок, що кожне
число натурального ряду дорівнює числам, які ідуть за ним, і, отже, всі числа
натурального ряду рівні між собою.

Але справа в тому, що в доведенні твердження P(n), що n=n+1, є груба
помилка, яка складається з того, що лема 1 для n=1 не доведена. Доведення
леми 2 не є достатнім.

У ряді випадків наведена форма доведення гіпотез методом математи-
чної індукції може бути дещо змінена без порушення вірності доведення.
Так, доведення леми 2 може спиратися не тільки на справедливість твер-
дження P(n) для n=k, а й для n=k-1, а іноді справедливість P(n) припускається
для всіх натуральних чисел n ≤ k.

Лема 1 може також доводитися, наприклад, для n=p. У цьому випадку
дійсність доведення P(n) поширюється тільки на значення n ≥ p.

4. Вправи для самостійної роботи
1. Довести, що сума квадратів n перших непарних чисел натурального

ряду
P(n)=12 + 32 +…+ (2n-1)2 =

3
)12)(12( +- nnn .

2. Довести, що сума кубів n перших  чисел натурального ряду

P(n)=13 + 23 +… + (n)3=
2

2
)1(
÷
ø
ö

ç
è
æ +nn .

3. Довести, що
P(n)=1·2·3+2·3·4 + … + n(n+1)(n+2) =

4
)3)(2)(1( +++ nnnn .

5. Довести, що
P(n)=1·1! + 2·2! + … + n·n! =(n+1)! – 1, де n!=1 · 2 · … · n.

6. Довести, що
P(n)=12 - 22 + 32 - 42 + … + (-1)n-1·n2 =(-1)n-1·

2
)1( +nn .

7. Із 2n чисел 1,2,...,2n довільно обрані (n+1) чисел. Довести твер-
дження P(n), що серед обраних чисел знайдуться хоча б 2 числа, з яких одне
ділиться на друге.

8. Довести, що n різних прямих, проведених на площині через одну
точку, ділять площину на 2n частин.
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5. Історична довідка

Першим відомим ученим, який застосував метод математичної індук-
ції в сучасному вигляді у 1575 році, був італійський учений Франческо Мау-
роліко. У XVII столітті цей метод був удосконалений П'єром де Ферма, який
назвав його методом нескінченного спуску. Цей метод також використовував
у своїх працях Блез Паскаль, зокрема, для доведення формули для біноміаль-
них коефіцієнтів. Доведення працездатності методу математичної індукції,
яке використовувалося  Паскалем, представлено в цій роботі.

До цього часу за допомогою даного методу проведено безліч різних
доведень математичних теорем і їх кількість безсумнівно буде зростати в
майбутньому.
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Додаток 4. Основні означення

ЕТИМОЛОГО-ТЕРМІНОЛОГІЧНИЙ СЛОВНИК

Термін Етимологія Значення
1 2 3

абсолютний лат. absolutus - необме-
жений, безумовний

безвідносний, доскона-
лий, повний

алгебра араб. аль джебр - відно-
влення

частина математики, на-
ука про загальні опера-
ції над числами, багато-
членами, векторами, ма-

трицями тощо
аналогія гр. άναλογία - відповід-

ність, співрозмірність
подібність у будь-якому

відношенні
асоціативний лат. associatio - приєд-

нання, об’єднання
сполучний

бієкція лат. bis – двічі; iacio -
кидати

взаємно однозначна від-
повідність множин

бінарний лат. binarius - подвійний двійковий
вектор лат. vektor - той, що ве-

де, несе
величина, що характе-
ризується не лише чис-
ловим значенням, але й

напрямком
графік гр. γραφίκός – накресле-

ний
зображення функції на
координатній площині

диз’юнкція лат. disiunctio - відокре-
млення, розділення

Логічна операція поєд-
нання кількох вислов-
лювань за допомогою
логічного сполучника

“АБО”
дистрибутивний лат. distributio - розді-

лення, розподіл
розподільний

діаграма гр. δίάγραμμα - окрес-
лення, рисунок

креслення, що наочно
показує співвідношення
між різними величина-
ми, у вигляді відрізків

або геометричних фігур

1 2 3
дуальний лат. dualis - двоїстий двоїстий, притаманний

дуалізму
еквівалентність лат. aequus – рівний; рівноцінність, відповід-
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valens – той, що має си-
лу, значення

ність чому-небудь у
будь-якому відношенні

елемент лат. elementum - першо-
речовина, стихія

складова частина будь-
чого

ідемпотентність лат. idem – той самий;
potens – сильний, здат-

ний

рівносильність, рівно-
значність

ізоморфний гр. ίδομόρφος - рівнови-
дний, рівноформний

взаємно однозначний у
відображенні двох мно-
жин при збереженні їх-
ніх структурних власти-

востей
ідентичний лат. identicus тотожний, однаковий
імпліканта лат. implicans - вплете-

ний, оплетений, пере-
плетений

логічна функція, що в
т.ч. дорівнює 0 на тих
наборах, де дорівнює 0

дана функція
імпліцента лат. implicens - вплете-

ний
логічна функція, що в
т.ч. дорівнює 1 на тих
наборах, де дорівнює 1

дана функція
імплікація лат. implicatio - впле-

тення, переплетення,
оплетення

логічна функція, що
створює складне висло-
влювання з двох прос-

тих за допомогою логіч-
ної зв’язки “як-

що...,то...”
інверсія лат. inversio - перевер-

тання, перестановка
логічна функція, що на-
бирає значення, проти-

лежне аргументу
індукція лат. inductio - виведення логічний прийом, що

полягає в переході від
окремих випадків до за-

гального висновку
ін’єкція лат. iniectio - вкидуван-

ня
відображення в

1 2 3
інтуїція лат. intueor – уважно

приглядатися
безпосереднє осягнення
істини без логічного об-
грунтування на основі
попереднього досвіду
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коефіцієнт лат. coefficiens – сприя-
ючий

постійний множник при
змінній (невідомій)

композиція лат. compositio - скла-
дання

структура, побудова,
послідовне використан-

ня
компонент лат. componens - складо-

ва
складова частина будь -

чого
комутативний лат. commuto - перестав-

ляти, змінювати
переставний

константа лат. constans - постійний стала величина
конституента лат. constituens - устано-

влюючий
логічна функція, що
установлює 1 (або 0)

лише на одному своєму
наборі

кон’юнкція лат. coniunctio - з’єднан-
ня, зв’язок

логічна операція “I”

координата лат. co-(cum) – разом, з
ordinatus - упорядкова-

ний

величина, що визначає
положення точки (век-
тора) у будь-якому про-

сторі
кортеж фр. cortég - урочистий

хід, виїзд
упорядкований набір

елементів
логіка гр. λογίκός - розумний наука про закони і фор-

ми мислення
модуль лат. modulus - міра абсолютна величина чи-

сла, основа системи чи-
слення

нейтральний лат. neutralius - той, що
не належить ні до того,

ні до іншого

той, що не пристає до
жодної з протилежних

сторін
оператор лат. operator-той, що діє відображення між еле-

ментами множин
операція лат. operatio - дія будь-яка дія, у тому чи-

слі математична
проекція лат. proiectio - кидання

вперед
відображення будь-

якого об’єкта на площи-
ну або пряму

1 2 3
раціональний лат. rationalis - розум-

ний
цілі і дробні числа, а та-

кож нуль
символ гр. δúμβολον - знак, умовне позначення
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ознака будь-якої величини
симетричний гр. συμμετρία - співроз-

мірність, належна про-
порція

співрозмірний, який має
властивість симетрії

система гр. σúστημα - склад, упо-
рядковане ціле

цілісне утворення, мно-
жина закономірно

зв’язаних між собою у
деяку єдність елементів

сюр’єкція лат. suriectio - кидання
зверху

відображення на

суперпозиція лат. superpositio - спо-
рудження

накладання, об’єднання
в ціле різнорідних еле-

ментів
тривіальний лат. trivialis - звичайний звичний, неоригіналь-

ний
теорема гр. Θεωρημα - видовище твердження, істинність

якого доводиться
універсальний лат. universalis - загаль-

ний
загальний, різносторон-

ній
універсум лат. universum - всесвіт загальна множина, для

якої всі інші є підмно-
жинами

формула лат. formula - правило математичне співвідно-
шення, яке одержане з

допомогою суперпозиції
функціонал лат. functio - виконання число, що є функцією

від функції
функція лат. functio - виконання математична залежність

однієї змінної від іншої

Додаток 5. Грецький і латинський алфавіти
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Грецький алфавіт Латинський алфавіт
Позначення

літери
Назва
літери

Позначення
літери

Назва
літери

Α  α альфа A  a а
Β  β бета B  b бе
Γ  γ гамма C  c це
Δ  δ дельта D  d де
Ε  ε епсілон E  e е
Ζ  ζ дзета F  f еф
Η  η ета G  g ге
Θ  θ тета H  h аш
Ι  ι йота I  i і

Κ  κ капа J  j йот
Λ  λ лямбда K  k ка
Μ  μ мю L  l ель
Ν  ν ню M  m ем
Ξ  ξ ксі N  n ен
Ο  ο омікрон O  o о
Π  π пі P  p пе
Ρ  ρ ро Q  q ку

Σ  σ  ς сігма R  r ер
Τ  τ тау S  s ес
Υ  υ іпсілон T  t те
Φ  φ фі U  u у
Χ  χ хі V  v ве
Ψ  ψ псі X  x ікс
Ω  ω омега Y  y ігрек

Z  z зет
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