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Рассмотрены обобщенные блочные многошаговые многото-
чечные методы решения задачи Коши для системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Получены расчетные 
формулы для общих m- шаговых k- точечных блочных мето-
дов, определен порядок их точности.  Определены условия 
устойчивости по Далквисту и доказана сходимость  устой-
чивых по начальным данным общих m- шаговых k- точечных 
блочных методов  к точному решению. Получена априорная 
оценка погрешности приближенного решения. Полученные 
результаты представляют возможности построения новых 
более эффективных параллельных алгоритмов и их реализа-
ции на современных мультипроцессорных вычислительных 
системах 

 
Введение 
Доклад содержит  обобщение  результатов  исследований, опуб-

ликованных в [1,2,3,4,5,6], посвященных параллельным методам  чис-
ленного решения задачи Коши для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и является продолжением ранее опублико-
ванных работ [7,8,9,10,11,12,13].  В нем  рассматривается устойчи-
вость решения по начальным данным, получена оценка точности ре-
шения, приводится доказательство сходимости  приближенного реше-
ния для общих m- шаговых k- точечных блочных методов, что  пред-
ставляет  обобщение ранее опубликованных результатов. Приведен 
пример решения блочным разностным  методом и даны практические 
рекомендации их использования для более широкого набора  парал-
лельных разностных схем. 

 
1. Погрешность аппроксимации блочных методов 
Для численного решения задачи Коши 
               000 x)(x,t),x,t(f
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используется блочный m-шаговый k-точечный разностный метод вида  
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Коэффициенты уравнений (2) определены с точностью до множителя. 
Чтобы устранить этот произвол, будем считать, что выполнено усло-
вие 
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 Показано, что погрешность аппроксимации имеет порядок p, если 
выполнены условия
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Каждое уравнение системы (4), (3), соответствующее фиксированному 
значению i, может  содержать 2(k+m) неизвестных a , b . Для того 
чтобы система разностных уравнении, построенных на одном наборе 
узлов сетки, была линейно независима, шаблоны разностных схем для 
уравнений должны отличаться между собой хотя бы одним вхождени-
ем либо коэффициента a  либо b  . Отсюда следует, что наивысший 
порядок аппроксимации m-шагового k-точечного блочного метода не 
может   превосходить p =2(k + m)-3 . Его погрешность определяется 
формулой  
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Приведем пример двухшаговой двухточечной разностной схемы наи-
высшего (пятого) порядка точности, полученной по формулам (3),(4). 
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2. Общая процедура интегрирования 
 Обозначим матрицы коэффициентов системы уравнений (2) че-

рез   
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aA = kmjkibB
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Разобьем каждую из матриц на две части 
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Введем соответствующие им вектора 
( ) ( ) .k,1j,,...,2,1n,uV,0,m1j,uU j,n1nj,nn ===−== +    
( ) ( ) .,1,,0,1, ,1, kjFGmjFF jnnjnn ==−== +  

В векторной форме уравнение (2) будет иметь вид 
          ( )121121 ++ +=+ nnnn GBFBVAUA τ                                                   
Предполагая, что матрица невырожденная, разрешим послед-

нее уравнение относительно   
2A

1+nV
         ( 1211 ++ )Φ+Φ+= nnnn GFUSV τ ,                                            (6) 
 где 2
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211
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2 BA,BA,AAS −−− ==−= ΦΦ . 

Если решение разностной задачи сходится к решению исходной 
задачи, то сначала вычислим стартовые значения, например, с помо-
щью явных формул Рунге – Кутта   

         )1,0,( ,00 −== mjuU j , 

затем  на каждом последующем этапе необходимо решить нелинейное 
уравнение (6), определив последовательно  вектора , для со-
ответствующих значений векторов   

...,, 21 VV
...,U,U,U 210

   3. Устойчивость по начальным данным  
 Задача Коши для однородного уравнения, соответствующего (6) 

состоит в отыскании  сеточной функции },1,{1 kjuV jnn == ++ , удовле-
творяющей при всех 0уравнению  ≥n

         nn USV =+1                                                                               (7) 
при }1,0,{ −== − mjuU jnn  и принимающей при 0=n заданные на-
чальные значения 
      }1,0,{0 −== mjuU j  
 Также как и в случае многошаговых разностных методов, рассмот-
ренных в [1,3,4,5], устойчивость или неустойчивость уравнения (7) по 
начальным данным определяется расположением корней характери-
стического уравнения матрицы .~S    Доказано. Если все корни харак-
теристического уравнения матрицы S~ ,  лежат внутри или на грани-
це единичного круга, причем на границе круга нет кратных корней, то 
блочный многошаговый многоточечный метод устойчив по началь-
ным данным.  
 Получены выражения для матриц перехода S~ для общих блоч-
ных многошаговых многоточечных методов для случаев m>k и  m<k. 
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4. Устойчивость по правой части 
В предыдущем пункте была приведена оценка решения одно-

родного уравнения (7) через начальные данные. Приведем здесь оцен-
ку решения неоднородного уравнения. 

               ( )1211 ++ Φ+Φ+= nnnn GFUSV τ                                        (6) 
Представив уравнение (6) в виде  
        nn1n HYS~Y τ+=+          
Получена оценка                         
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Выполнение оценки (8) означает по определению устойчивость урав-
нения (6) по правой части 

    5.  Оценка погрешности разностного метода 
Обозначив вектор погрешности решения разностного уравнения 

(24)  через   
               )t(XY nnn −=Σ . 
Справедлива теорема  

Если выполнено условие корней, 0
*1 →Σ при  0→τ  и разност-

ное урав нение (2) аппроксимирует исходное уравнение (1), то реше-
ние разностной задачи (2) сходится при 0→τ к решению исходной 
задачи (1). 
   Приводятся примеры решения задач Коши, рассмотренными 
блочными многошаговыми многоточечными методами      
  Заключение. Общие блочные многошаговые многоточечные   
методы, рассмотренные  в докладе,  представляют обобщение извест-
ных многошаговых    методов и существенно расширяют класс разно-
стных методов решения задач Коши для обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Проведенный анализ этих методов позволил полу-
чить оценки их устойчивости по Далквисту, сходимости по правой 
части и оценки погрешности. Полученные результаты представляют 
возможности построения новых более эффективных параллельных ал-
горитмов и их реализации на современных мультипроцессорных вы-
числительных системах. 
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