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Рассматривается устойчивость линейных систем, описываемых 
дифференциальными уравнениями с постоянными и периодическими 
коэффициентами и запаздываниями. Разработаны методы, алгоритмы и 
программы исследования устойчивости, реализованные в Maple. Разработанные 
программы выдают сообщение об устойчивости, а при необходимости – 
визуализацию соответствующих годографов. 

Введение. Критерии устойчивости линейных систем были 
разработаны Э. Раусом и А. Гурвицам еще в XIX ст. В 1936 г. 
советским ученым А.В. Михайловым и американским физиком 
Г. Найквистом разработаны «частотные» критерии устойчивости. Для 
их применения необходимо искать характеристический полином, и 
они рассчитаны на «ручные» вычисления. Лишь критерий Михайлова 
переносится на системы с запаздываниями. С появлением ЭВМ 
становится актуальным их программная реализация. 

1. Критерий Михайлова и его финитизация. Рассмотрим 
дифференциальное уравнение ( ) ( ) 0'... 01

1

1 =++++ −
− yayayay n

n

n . Его  

характеристическое уравнение  f(λ)≡ 0... 01

1

1 =++++ −
− aaa n

n

n λλλ . 
Критерий Михайлова геометрически формулируется для годографа 
функции ( )ωif  так: если при изменении ω  от 0 до ∞+  радиус-вектор 
поворачивается на угол 2/πn=Φ  против часовой стрелки, то система 
асимптотически устойчива. Существует и алгебраическая 
формулировка этого критерия: корни вещественной ( ) ( )ωω ifu Re=  и 
мнимой ( ) ( )ωω ifv Im=  частей функции ( )ωif  при изменении ω  от 0 
до ∞+  чередуются, то есть между двумя последовательными 
корнями одной функции располагается точно один корень другой. 

Недостатком критерия является необходимость рассмотрения 
бесконечного интервала изменения ω . Авторы предлагают 
финитизацию критерия с помощью замены ( )tt −= 1/ω , )1;0[∈t  и 

умножения многочлена на ( )nt−1 . При этом годограф будет иметь 
форму конечной спирали, радиус-вектор точек которой в случае 
асимптотической устойчивости делает вокруг точки. О поворот на 
угол 2/πn=Φ . На рис. 1 изображены годографы для уравнения 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02'2"9'''23 4 =++++ tytytyty ; на рис. 1а — 
нефинитизированный годограф, на рис 1б — финитизированный. 

 
a)      б) 

Рис. 1. 
2. Устойчивость систем с периодической матрицей. 

Анализ устойчивости неавтономных систем вида 
( )nii yyytdtdy ,...,,,/ 21Φ= , i=1,2,…, n, в ряде случаев сводится к 

анализу устойчивости линейных систем с периодической матрицей. 
Когда известна матрица монодромии, или ее можно построить, 
выяснение устойчивости системы можно свести к использованию 
рассмотренного выше критерия Михайлова. 

Рассмотрим систему вида  
( )xtAdtdx =/      (1) 

с Т - периодической матрицей A(t): ( ) ( )tATtA ≡+ , (T>0). Если X(t) — 
нормированная фундаментальная матрица решений системы (1), то на 
основе тождества ( ) ( ) ( )tXtAtX ≡& , X(0)=E, имеем ( ) ( )BtXTtX ≡+ . 

Матрица B называется матрицей монодромии системы. 
Для асимптотической устойчивости периодической системы 

(1) необходимо и достаточно, чтобы все собственные значения ρ  
матрицы монодромии B лежали внутри единичного круга 1<ρ  [1]. 

Для исследования устойчивости матрицу монодромии ищем с 
помощью численных методов по определению, используя численное 
интегрирование задачи Коши на отрезке длиной в период. Возможно 
использование методов Эйлера или более точного – Рунге-Кутты. 

Можно предложить другой метод установления устойчивости с 
помощью непосредственного применения принципа аргумента для 
функции ( ) ( )EBf ρρ −= det . Если при обходе по окружности 
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единичного радиуса αρ ie=  при изменении α  от 0 до 2π, аргумент 
( )ρfarg  изменится на nπ2 , то система с матрицей монодромии B 

устойчива асимптотически (так как все корни уравнения 
( ) 0det =− EB ρ  лежат в единичном круге). 

Геометрически кривая ( ) ( )αα iefF =  при этом сделает n 
оборотов. Эту кривую можно также рассматривать как годограф 
системы (1). Для матрицы A(t) 7-го порядка покажем 
соответствующий годограф ( )αF  на рис. 2. 

Построение этого годографа не обязательно, мы его приводим 
для наглядности. 

 
а)      б)  

Рис. 2. 
На рис. 2а изображен плоский годограф; на рис. 2б — его 

пространственный вариант; координата z пропорциональна α . 
3. Устойчивость систем с постоянными запаздываниями 
Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение с 

постоянными коэффициентами и запаздываниями jkn ,−τ . 
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Поиск его решения в виде ( ) tety λ=  приводит к 
характеристическому квазиполиному и трансцендентному уравнению, 
имеющему бесконечное множество корней: 

( ) 0
1 1

, =⎥⎦
⎤

⎢⎣

⎡ ++≡ ∑ ∑
= =

−
−

−
−

−
−

n

k

m

j
kn

kn

kn

n
kn

jknebaf λτλλλ .  (2) 

Для уравнения (2) алгебраические критерии не удается 
модернизировать, разработанный для уравнения без запаздываний, 
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критерий Михайлова дает заключение об устойчивости решений 
соответствующего дифференциального уравнения с запаздываниями. 

Годограф при наличии существенных запаздываний перестает 
быть гладким, появляются петли, а потом “дрожь”, как на рис. 3. 
Главное, охватывает ли он точку O нужное количество раз. Для 
годографов уравнения ( ) ( ) 0247243 234 2131 =++++++ −− λλλλ λτλτ ee : на 
рис. 3а  5.0,8.0 2131 == ττ  – система устойчива; на рис. 3б 

5.3,8.3 2131 == ττ  – система неустойчива. 

 
а)        б)  

Рис. 3. 
Используя разложение Тейлора по степеням τ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ..."2/' 2 −+−=− tytytyty τττ ,     (3) 
заменим члены с запаздыванием и, сведя подобные, получим 
уравнение с постоянными коэффициентами. В разложении по 
степеням τ  будем сохранять члены порядка не выше n . При этом 
погрешность может быть оценена первым отбрасываемым членом. 
Если она не превышает «допусков» коэффициентов исследуемого 
уравнения, то можно получить надежный вывод об устойчивости, 
оценив ее запас. 

4. Системы с периодическими запаздываниями. 
Используя разложение типа (3) для запаздывания ( )ta ωττ cos0 += , 
получим систему с периодическими коэффициентами без 
запаздывания, рассмотренную в п. 2-3. Такие системы появляются 
при изучении движения объектов на периодически меняющихся 
расстояниях от Центра управления. Величина амплитуды а≤τ0. 

5. Устойчивость систем уравнений 2-го порядка. Рассмотрим 
систему уравнений  
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0=+ CxxA && ;     (5.1) 
скалярно умножая её слева на x& , а затем - справа и складывая 
произведения, получим уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ) 2/ ,2/ ,0,, 1111
.. TT CCCAAAxxCxxA +=+==+&& .  (5.2) 

Интеграл энергии ( ) ( )xxCxxAE ,, 11 += &&  системы (5.1) сохраняется, 
если квадратичные формы (КФ) с симметрическими матрицами 1A  и 

1C  знакоопределены. Для установления знакоопределённости КФ 
нами установлен критерий:  

КФ ( )yBy,  знакоопределена отрицательно ⇔  система Byy =&  
асимптотически устойчива.  

Доказательство вытекает из теорем Ляпунова и Четаева при 
использовании функций Ляпунова ( )yyV ,=  и Четаева ( )yByW ,=  

Таким образом, вопрос об устойчивости системы (5.1) сводится 
к установлению асимптотической устойчивости систем с матрицами 

1A  и 1C , рассмотренной в п.1. 
Более общая система  

0=++ CxxBxA &&& ,     (5.3) 
аналогично сводится к равенству, обобщающему (5.2): 

( ) ( ) ( ) ( ) 2/ ,0,,, 1111
.. TBBBxxCxxBxxA +==++ &&&& .   (5.4) 

Из него вытекает закон изменения энергии ( )xxB
dt

dE
&&,1−= . Если 

КФ ( )yyB ,1  знакоопределена отрицательно, то энергия E  убывает и 
система (5.3) асимптотически устойчива. Если эта КФ определена 
положительно, то система (5.3) неустойчива. Для знакопеременной 
КФ такого простого признака устойчивости построить не удается. 
Этот признак носит достаточный характер. Наличие в формуле (5.4) 
симметрической части матрицы «затуханий» 1B  свидетельствует об 
отсутствии влияния гироскопических членов на устойчивость. 

В последнем случае приходится рассматривать устойчивость 
системы Dzz =&  порядка n2  с клеточной матрицей 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

0

dd

E
D n , где CAd 1

21
−−= , BAd 1

22
−−= . 

Это резко увеличивает объём вычислений, требуя отыскания 
обратной матрицы 1−A , умножений на неё, и удваивает размерность.  

Литература 
1. Демидович Б. П. Лекции по математической теории устойчивости. – 

М.: Наука, 1967. – 472 с. 
Получено 29.05.2009 

298



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


