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изучению волновых процессов в пороупругих средах. В третьей части проведен анализ совре-
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Введение 

Практически для всех гетерогенных насыщенных жидкостью континуумов механика 

упругих сред является грубым приближением при решении задач динамического деформи-

рования и определения волновых характеристик. Качественное математическое исследова-

ние и моделирование пористых водонасыщенных сред началось примерно 100 лет тому 

назад и было связано с изучением процессов консолидации грунтовых сред. Однако услож-

ненные физико-механические свойства континуума приходится принимать во внимание при 

анализе большого количества прикладных задач из различных областей человеческой дея-

тельности: в строительстве автомобильных дорог, добыче полезных ископаемых, биомеха-

нике, химической промышленности, геомеханике, звукопоглощении, акустике пористых 

зернистых сред и т. д. Отсюда интерес к разработке строгой математической теории таких 

процессов, которая позволит повысить эффективность проектирования, достоверно прогно-

зировать длительность работы объектов, их реакцию на технологические нагрузки, правиль-

но планировать проведение экспериментальных исследований и обрабатывать их результа-

ты. При этом существенно усложняется формулировка математических краевых задач, опи-

сывающих деформационное поведение пористо-упругих водонасыщенных сред, поскольку 

возникает необходимость учета многофазности среды, эффектов взаимодействия фаз, тепло-

массопереноса и других сопутствующих процессов. В связи с этим аналитический, в том 

числе и асимптотический, анализ краевых задач крайне затруднен даже в плоской постанов-

ке и при существенных упрощениях, традиционные из которых: линейность задачи, отсут-

ствие фазовых переходов и температурных эффектов. Это связано с тем, что в элементарном 

объеме среды перемещения частиц жидкости в отличие от жесткого скелета могут быть 

сколь угодно большими. При рассмотрении динамических задач учет этого факта особенно 

важен, поскольку кинематическое поведение жидкости существенно зависит от характера 

внешней динамической нагрузки. 

Цель работы – дать классификацию всех известных численно-аналитических мето-

дов решения задач механики грунтов и динамической пороупругости и определить перспек-

тивные направления дальнейших исследований в динамических задачах деформирования 

многофазных почвенных сред, которые позволят оптимизировать характеристики техноло-

гических процессов при строительстве автомобильных дорог. 
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1. Краткий исторический обзор основополагающих работ 

Возникновение механики водонасыщенных пористых сред относится к середине XIX 

века и связано с открытием линейного закона фильтрации однородной жидкости в пористом 

континууме – закона А. Дарси [100]. Основоположниками теории пороупругости по праву 

считаются P. Fillunger и К. Терцаги, предложившие два различных подхода к математиче-

скому описанию процессов деформирования в общем случае гетерогенных сред. 

Подход P. Fillunger (1913) [111], основанный на аксиомах теории континуума смесей о 

несмешивающихся взаимопроникающих континуумах с внутренним взаимодействием, по-

ложил начало развитию так называемой теории смесей, которая достаточно интенсивно раз-

вивается, начиная с середины прошлого века [91]. Теория смесей обеспечивает гибкий под-

ход для описания кинематики и динамики грунтовой среды [134]. Почвенную среду можно 

рассматривать как сложный пористый континуум, находящийся под поверхностью земли. 

Как правило, это смесь большого числа органических и неорганических компонентов, кото-

рую с большой степенью точности можно моделировать смесью твердой, жидкой и газооб-

разной фазы. Каждая из этих фаз, в свою очередь, представляет собой смесь. Например, 

твердая фаза представляет собой смесь многочисленных материалов, большинство из кото-

рых являются противоположно заряженными. Это является следствием процессов жизнедея-

тельности микроорганизмов. Так же и газообразная фаза по тем же причинам существенно 

отличается от состояния атмосферы. Водную среду вообще следует рассматривать в виде 

разбавленного жидкого раствора, уравновешивающего заряды твердых компонентов конти-

нуума. Она, в свою очередь, содержит взвешенные доли твердой и газообразной фаз. По этой 

причине именно в рамках теории смесей удобно описывать макроскопическое поведение 

почвенной среды. В большинстве задач достаточно описать поведение фазы или ее состав-

ляющей в определенной области, оставляя за рамками анализа деформационные процессы в 

макрообъеме [134]. 

Подход К. Терцаги (1923) «более интуитивен» [140] и считается основополагающим в 

механике грунтовых сред [147]. Именно К. Терцаги практически создал механику грунтов, 

описав уплотнение грунтовой среды во времени. Применяя закон Дарси и принимая скелет 

грунта линейно деформируемым, К. Терцаги на основе классической плоской теории упру-

гости впервые математически смоделировал процессы фильтрации жидкости через упругую 

среду. Это позволило изучить различные физические и механические эффекты, происходя-

щие при деформировании пористых водонасыщенных сред: скачки давления в поровой жид-

кости, изменение капиллярности, возникновение трения в процессе фильтрационной консо-

лидации. Кроме того, впервые были введены понятия эффективного (давление в скелете 

грунта) и нейтрального (давление жидкости в поровой среде) давлений. Попытка распро-

странить теорию Терцаги на трехмерный случай была предпринята Л. Рендулич [136]. 

Подробный обзор научных публикаций, посвященных подходам P. Fillunger и 

К. Терцаги, приведен, например, в работах [102, 103]. 

Несмотря на фундаментальный характер работ P. Fillunger и К. Терцаги, все же созда-

ние и развитие механики пористых водонасыщенных сред связано с именем М. Био, который 

обобщил теорию Терцаги на пространственный случай и сформулировал определяющие 

уравнения механики пористых сред, насыщенных вязкой жидкостью, которые, что особенно 

важно, содержат параметры, учитывающие взаимодействие фаз. Общепризнано [144], что 

теория М. Био в ХХ веке – одно из крупнейших достижений механики сплошных сред, 

обобщающих классическую теорию упругости на пористоупругие водонасыщенные среды. 

Библиографические обзоры работ М. Био и научных публикаций, посвященных рассматри-

ваемой проблематике, можно найти в [24, 31, 144, 101]. 

Первые работы М. Био, посвященные трехмерной консолидации статически однород-

ного изотропного грунта, были опубликованы в 1935 и 1941 гг. [84, 85]. На основе того, что 

процесс консолидации во многих случаях идентичен процессу выжимания воды из упругого 
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пористого скелета, были получены соотношения между напряжениями и деформациями в 

двухфазной среде, определен набор физических констант для определения свойств и сфор-

мулированы общие уравнения относительно перемещений жидкой и твердой фаз среды. Уже 

в [84] указана большая роль операционного исчисления в решении проблем трехмерной кон-

солидации. 

Разработанная теория несколько раз перерабатывалась самим М. Био [83, 86–88] и в 

конечном итоге была обобщена на случаи анизотропного [5] и вязкоупругого [4] скелета. Сле-

дует отметить, что в обобщенной формулировке закона Гука для анизотропной пористой среды 

присутствует 28 независимых констант, тогда как в упругой анизотропной среде таких констант 

21. В дальнейшем в [94, 145], в результате микромеханического анализа пороупругой среды, 

был введен тензор коэффициентов Био. В [4] был развит принцип соответствия, согласно ко-

торому уравнения для упругих систем могут быть сведены к уравнениям вязкоупругости и 

пороупругости, если заменить упругие коэффициенты на соответствующие операторы. Далее 

рассматриваемая теория была развита в многочисленных работах, среди которых можно отме-

тить [148] (специальная теория механики грунтов), [137] (связь пороупругих параметров Био 

с традиционными параметрами механики горных пород и упрощенная интерпретация асимп-

тотических состояний пороупругих сред), работы, использующие формализм теории смесей 

[97, 124, 79, 91, 121]. 

Макроскопические уравнения пороупругости, полученные с помощью математически 

строгой методики осреднения, представлены в [92] (размер поры считается малым по срав-

нению с макроскопическим масштабом, вследствие чего возможно использование двумерно-

го метода гомогенизации для вывода макроскопических уравнений), [82] (в предположении 

малых возмущений характеристик среды получены линеаризованные уравнения движения 

пористой среды, содержащей как жидкость, так и газ), [132] (использован метод прямого 

объемного усреднения уравнений движения и уравнений состояния каждой фазы при усло-

вии пренебрежения инерционными эффектами). В цикле работ [150–152] традиционная про-

цедура усреднения приводит к уравнению движения и уравнению непрерывности, выражае-

мому через усредненное по объему давление и скорость. Проведенный асимптотический 

анализ уравнений позволил выделить члены малого порядка и указать условия, при которых 

ими можно пренебречь. В монографии [56] теория усреднения уравнений в частных произ-

водных применяется для анализа деформационных процессов в «резко неоднородных сре-

дах», в частности, в перфорированных пористых континуумах. В приложениях предлагаемой 

методики основное внимание уделено задачам дифракции и рассеяния волн. В работе  

В. Н. Николаевского [55] упор сделан на рассмотрение эффектов изменения пустотности при 

сдвиге и насыщении пор и трещин жидкостью. Приведена теория фильтрации в деформиру-

емом коллекторе, рассмотрены процессы диффузии и переноса. Выборочные представления 

волновых уравнений движения пористых флюидонасыщенных сред рассмотрены и система-

тизированы в [32]. В ранних исследованиях теория Био использовалась чаще всего в ультра-

звуковом диапазоне изменения частот. В низкочастотной области были отмечены несовпаде-

ния в теоретических и экспериментальных исследованиях характеристик затухания и рассея-

ния акустических волн. В [32] с этой точки зрения проанализированы два варианта опреде-

ляющих уравнений, которые можно использовать для низких частот. 

Однако на практике оказалось, что все модификации конфигурации не имеют прин-

ципиального преимущества перед теорией Био [137, 121, 101, 77] и дают эффект только в 

определенных предельных ограничениях, накладываемых на механические параметры среды 

и характер внешней нагрузки. Резюмируя результаты представленных выше работ, можно 

сформулировать основные постулаты, на которых основана теория Био [31, 93]: 1) возмож-

ность применения к исследованиям методов механики сплошных сред; 2) уравнения движе-

ния линейны в предположении малых амплитуд смещений, деформаций и скоростей частиц 

среды; 3) описания полей Эйлера и Лагранжа совпадают; 4) длина волны колебаний λ долж-
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на быть много больше среднего размера пор и много меньше линейного размера элементар-

ного объема, по которому производится осреднение механических характеристик; 5) жидкая 

фаза предполагается непрерывной; 6) температурное поле не зависит от времени; 7) матери-

ал твердой фазы в исходной конфигурации считается изотропным. В рамках этих ограниче-

ний теория Био позволяет учитывать неоднородность эффективной пористости, диссипацию, 

анизотропию скелета. 

Отметим некоторые специфические параметры волнового процесса в пористых сре-

дах, фигурирующие в теории Био. Поскольку свойства пороупругих сред при разрушении 

зависят от величины эффективных напряжений, в [4] введен коэффициент эффективных 

напряжений и их определение для сжимаемого и несжимаемого скелета. Также большое зна-

чение имеет такая введенная характеристика, как извилистость (действительное расстояние, 

проходимое жидкостью по пространству пор), входящая в выражение для кинетической 

энергии континуума. Зависимость большинства характеристик от частоты требует отдельно-

го анализа энергетических характеристик и уравнений движения среды в низкочастотной и 

высокочастотной области. Например, зависимость коэффициента проницаемости от частоты 

требует отдельного исследования [4, 78, 117, 98]. 

Сложные физико-механические процессы, происходящие в рассматриваемом контину-

уме, и их зависимость от частоты потребовали введения характеристики вязкой силы межфаз-

ного взаимодействия и разделения частотного диапазона на три области: 1) течение жидкости 

внутри скелета описывается как течение Пуайзеля; 2) доминирование вязких сил взаимодей-

ствия над инерционными при нарушении течения Пуайзеля; 3) учет только инерционных сил. 

Отметим также появление в теории Био такой геометрической характеристики, как 

структурный коэффициент – параметр среды на макроуровне, зависящий от пористости, 

формы пор и их ориентации [108, 64]. Необходимость учета такого коэффициента привела к 

необходимости введения понятия двойной пористости [80]. 

2. Акустические волновые процессы в пороупругих средах 

Первыми важными задачами пороупругости стали задачи определения характеристик 

волнового поля и анализ закономерностей распространения акустических волн в двухфазных 

средах. Первые работы в этой области [154, 71] появились в 1944 г. и были связаны с изуче-

нием деформационного и сейсмоэлектрического эффектов при возбуждении акустических 

волн в пористо-упругой водонасыщенной среде. Предложенные в этих работах модели каче-

ственно верно описывали волновые эффекты, но пренебрегали либо сжимаемостью [154], 

либо инерционными эффектами [71]. Уже в [71], а позднее в работах М. Био [89, 90], было 

отмечено существенное усложнение волнового поля в пористой среде по сравнению с чисто 

упругой, а именно существование вместе с продольной и поперечной волной третьего типа 

волны – продольной волны II рода (медленной продольной волны или волны Био). Эти фун-

даментальные результаты, полученные исходя из теории Био, при анализе упругих волновых 

полей в пористых средах остаются базовыми для линейной акустики пористых сред и в 

настоящее время. 

Впервые экспериментальное обнаружение в искусственной водонасыщенной пори-

стой среде, содержащей стеклянные сферические включения, второй объемной волны сжатия 

произведено по методике [130]. Исследование проводилось в ультразвуковом режиме. Ско-

рость волны Био в образце с пористостью 28,3 % составила 1040 м/с. Экспериментально бы-

ли измерены пористость и отношение амплитуды медленной волны к амплитуде быстрой 

волны при нормальном падении и установлено снижение скорости волны Био с уменьшени-

ем пористости среды. Позднее изучалось распространение волн в песчаной пористой колон-

ке методом ударной трубки [146]. Количественная информация об амплитудах порового дав-

ления, скоростях волн и демпфировании сравнивается с теоретическими прогнозами. Хоро-

шее согласие получено для наполненных воздухом пор. Для водонасыщенных пор наблюда-
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ется двухволновая структура, и соответствующее соотношение давления и амплитуды согла-

суется только с наблюдаемой скоростью первой волны. Распространение акустических волн 

в слабогазонасыщенной среде рассматривалось в [142]. Предполагалось, что объемы газа 

имеют сферическую форму и однородно распределены по объему. 

В дальнейшем медленная продольная волна изучалась в газонасыщенных средах, есте-

ственных водонасыщенных пористых средах и средах с воздушным заполнением [114, 95, 115, 

76, 125, 120]. Качественному и количественному исследованию кинематических характери-

стик всего волнового поля в различных флюидонасыщенных пористых средах и их сравнению 

с теоретическими результатами теории Био посвящено большое количество научных работ 

[97, 109, 115, 116, 123, 129, 139, 46, 133, 141, 149]. Краткий обзор работ, посвященных экспе-

риментальному исследованию свойств медленной волны Био, содержится в [24]. 

В реальных пористоупругих средах, насыщенных вязкой жидкостью, волновые про-

цессы диссипативны. Следствием этого является то, что все три типа волн в рассматривае-

мом континууме обладают дисперсией, а их фазовые скорости зависят не только от механи-

ческих характеристик скелета и жидкости, но и от частоты. Бездисперсионными волны будут 

только тогда, когда вязкостью поровой жидкости пренебрегают [76]. Критическое сравнение 

значений затухания, полученных экспериментально, с результатами, предсказываемыми тео-

рией Био, для природных камней дано в [112]. 

Основное количество работ посвящено исследованию характеристик затухания всех 

трех типов волн в рассматриваемой среде. 

В ранней работе Л. Я. Косачевского [33] рассматривалась задача анализа волнового 

поля на границе раздела жидкости и пороупругого однородного изотропного полупростран-

ства, насыщенного вязкой жидкостью. При помощи метода Вейля – Бреховских [7] впервые 

были проанализированы возникающие поверхностные волны и доказано существование маг-

нитозвуковых волн вблизи границы раздела. 

Николаевский В. Н. в [55] рассматривал статические и динамические деформацион-

ные процессы в водонасыщенных пористых средах. Особое внимание было уделено учету 

динамики изменения пористости и водонасыщенности пор и изучено влияние этих факторов 

в формировании волновой структуры в водонасыщенных грунтах. Позднее в [128] этот же 

автор провел литературный обзор научных публикаций российских ученых, посвященных 

вопросам динамического деформирования водонасыщенных почвенных сред и горных по-

род. 

Изучению распространения волн в двухкомпонентных средах посвящены работы 

«ташкентской школы» механиков. В [47, 69, 70] для вывода теории двухкомпонентных сред 

предложена специальная методика применения интегральных преобразований и теории спе-

циальных функций. На ее основе решена плоская задача распространения одномерных волн 

в неоднородных пористых средах. 

Вопросы корректной постановки задачи математического моделирования деформаци-

онного поведения водонасыщенной пористой среды с учетом эффективных свойств каждого 

компонента рассмотрены в [72]. Автор использует законы сохранения массы, импульса и 

модифицированный закон сохранения энергии в микроподходе к поведению каждого компо-

нента среды. Далее используется методика осреднения по фазам в пределах элементарного 

объема, что позволяет получить замкнутую систему уравнений относительно макропарамет-

ров среды. Показано, что учет упругости твердой фазы и вязкости жидкости позволяет уточ-

нить известные ранее уравнения фильтрации. 

Дисперсионное поведение кинематических характеристик упругих волн в водонасы-

щенных пористых средах рассматривалось в [39]. Здесь же были затронуты вопросы экспе-

риментального подхода к изучению зависимости физических параметров теории Био от па-

раметров внешнего нагружения для песчаных почвенных сред. 
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При помощи численно-аналитического подхода в [45] изучены зависимости фазовых 

скоростей и коэффициентов затухания продольных волн Био от частоты. Рассмотрены два 

типа пористых континуумов: среда, насыщенная слабосжимаемой жидкостью и газонасы-

щенная среда. Аналитически определено предельное значение частоты, при котором обе 

продольные волны совпадают. Такой эффект достижим только при определенном соотноше-

нии механических параметров скелета и поровой жидкости. Указан интересный эффект сме-

ны типа относительного движения фаз в газонасыщенной среде на некоторой частоте и ис-

следованы различия характеристик затухания волн в средах обоих типов. Отметим, что ранее 

подобные проблемы были рассмотрены в [76]. 

В [139] были проведены измерения скорости и затухания звуковой волны в среде во-

донасыщенных стеклянных сфер. В выводах работы однозначно подчеркнута обоснован-

ность теории Био при изучении звуковых волн в пористых водонасыщенных средах. 

Следует отметить также изменение характера поверхностных волн на границе поро-

упругого полупространства, что связано с существованием двух типов продольных волн в 

двухфазной среде. Кроме того, течение вязкой жидкости внутри упругого скелета обуслов-

ливает затухание поверхностных волн. 

По-видимому исследование поверхностных волн вдоль свободной границы пороупру-

гого полупространства впервые отражено в [118], где проанализированы скорости распростра-

нения поверхностных волн типа Рэлея в пороупругом, водонасыщенном насыщенном твердом 

теле. Введены достаточно жесткие ограничения: инерционная связь между жидкостью и твер-

дым телом отсутствует, а коэффициент Дарси считается не зависящим от частоты. 

Примерно в это же время появились работы [105−107] также посвященные изучению 

распространения поверхностных волн в пороупругих континуумах. В этой серии работ впер-

вые были предложены граничные условия на границе раздела между жидкостью и водона-

сыщенным пористым материалом. Очевидно, что эти условия определяют деформационную 

динамику точек границы раздела. Самым главным отличием от упругого случая является 

наличие второй продольной волны, которая добавляет дополнительную степень свободы и, 

следовательно, требует введения дополнительного граничного условия, необходимого для 

полного описания волнового процесса. Авторы [107] связали это дополнительное граничное 

условие с непрерывностью давления жидкости на границе и ввели понятие проницаемости 

поверхности, который определяет неоднородность давления на границе. Постановка гранич-

ных условий для корректной формулировки краевых задач – важнейшая составляющая даль-

нейшего решения. Не касаясь подробно этого вопроса, отметим также [113, 153, 141], где 

изучено поведение волнового поля на границе раздела пористо-упругих полупространств, в 

том числе и при предположении, что одно из них обладает двойной пористостью или являет-

ся жидкой средой. 

Существование поверхностной волны Рэлея для проницаемой и непроницаемой гра-

ницы пороупругого полупространства доказано в [143]. Доказано, что фазовые скорости этой 

волны в [118] найдены неверно. Отдельно проанализирована зависимость фазовой скорости 

волны от значения коэффициента Пуассона изотропного упругого скелета. Недостатком дан-

ной работы является предположение отсутствия затухания. 

Существенные качественные результаты при анализе поверхностных волн в окрестно-

сти границы раздела пороупругого полупространства и жидкости получены в [110]. Теория 

Био здесь используется для численного определения фазовых скоростей различных поверх-

ностных волн в окрестности границы раздела сред. В зависимости от соотношений механиче-

ских параметров сред доказано существование от одного до трех типов поверхностных волн: 

«действительной» волны Био – Плона (ее скорость меньше скорости объемных волн), волны 

псевдо-Стоунли и волны псевдо-Рэлея. Рассмотрение проведено для высокочастотного диапа-

зона частот. Отмечено, что картина волнового поля и количество распространяющихся мод 

зависит от того открыты или закрыты поры упругого скелета полупространства. 
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Контакт пороупругого, насыщенного воздухом полупространства и воздуха изучался 

в [80]. Если рассматривать полупространство как сухой грунт, то соответствующее диспер-

сионное уравнение определяет три поверхностных моды колебаний. Проанализированы за-

висимости кинематических характеристик этих мод от пористости и механических парамет-

ров полупространства. Задача решалась в плоской постановке. Проанализированы некоторые 

волновые характеристики слоистого пороупругого полупространства. 

Дисперсионным свойствам поверхностных волн в пороупругих средах посвящена мо-

нография [96]. Математическая формулировка задач основана на двумерной теории Био и 

включает в себя рассмотрение частотно-зависимой связи между твердой и жидкой фазами. 

Исследована зависимость проницаемости среды от волновых харектеристик. Рассмотрены 

вопросы взаимного влияния поверхностных мод колебаний. Приведено экспериментальное 

подтверждение полученных теоретических результатов. 

3. Анализ современных достижений 

Обзор современных работ, посвященных изучению динамического деформирования 

пористо-упругих водонасыщенных сред начнем с цикла работ представителя киевской шко-

лы механики Н. С. Городецкой. В работах этого автора (1998–2010 гг.) исследовались раз-

личные важнейшие особенности волнового поля в пористо-упругих континуумах. 

В первых работах этого цикла [19, 20] рассматривались два варианта граничных усло-

вий на свободной поверхности среды с открытыми порами [19] и с закрытыми порами [20]. В 

этих работах получены и исследованы дисперсионные уравнения, позволяющие изучить 

процесс зависимости затухания от частоты. 

В [21] изучались некоторые особенности затухания волнового поля в пороупругом 

слое, поверхность которого свободна от нагрузок. Как известно [84, 64], общее затухание 

волн в пороупругой среде представляет собой суперпозицию потерь энергии от диссипации в 

упругом скелете и поровой жидкости и от относительного движения этих двух фаз, обуслов-

ленного силой их взаимодействия. Именно вторая причина появления диссипации является 

предметом рассмотрения в [21]. Доказано, что учет затухания существенно трансформирует 

дисперсионный спектр, структура которого позволяет разделить дисперсионные кривые на 

«упругоподобные» и «жидкоподобные» − соответствующие упругому и жидкому слою. Про-

веден подробный качественный анализ обеих типов дисперсионных кривых, позволяющий 

изучить закономерности изменения затухания от вязкости поровой жидкости и частоты и 

сравнить полученные результаты с диссипативными процессами в чисто упругих или жид-

костных волноводах. 

Особенности отраженного волнового поля от свободной границы пороупругого водо-

насыщенного полупространства изучались в [22]. Проведен энергетический анализ отраже-

ния всех трех типов волн от проницаемой и непроницаемой границ. Отмечено, что в общем 

случае энергия падающей волны не равна энергии, которая переносится внутрь полупро-

странства отраженными волнами, вследствие чего нарушается принцип суперпозиции по 

энергии. 

Еще более подробный анализ изменения характеристик поверхностных волн проведен 

в [23, 25] для проницаемой и непроницаемой свободных границ полупространства. Проана-

лизированы области сосредоточения энергии, переносимой разными типами возникающих 

поверхностных волн. Например, для проницаемой границы выделена одна поверхностная 

волна, слабо зависящая от частоты. Переносимая ею энергия в основном сосредоточена в 

упругой фазе среды. Для непроницаемой границы существуют две поверхностные волны – 

слабо- и сильнозатухающие. Первая из них переносит энергию в упругий скелет, вторая – в 

жидкую фазу. 

Обобщение полученных результатов для случая контакта пороупругого и жидкого по-

лупространств проведено в [27]. Установлено, что при некоторых зависимостях механиче-
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ских параметров обеих сред в рассматриваемом континууме возможно существование уже 

трех типов волн, локализованных вдоль границы раздела пороупругого и жидкостного полу-

пространства. Изучены их энергетические характеристики. 

Обзорная статья [24], уже упоминавшаяся ранее, содержит анализ литературных ис-

точников с момента возникновения первых теорий консолидации пористых сред, прежде 

всего теории Био, их развития и некоторых их приложений к исследованию волновых про-

цессов в двухкомпонентных средах. Упор при этом делается на полученные результаты, а не 

на методы их получения. В историческом аспекте рассмотрены определяющие уравнения 

теории Био, их модификации, а также механические характеристики, определяющие процесс 

динамического деформирования двухфазной среды. Кратко дан обзор моделей, учитываю-

щих затухание, теории пористых сред, экспериментальные методики определения волновых 

характеристик, граничные условия для различных типов пористых континуумов. Отдельно 

рассмотрены работы, посвященные исследованию поверхностных волн на свободной грани-

це пороупругого полупространства. 

Наконец, в [28] проанализированы ветви дисперсионных уравнений для свободной 

границы пороупругого полупространства, насыщенного вязкой сжимаемой жидкостью. От-

дельно рассмотрены случаи проницаемой и непроницаемой границ и доказана сильная ча-

стотная зависимость скорости медленной продольной волны. 

Большую практическую значимость имеют работы Л. А. Собисевича [57−63], посвя-

щенные математическому моделированию гармонических волновых процессов в неоднород-

ных пористых геологических средах. Пожалуй, впервые в этих работах установлена связь 

между природой волновых движений в пористой среде и резонансных факторов, обуслов-

ленных локальной и глобальной неоднородностью структуры континуума. Это в свою оче-

редь требует индивидуального нетрадиционного подхода к каждой конкретной задаче и, со-

ответственно, применения различных математических, асимптотических методов и экспери-

ментальных технологий исследования. В частности отмечено, что вблизи от источника волн 

возможен расчет с применением прямых численных методов, а в отдалении – необходимо 

применение асимптотических методов исследования. Интересна применяемая в анализе ма-

тематическая модель пористой среды как упругого тела, внутренняя структура которого со-

держит полости сферической или эллипсоидальной формы [37, 59]. Математически коррект-

но сформулированы краевые динамические контактные задачи для многослойных почвенных 

и геологических сред и разработана методика сведения их в общем случае к системам инте-

гральных уравнений. Это позволило рассчитать поле контактных напряжений во всем диапа-

зоне частот. Традиционно изучение резонансных эффектов в слоистых пористых средах про-

водится при помощи построения их амплитудно-частотных характеристик. Если в слоистой 

среде имеются неоднородности, размер которых мал по сравнению с длиной волны, возмож-

но проявление локальных резонансных явлений, порождающих отклик и после снятия виб-

ронагрузки. Важным приложением полученных результатов является разработка на основе 

проведенных исследований резонансного метода контроля спектра собственных частот очага 

магматических структур вулканов, что дает возможность прогнозировать изменение проис-

ходящих в них динамических явлений. 

В работах Л. Б. Маслова [40–44] разработана методика применения уравнений поро-

упругости Био для изучения деформационных процессов в опорно-двигательном и мышеч-

ном аппарате человека. Поведение костной ткани моделируется уравнениями анизотропной 

пороупругости, на основе которых исследовано динамическое напряженно-деформиро-

ванное состояние элементов костной ткани под воздействием гармонически изменяющегося 

во времени нагружения. Особенно интересен вопрос изменения давления в порах губчатого 

вещества на резонансных частотах. Для случая принятия гипотезы трансверсальной изотро-

пии среды разработана математическая методика расчета механических характеристик био-

логических тканей. 
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Цикл работ Л. А. Кукарских [34–36] посвящен применению обобщенной математиче-

ской теории разрывов к исследованию волнового поля в водонасыщенных упруго-вязко-

пластических средах. Получены аналитические выражения для фазовых скоростей всех трех 

типов волн. Если учитывать вязкость жидкости, то амплитуда затухания волн зависит от гео-

метрических параметров волновой поверхности, пористости среды, частоты и температуры. 

Переходим к обзору работ Ростовской школы механиков, посвященных различным 

аспектам проблемы динамического деформирования пороупругих сред и грунтов. 

В работах А. О. Ватульяна основным методом изучения прямых и обратных задач для 

пороупругих и жидко-слоистых сред служит метод граничных интегральных уравнений. В 

[8] в плоской постановке изучались вынужденные колебания слоистой полубесконечной об-

ласти, состоящей из идеальной жидкости, которая ограничена на верхней границе чисто 

упругим слоем. Контактная нижняя поверхность слоя предполагается в общем случае неров-

ной. На границе контакта упругого слоя и жидкости задаются условия непротекания, а верх-

няя граница слоя находится под воздействием гармонически изменяющейся по времени нор-

мальной нагрузки. Неровность задается в виде гладкой финитной функции, содержащей в 

виде множителя малый параметр. Это дает возможность применить при решении прямой 

задачи методы теории возмущений, что возможно только для малой амплитуды неровности. 

Для решения прямой задачи применяется также метод граничных уравнений, приводящий к 

определяющей системе интегральных уравнений, для решения которой предлагается чис-

ленная методика метода граничных элементов. Результаты расчетов сравниваются с числен-

ными решениями, полученными при помощи теоремы взаимности. В рамках этого подхода 

перемещения в верхнем слое выражаются через вектор перемещений и потенциал скоростей 

на возмущенном участке границы контакта (приближение Борна), что позволяет не решать 

систему интегральных уравнений. Обратная задача для определения конфигурации границы 

контакта сведена к интегральному уравнению Фредгольма первого рода относительно функ-

ции, характеризующей неровность. Результаты численных расчетов представлены для раз-

личных частот и справедливы только для малой амплитуды неровности. Следует отметить 

также, что обратные задачи восстановления значений механических параметров пороупругих 

и функционально-градиентных сред решены в [13 и 16]. 

Работа [9] посвящена изучению возможностей математического моделирования сис-

тем, встречающихся в биомеханике. Методом конечных элементов проведен анализ ампли-

тудно-частотных характеристик системы, состоящей из кости человека и аппарата Елизаро-

ва. Показаны возможности создания экспертной системы резонансных методов диагностики 

динамики регенерации костной ткани. 

В [10], в двумерной постановке методом граничных интегральных уравнений, рас-

смотрена краевая задача о гармонических колебаниях пороупругой, в общем случае слоистой 

среды со сложной внутренней структурой, включающей включения и полости произвольной 

формы. Представлен вывод обобщенной теоремы взаимности. Фундаментальные решения 

для двухкомпонентной среды Био получены также в плоском случае, а неизвестными функ-

циями являются векторы смещения каждой фазы. 

Вариационный подход к изучению задач пороупругости реализован в [11], где при 

определенных ограничениях на механические свойства пороупругой среды сформулирован 

обобщенный вариационный принцип Лагранжа. В качестве приложения полученных крае-

вых задач рассчитаны амплитудно-частотные характеристики продольных колебаний изо-

тропной пороупругой колонны. 

Установившиеся колебания изотропного неоднородного по толщине пороупругого 

слоя с пустыми порами рассмотрены в [12]. Верхняя граница слоя подвержена гармонически 

изменяющейся нагрузке, а нижняя – сцеплена с абсолютно жестким основанием. Исходная 

краевая задача сформулирована в терминах перемещений и функции относительного изме-

нения объема. Рассматриваемые волновые процессы описываются системой уравнений в 
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частных производных с переменными коэффициентами. Для вывода определяющей системы 

интегральных уравнений Фредгольма второго рода применяется по одной из координат ин-

тегральное преобразование Фурье. Разработана численная методика решения полученной 

системы относительно трансформант преобразования Фурье на основе методов коллокаций и 

численного интегрирования. При частных случаях неоднородности построены графики ис-

ходных неизвестных перемещений и относительного изменения объема. 

Работа [14] посвящена анализу установившихся колебаний пористо-упругой колонны 

при помощи модифицированного метода Бубнова-Галеркина и метода пристрелки. Методом 

линеаризации получены интегральные уравнения для решения обратной задачи по определе-

нию коэффициента проницаемости континуума. 

Вынужденные колебания трансверсально изотропного неоднородного по толщине по-

роупругого слоя в рамках гипотез плоской деформации рассмотрены в [15]. К верхней гра-

нице слоя приложена равномерно распределенная вибронагрузка. При решении задачи на 

этот раз применена методика численного обращения преобразования Фурье. Рассмотрены 

частные случаи изменения закона неоднородности по толщине слоя. 

Для восстановления значений пороупругих характеристик неоднородного пороупру-

гого полого цилиндра, после решения прямой задачи, в [17] принимаются измеренные пере-

мещение и поровое давление на боковой поверхности цилиндра. После задания начального 

приближения восстанавливаемые характеристики определялись из интегральных уравнений 

Фредгольма первого рода при помощи метода А. Н. Тихонова. Приведены расчеты восста-

новленных параметров в частных случаях неоднородности. 

В сферу научных интересов А. А. Ляпина входит разработка и обобщение моделей ге-

терогенных континуумов, в частности математическое моделирование и последующее чис-

ленно-аналитическое исследование деформационного поля пороупругих, многослойных и 

грунтовых сред. 

При моделировании грунтовой среды слоистой неоднородной упругой полуплоскос-

тью в [29], при помощи метода суперпозиции, рассмотрена задача определения характери-

стик волнового поля от заглубленного внутреннего источника колебаний. Определяющие 

интегральные представления для каждого слоя найдены при помощи интегрального преобра-

зования Фурье с последующим удовлетворением трансформант Фурье условиям сопряжения 

разнородных слоев среды. Представленные численные результаты свидетельствуют о разви-

тии интенсивных волновых движений внутри слоя, содержащего источник колебаний, на 

порядок превышающих по амплитуде колебания, генерируемые поверхностным источником. 

В [6] в рамках теории Био изучаются гармонические колебания пороупругой трансвер-

сально-изотропной водонасыщенной плоскости под воздействием сосредоточенного усилия. 

Применение интегрального преобразования Фурье по обеим координатам дает возможность 

получить аналитическое представление решения задачи в квадратурах. Представленные чис-

ленные результаты позволяют оценить существенный вклад жидкой фракции в общую дефор-

мационную картину. Полученные результаты носят достаточно общий характер и позволяют 

исследовать неоднородные объекты сложной внутренней структуры, например, при помощи 

метода граничных интегральных уравнений. 

Похожий подход реализован и в [18], где исследуется двумерная краевая задача уста-

новившихся колебаний пороупругой многослойной полуплоскости. Решения для каждого 

слоя находятся, как и ранее, в трансформантах преобразования Фурье, а общее решение для 

всего пакета представлено в виде их суперпозиции. 

В диссертации А. А. Ляпина мл. (2013 г.) «Динамические задачи для пороупругих 

сред» [38] проанализирована природа динамического поведения водонасыщенных пороупру-

гих объектов и исследовано влияние параметра связанности на волновые характеристики. На 

основе решения обратных задач предложена методика восстановления значений термоупру-

гих характеристик среды. Разработана методика построения специального итерационного 
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процесса, каждый шаг которого включает в себя решение прямой задачи и определение по-

правок из интегральных уравнений Фредгольма первого рода. 

В цикле работ Е. А. Усошиной и Т. В. Суворовой [2, 3, 65–68] впервые предложены 

существенно новые математические модели пористых сред, состоящих из ранее не исследо-

ванных комбинаций многофазных континуумов. В частности, исследованы случаи слоистых 

гетерогенных оснований, пакет которых содержит жидкостные и вязкоупругие слои. Способ 

внешнего нагружения не ограничивается только гармоническими нагрузками, но допускает и 

произвольные возмущения. Отдельно рассмотрены случаи динамического деформационного 

поля, возникающего при движении железнодорожного транспорта по неоднородному слои-

стому основанию. На основе обобщения интегрального подхода к решению смешанных за-

дач для многослойных оснований, развитого в работах научной школы В. А. Бабешко [1, 30], 

получены аналитические выражения динамических характеристик напряженно-деформиро-

ванного состояния для многофазных оснований сложной структуры, что позволяет изучать 

локальные динамические эффекты на границах сопряжения слоев. 

Различные аспекты конечно-элементного моделирования пористых сред рассмотрены 

в работах А. В. Наседкина, А. А. Наседкиной [48, 49, 126, 138, 50–54, 127]. На основе техно-

логий метода конечных элементов рассмотрены различные подходы к определению эффек-

тивных модулей многофазных пористых сред, исследуются возможности усовершенствова-

ния моделей конечных элементов для конкретных задач пористой электроупругости. Особое 

внимание уделено созданию аналитико-численных моделей сложных процессов фильтрации 

жидкости в многофазных пористых средах, в частности, в многослойных угольных пластах. 

На основе разработанных связанных пороупругих пространственных моделей рассмотрены 

процессы повышения трещиноватости и разрушения угольных пластов под воздействием 

внешней гидродинамической нагрузки с целью изучения динамики их дегазации. Основой 

создания расчетных схем численного моделирования в программном комплексе ANSYS яв-

ляются принципиально новые разработанные программы на языке АРDL. 

Следует отметить, что применение прямых численных методов к задачам динамиче-

ской пороупругости является широко распространенным подходом и проблемы, возникаю-

щие в таких подходах, требуют отдельного исследования. 

Заключение 

Как показывает анализ литературных источников и направлений исследований, ос-

новным направлением усовершенствования теории Био будет, очевидно, все более полный 

учет реальных свойств двухфазных, а в перспективе и трехфазных континуумов. Это не 

означает ограничение рассмотрения только учетом анизотропии и вязкости твердой фазы. 

Прежде всего интересны и практически значимы вопросы динамики грунтов и дорожных 

одежд, связанные с изменением состояния скелета и с историей внешнего воздействия на 

среду [122], вопросы изменения кинематических характеристик жидкой фазы грунтовой сре-

ды, что в свою очередь потребует учета реальной геометрии пор (структурный коэффици-

ент!) и структуры различных марок асфальтобетонных смесей. 

Большое количество факторов влияет и на такую акустическую характеристику сре-

ды, как затухание волн. В теории Био предполагается, что общее затухание – это совместное 

действие эффекта диссипации в твердом скелете и жидкости и эффекта относительного дви-

жения фаз [89]. Но кроме этих «традиционных» механизмов затухания существует также 

рассеивание на микродефектах среды [119], затухание, связанное с термомеханическими 

факторами [98, 104]. В высокочастотной области, когда соизмеримы длина волны и средний 

размер пор, необходимо принять во внимание макроскопические неоднородности и микроте-

чения [24]. Все это существенно влияет на усталостные и прочностные характеристики до-

рожных одежд и грунтов. 
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ГОУВПО «Донецкий национальный технический университет», г. Горловка 

Проблемы аналитического подхода к задачам деформирования многофазных сред и грунтов 

Проведен детальный анализ литературных источников, посвященных проблемам динамического де-

формирования пороупругих двухфазных сред. Обзор состоит из трех частей. В первой части дан обзор исследо-

ваний, стоящих у истоков современной теории пористых континуумов, в результате которых возникли модели 

Био и теория смесей. Указаны преимущества и недостатки обоих подходов. Вторая часть посвящена научным 

публикациям прикладного характера, которые в большинстве своем посвящены изучению особенностей волно-

вых процессов в пороупругих средах. Отдельно рассмотрены различные модификации математических краевых 

задач теории Био, позволяющие исследовать отдельные характерные черты волновых процессов. Указаны ра-

боты экспериментального характера, подтверждающие теоретические результаты, полученные в рамках теории 

Био. Отдельное внимание уделено работам, формулирующих граничные условия на свободных поверхностях и 

на границах раздела сред. Этот вопрос актуален как сам по себе, так и в рамках полного описания волновых 

полей, локализованных в окрестности границы. В третьей части проведен краткий анализ современных дости-

жений в задачах численно-аналитического изучения динамических эффектов в рассматриваемых двухфазных 

средах, в том числе имеющих слоистую структуру. Дан обзор основных асимптотических методов изучения 

напряженно-деформированного состояния пористых сред – метода интегральных преобразований, метода воз-
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мущений, метода разрывов и численных методов – граничных интегральных уравнений, граничных элементов, 

метода конечных элементов, конечных разностей. Особым классом выделены обратные задачи по восстановле-

нию значений параметров пористых сред и формы внутренних дефектов среды по характеристикам решения 

обратной задачи. В третьей части рассмотрены достижения ростовской и киевской школ механики. Отмечена 

связь задач термоупругости с задачами пороупругости, что позволяет расширить методики исследования дина-

мики пористых сред. Указаны перспективы дальнейших исследований по данной тематике, среди которых 

наиболее интересными будут работы, посвященные изучению высокочастотных волновых полей и анализу 

локальных динамических эффектов типа граничного и краевого резонансов в пористых средах, что особенно 

актуально для задач геомеханики. 

ПОРОУПРУГИЕ ДВУХФАЗНЫЕ СРЕДЫ, АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ, ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ, 

ГЕОМЕХАНИКА, БИОМЕХАНИКА 
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Problems of the Analytical Approach to Tasks of Multiphase Media and Soil Deformation 

Detailed analysis of literary sources devoted to problems of the dynamic deformation of poroelastic two-phase 

media is carried out. Review consists of three parts. The first part gives an overview of researches standing at the 

sources of the modern theory of porous continuums as a result of which the Bio models and the theory of mixtures 

emerged. Advantages and disadvantages of both approaches are indicated. The second part is dedicated to scientific 

publications of applied nature that are mostly devoted to the study of wave processes features in poroelastic media. 

Various modifications of mathematical boundary problems of the Bio theory allowing to study separate characteristics 

of wave processes are considered separately. Experimental works confirming theoretical results obtained within the Bio 

theory are indicated. Particular attention is paid to works formulating boundary conditions on free surfaces and on the 

media interface. This question is actual both itself and within complete description of wave fields located in the vicinity 

of the border. The third part gives brief analysis of modern achievements in the tasks of numerical-analytical study of 

dynamic effects in considered two-phase media including those with layer structures. The review of basic asymptotic 

methods of the porous media deflected mode – integral transformation method, perturbation method, fracture method 

and numerical method - boundary integral equations, boundary elements, finite element method, finite difference meth-

od is given. A special class identifies inverse problems for restoring values of porous media parameters and the form of 

medium internal defects according to characteristics of the inverse problem solution. The third part considers achieve-

ments of Rostov and Kiev schools of mechanics. The connection between thermoelasticity problems and problems of 

poroelasticity is marked. It allows to expand the research methods of porous media dynamics. Prospects for further 

researches on this topic are indicated. The most interesting will be works devoted to the study of high-frequency wave 

fields and to the analysis of local dynamic effects of the boundary and edge resonance type in porous media that is es-

pecially important for the problems of geo mechanics. 

POROELASTIC TWO-PHASE MEDIA, ASYMPTOTIC METHODS, WAVE PROCESSES, GEOMECHANICS, 

BIOMECHANICS 
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