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Для последовательности интегральных функционалов, определенных 
на весовых пространствах Соболева, связанных с последовательностью 

мерных областей, рассмотрены вариационные задачи с множествами 
ограничений интегрального типа. Установлены достаточные условия 
сходимости минимизантов и минимальных значений рассматриваемых 
вариационных задач. Среди установленных условий – сильная связанность 
последовательности весовых пространств Соболева с “предельным” 
пространством и Г-сходимость рассматриваемых функционалов. Как 
известно (см., например, [1–3]), сильная связанность соответствующих 
пространств играет важную роль в вопросах усреднения краевых и 
вариационных задач в переменных (например, сильно перфорированных) 
областях. Понятие сильной связанности, используемое в настоящей работе, 
было введено и изучено в [4]. Г-сходимость – это особая сходимость 
функционалов, которая во многих важных случаях сопровождается 
сходимостью решений соответствующих вариационных задач для этих 
функционалов. Само понятие было введено в 70-е годы прошлого столетия 
Э. Де Джорджи [5] и на данный момент существует большое количество 
работ, посвященных этому типу сходимости функционалов, в том числе 
интегральных функционалов с вырожденными интегрантами и переменными 
областями определения (см., например, [6–9] и библиографию в [6, 7]).  

Перейдем к изложению основного результата [9]. Введем 
функциональные пространства, определения сильной связанности и Г-
сходимости функционалов. Пусть ∈ , 2, Ω – ограниченная область в 

, и пусть ∈ 1, .	 Пусть  – неотрицательная функция на Ω, причем 
0 почти всюду в Ω, ∈ Ω , 1/ / ∈ Ω . Через , Ω  

обозначим множество всех измеримых функций : Ω → 		таких, что | | ∈
Ω . Через , , Ω  обозначим множество всех функций ∈ , Ω  

таких, что для любого ∈ 1,… ,  существует обобщенная производная 
, ∈ , Ω . Обозначим через , , Ω  замыкание множества 

функций Ω  в , , Ω . Рассмотрим последовательность областей 
Ω ⊂ Ω и соответствующие весовые пространства Соболева , , Ω . 

Через , , Ω  обозначим замыкание множества всех сужений на Ω  
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функций из Ω . Наконец, через  обозначим отображение , , Ω  в 
, , Ω  такое, что для любой функции ∈ , , Ω   | . 
Определение 1. Будем говорить, что последовательность 

пространств , , Ω  сильно связана с пространством , , Ω , если 
существует последовательность линейных непрерывных операторов 

:	 , , Ω → 	 , , Ω  такая, что: ∈ ‖ ‖ ∞,		для любых ∈  

и ∈ , ,  имеем  почти всюду на Ω . 
Определение 2. Будем говорить, что последовательность 

функционалов :	 , , →  Г-сходится к функционалу :	 , , →
, если выполняются условия: для любой функции ∈ , ,  

существует последовательность ∈ , ,  такая, что lim → ‖
‖ , 0,			 lim → ; для любой функции ∈ , ,  и 

любой последовательности ∈ , ,  такой, что lim → ‖
‖ , 0, имеем liminf → . 
Будем рассматривать последовательность функционалов 

:	 , , → , , ∈ . Здесь :	 , , →  и 

:	 , , →  – интегральные функционалы вида  

, 	 ,						 , 	 ,							 ∈ , , . 

Предполагаем, что : Ω → ,			 : Ω →  – функции Каратео-
дори такие, что для любого ∈ , почти всех ∈ Ω  функция ,∙  выпукла 
в , и для любого ∈ , почти всех ∈ Ω  и для любых	 ∈  имеем 

| | , | | ; 
для почти всех ∈ Ω функция ,∙  строго выпукла в , и для почти всех 
∈ Ω и любого ∈  имеем 

| | , | | , 
где 0, 1,2,3,4, ∈ Ω  и 0 в Ω ,	 sup ‖ ‖ ∞, 
∈ Ω , 0 в Ω. 

Введем множества ограничений. Рассмотрим для любого 	 ∈  

интегральные функционалы Φ :	 , , →  вида  

Φ , 	 ,					 ∈ , , Ω , 

где : Ω →  – функция, удовлетворяющая условиям Каратеодори и 
такая, что для почти всех ∈ Ω	  ,∙  выпукла в , , 0 0, и для почти 
всех ∈ Ω	 и ∈  имеем | , | | | , где ∈ Ω , 0 
в Ω. Для любого ∈  определим множество 
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∈ , , : Φ 1 . 

Для любой функции ∈ Ω  определим функционалы 
, Φ :	 , , Ω →  следующим образом: 

, 	 ,					Φ , 	 ,				 ∈ , , Ω  

и положим ∈ , , Ω :	Φ 1 . 
Теорема [9]. Предположим, что выполняются следующие условия: 

∗  вложение , , Ω  в , Ω  компактно; ∗  последовательность 

пространств , , Ω  сильно связана с пространством , , Ω ; ∗  
существует положительная ограниченная измеримая функция  в Ω такая, 
что для любого открытого куба ⊂ Ω имеем lim → ∩ Ω

	 ; ∗  последовательность  Г-сходится к функционалу 

: , , Ω → . Пусть для любого ∈  функция ∈  минимизирует 
функционал  на . Тогда существует функция ∈  такая, что: функция 

 единственная точка минимума функционала  на множестве ; 
lim → ‖ ‖ , 0, lim → . 
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