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.КОТАДОД   ЇОНЧИТАМЕТАМ ЯННЕЖОЛОП ІНВОНСО
УЗІЛАНА ОГОНРОТКЕВ І ЯЛОП ЇІРОЕТ  

Д 1.   ІНРОТКЕВ І ІНРЯЛАКС ЯННЕЧАНЗИВ .ИНИЧИЛЕВ  
 ясьтюавизан иничилеВ иминрялакс  іцинидо уробив ялсіп инов ощкя ,

 ,тук :идалкирП .молсич миндо ясьтюузиреткарах ютсінвоп яннавюрімив
нхревоп бо ,я ’  .арутарепмет ,ріпо ,дяраз йинчирткеле ,анитсуг ,асам ,мє
ачанзоП ю ясьт  инов  кя   f  , .ешні екат і  

 анроткеВ  :идорирп їонзір вітнемеле ховд дів ьтижелаз аничилев
 атнемеле огончирбегла –  і ,ароткев )ьлудом( унижвод єярімив ощ ,алсич 

тнемеле огончиртемоег  а – ( роткев йинчинидО .ароткев умярпан тро  ) –  ец 
 хинвір і хинелварпан овокандо авД .іцинидо єюнвірод огокя ьлудом ,роткев

 ясьтюавизан ироткев юонижвод аз иминтнелопівке  ,ироткеВ .  ощ  інавошатзор
 ясьтюавизан ,химярп хиньлеларап ан иминраєнілок амовд жім туК . имароткев  

a  і b  – вереп ен ощ ,тук ец єущи  роткев итунревоп онбіртоп йикя ан ,  a  ,
 ,мороткев з огой ититсімус бощ  минтнелопівке b  ,  з єадапвіпс огокя котачоп

 ароткев моктачоп a  ясьтєачанзоп туК . ( a  , b ). 
Д 2.   ИМЕТСИС ТАНИДРООК  

 йаХ хх  –  ісо одощ яннатребО .ьсів хх  оба минвитизоп ясьтєавизан 
нидог иторп ясьтєюнсйідз онов ісо іцнік в ачагіретсопс ялд ощкя ,мимярп -

 йаХ .икліртс їовокин zyxO  –  ощкя ,юоварп ясьтєавизан аноВ .віроткев акйірт 
 дів хур  ісо хО   ісо од yO   ісо онсондів zO   .імярпан умонвитизоп в ясьтєавубдів
 икйірТ zyxO  , xzyO  ,  yxzO  а ,имиварп є zxyO  , yzxO  ,  xyzO – ереп андО .имивіл -

 иквонатсереп івд ,укйірт єянім вкуб аквонатс – ьтюянім ен . 
ловирк і інйініломярп :танидроок иметсис інзір ьтюунсІ оготро ;інйіні -

 хинйініломярп икьліт іннавусотсаз ан ясоминипуЗ .іньланоготроен і іньлан
 )1 :танидроок метсис хиньланоготро  їовотракед  .сир( Д  )2 ;)а,1. рднілиц нчи  їо

( сир  . Д  )3 ;)б,1.  їончирефс ( сир  . Д 1. , .)в  
утсан метсис хинзір иматанидроок жім яннешондіввіпС інп : 

r = 22 yx ;       R = 222 zyx     ;  = gtcra (y/x)    ;  = niscra (r/R). 
 икчот їоньлівод яннежолоП М идроок амоьрт ясьтєадаз уротсорп атан -

танидроок иметсис їонарбив им : 
-  йівотракед в –  иматанидроок  x, у, z, сипаз йикторок в єам ялги  д (М x  , y  , z); 
-  в йінчирднілиц  – (М r  ,  , z); 
-  в йінчирефс  –      (М R  ,  , ). 

 ялд яннещімереп мярпан итазакв бощ ,іротсорп в яннавутнєіро ялД
 ироткев інчинидо ясьтюувотсирокив танидроок иметсис їонжок ( итро :)  

-  ялд вотракед ої   –       i  , j  , k ; 
-  ялд ц їончирдніли  –  0r  , 0  , 0z ; 
-  ялд їончирефс  –        0R  , 0  , 0 . 

 атанидроок ощ ,омичанздіВ роок метсис їончирефс і їончирднілиц -
 в икліртс їовокиннидог иторп ясьтєучілдів танид  дів інищолп йіньлатнозирог

 є мярпан йинвонсо ,йачивзаЗ .оньлівод ясьтєузаку йикя ,умярпан огонвонсо
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 юссів з минещімус хО  атанидрооК .танидроок иметсис їовотракед  ілдів -
 ісо умярпан дів( сюлоп ан умярпан огонвонсо дів ясьтєуч z). 

 

Д  3.  ЇІЦАРЕПО АРОТКЕВ ДАН ИМ  
котубоД  ароткев a  рялакс ан  f  .  яннежонм татьлузеР – удом з роткев -

 минвір ,мел аf  уроткев йиньлеларап , a  і ощ ,уноротс ж ут в йинелварпан , a  ,
умонвитизоп ирп   f   унжелиторп в і –   умонвитаген ирп f. 

іводалкС ароткев  . йаХ  xa  , ya  , za  – опмок( їіцкеорп інчиртемоег -

  ароткев )итнен a  ісо ан вотракед ідоТ .танидроок хи  
a  = xa  + ya  + za  = i ·ах + j ·ау +  k ·аz. 

 алсиЧ ах  , ау  , аz одалкс ясьтюавизан  иматанидроок ,имяіцкеорп ,имив
 ароткев a танидроок йесо хиндівопдів онсондів . 

віроткев яннадалкС  минпутсан ясьтєачанзив віроткев хокьлікед амуС .
 огогурд яцнік з ,роткев йигурд ясьтидоворп ароткев огошреп яцнік З .монич – 

 з йинедеворп ,роткеВ .д.т і йітерт натсо ьценік в ароткев огошреп уктачоп -
ідялгив у ясьтєусипаз яннадалкс енроткеВ .юомус є огоьн : 

s   = a  + b  + c  + … + p . 
 віроткев яннадалкс яіцарепО анвитатумок  отбот , a +b=b+ a  ,  і іцоса -

анвита  отбот ,   a + ( b  + c ) = ( a  + b )  + c . 
  ісо йікяед оп аводалкС хО   ароткев  s віроткев имус   a , b , … , p   

  :ісо ж їєіт онсондів віроткев хиц хиводалкс імус єюнвірод sх  = ах+bх +…+ рх. 
котубод йинрялакС убод йинрялакС .  віроткев ховд кот a  і b  –  ,олсич ец 

 ничилев хоьрт уктубод єюнвірод ощ a  , b і ос s(a ,b)  ;  ясьтєачанзоп онов a ·b  .
 :йинвитатумок котубод йинрялакС  a ·b=b · a    :йинвитубиртсид і  (a +b ·) c =  

= a ·c +b ·c  .  огонрялакс ьтсінвитаіцоса орп яннатиП убод кт  ,єадапдів у
 алумроф икьліксо (a ·b ·) c  уснес єам ен . 
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коділсаН  .1  вірод віроткев хивоьлунен ховд котубод йинрялакс ощкЯ -
 ,йипут имароткев жім тук ощкЯ .іньланоготро ироткев іц от ,юлун єюн

 йиртсог тук ощкя ,йинмє’дів котубод йинрялакс – йинвитизоп . 
коділсаН  .2   йаХ u  –  ісо їокяед роткев йинчинидо хх  йинрялакс ідоТ .

ьдуб котубод -  ароткев огокя a  ан u   ьсів ан  ароткев їіцкеорп єюнвірод хх : 
a ·u  = a ос· s(a ,u ). 

коділсаН   уктубод єюнвірод віроткев ховд котубод йинрялакС .3  ялудом
:йишреп ан ароткев огошні юіцкеорп ан ароткев огондо  

a ·b  = |a ·| рп аb  = |b ·| рп b a . 
коділсаН  .4  давк єюнвірод ебес огомас ан ароткев котубод йинрялакС -

      :ароткев огоьц ялудом утар a · a  = а2. 
 ощкЯ .5 коділсаН i  , j  , k  –  итро  йесо от ,танидроок  

i · j  = k · i  = j · k          ,0 = i · i  = j · j  = k · k  = .1  
хатанидроок хивотракед в котубод йинрялакС .6 коділсаН : 

a ·b ( = i ·ах + j ·ау + k ·аz (·) i ·bх + j ·bу + k ·bz  = ) ах·bх  + ау·bу  + аz·bz. 
коділсаН  .7   имароткев амовд жім атук асунисок ялд зариВ a  і b зереч  

віроткев хиц їіцкеорп : 

ос s(a ,b) = 
2
z

2
y

2
x

2
z

2
y

2
x

zzyyxx

bbbaaa

bababa
. 

котубод йинроткеВ віроткев ховд моктубод минроткеВ .   a  і b  авизан -
 роткев ьтю c  єюнвірод огокя анижвод , a·b· nis ( a ,b)  йинрялукиднепреп йикя і

  мароткев мобо a  і b  ироткев умочирп , a  , b  і c  тююровту  .укйірт уварп ь
 йинроткеВ котубод  ьтюачанзоп  a b  = c    оба [ a ·b] = c . 

 ароткев ьлудоМ c  амарголеларап інищолп єюнвірод оньлесич  , аводубз -
огон  хароткев ан  a  і b . 

c =  a b = 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

= i (aybz – azby)  + j (azbx – axbz)  + k (axby – aybx). 

ежтО    , сx  = aybz – azby    , сy  = azbx – axbz     , сz  = axby – aybx. 
котубод йинроткеВ нвитатумокитна йи   :    a b  = – b a . 
котубод йинроткеВ   ен йинвитаіцоса  :            (a b ) c   a (b c .)  
котубод йинроткеВ    :йинвитубиртсид          (a +b ) c =a c +b c . 

коділсаН  .1  откев ощкЯ вірод віроткев хивоьлунен ховд котубод йинр -
іньлеларап ироткев іц от ,юлун єюн . 

коділсаН  .2 иктубод інроткеВ  вітро  ьтююнвірод йесо хинтанидроок : 
i j  = k ,     j k  = i ,     k i  = j . 
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М йинаші  віроткев хоьрт котубод  . М в хоьрт моктубод минаші  віротке

   рялакс ясьтєавизан    a (· b c = )

zyx

zyx

zyx

ссс
bbb
aaa

. 

М  єюнвірод оньлесич віроткев хоьрт котубод йинаші бо ’ мє еларап у -
хароткев хоьрт хиц ан огонаводубоп ,адепіпел . 

икділсаН     . a (· b c  = ) b (· c a  = ) c (· a b      ,) a (· b c ( = ) a b ·) c . 
роткев йинйівдоП віроткев хоьрт котубод йин роф ясьтєажарив ніВ . -

юолум           a (b c ( = ) a ·c )·b– ( a ·b )·c . 
 

Д  4. АРЕПО ІНЬЛАІЦНЕРЕФИД ИМАРОТКЕВ З ЇІЦ  
икчот андіхоП .ароткев андіхоП  роткев йаХ . a  їоннімз юєіцкнуф є t  :

a (t)  .  йіннімз омадаН t  тсірирп t  роткев оменялгзор і a = a (t+ t) – a (t)  .
 ирп ощкЯ t  ощ , єумярп  ароткев ьлудом ,ялун од a рп жокат єумя  ,ялун од 

 от a (t)  дів яіцкнуф анвререпен є t  . яцинарГ  яннешондів 
t
a  ясьтєавизан 

ароткев юондіхоп  a (t)  оп  t   :ясьтєачанзоп і 
td

)t(ad    оба a (t)  .  аноВ од нвір єю  

td
)t(ad = i

td
ad x + j

td
ad y +k

td
ad z . 

  їоннімз юннечанз умонжок ощкЯ t  уротсорп акчот єадівопдів М  от ,
 акчот ощ ,ьтужак М  дів юєіцкнуф є t  : (М t)  . даН ма  йіннімз о t  тсірирп t  і
 роткев оменялгзор  M = (М t+ t) – (М t)   . ирп ощкЯ   t   0   ароткев ьлудом

M  рп од єумя  от ,ялун (М t)  є н  дів яіцкнуф анвререпе t  . яцинарГ  яннешондів 

t
M іхоп ясьтєавизан онд ю  икчот )t(М  оп t:      

t
Mmil

td
Md

t 0
. 

уроткев умошні оп ароткев андіхоП  ароткев юондіхоП . a  уроткев оп b  

   роткев ясьтєавизан  
bd
ad =

xd
ad bx + yd

ad by + 
zd
ad bz. 

яннавюіцнерефид илумроф інвонсО . 
йах :имус андіхоП     s = a +b+c + +… p , 
ідот     s =a +b +c +…+ p . 

олсич ан ароткев уктубод андіхоП : йах      b  = n·a     ,   ідот   b  = n·a . 
ощкЯ   s  = n a  + mb  +…+ g p   , от    s  = n a  + mb  +…+ g p . 

йіцкнуф їонрялакс і їонроткев уктубод андіхоП : 
 йах   s (t)  = f(t)a (t)    ,    ідот     s (t)  = f(t)a (t  )   + f (t) a (t). 

:уктубод огонрялакс андіхоП  
 йах    f(t)  = a (t)·b(t)   ,   ідот      f  = a ·b  + a ·b . 
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уктубод огонроткев андіхоП : 
йах    c (t)  = a (t) b(t)    , ідот      c  = a b  + a b . 

ароткев дів ларгетнІ :      
1

0

t

t
td)t(a = i

1

0

t

t
x tda  + j

1

0

t

t
y tda  + k

1

0

t

t
z tda . 

 
Д.  5  ЕНРОТКЕВ І ЕНРЯЛАКС  ЙИНЧІЛОВМИС .ЯЛОП

 РОТАРЕПО АЛБАН НОТЬЛІМАГ РОТАРЕПО(  )А  
 анадаз іротсорп в ощ ,ьтужаК икчот яіцкнуф ( елоп  иничилев їокяед )

в оба їонрялакс(  іцчот йінжок в ощкя ,)їонротке М  огой їокяед оба( уротсорп 
моТ .иничилев їєіц яннечанз онечанзив усач тнемом йинжок в і )ітсалбо у 
анзоп оноВ .минроткев оба минрялакс итуб ежом елоп -

ясьтєач  
f  = f(М, t)  = f(x,y,z,t)  = f(r, ,z,t)  = f(R, , ,t) 

оба     A  = A М( ,t)  = A(x,y,z,t)  = … 
 їєіндо їіцкнуф дів їондіхоп зарив йинчитаметаМ

 їоннімз f(x)  .сир( Д :)2.  

xd
)x(fd =

x
)x(fmil

x 0
      .            (        Д 1.  )  

ротарепо йиньламроФ   їондіхоп яттязу        
xd

d
__ =

x
mil

x 0
   .          (   Д. )2  

ич микаТ .ясьтєюіцнерефид ощ ,яіцкнуф ясьтиватс ецсім єнжороп аН -
неманз в ,уборд яцинарг є юондіхоп ончитаметам ,мон  огокя укин

 ,утнемугра тсірирп ясьтидоханз ьлесич в а  укин –  тсірирп 
угра мотсорирп йинакилкив ,їіцкнуф  ощ ,ивому аз ,утнем

ялун од єумярп утнемугра тсірирп . 
кнуф укяед итавюіцнерефидорп ясьтєагамив йаХ -

 танидроок хоьрт юіц (Ф x,y,z) .т в М  .сир( Д  омилідиВ .)3.
 игуркван .т  М бо йикяед ’  мє V ф їоньлівод ежембо ,имро -
нкмаз йин не  юенхревоп юо S  . М – ртнец  ртнец ,овилжом( 

 аліт )ітсокжят V  ; r –  дів ьнатсдів .т М од  інхревоп кочот S. 
 хатанидроок хоьрт оп їіцкнуф яннавюіцнерефид ротарепо йиньламроФ

 ясьтєачанзоп « ясьтєавизан і албан  юіцкуртснок огой омєамиртО .» олана -
 з ончіг (Д 1.  ) ат ( Д. .)2  

 інхревоп інімз ирп йивилжом їіцкнуф яннечанз тсірирП S  нів а ,
бо юонімз ясьтєакилкив ’  умє V  ясьтєачанзив їіцкнуф яннечанз тсірирП .

 омєужредО .ясьтєюіцнерефид ощ ,їіцкнуф дів моларгетні мивенхревоп
їоворотсорп їошреп юіцкуртснок їондіхоп  

Ф = 
V

ФSd
mil S

v 0
. 

 туТ Sd  –  огонратнемеле іщолп йинвір юоничилев аз ,роткев 
ргетні янхревоп ясьтєавибзор ікя ан ,акичнадйам яннаву  їокя хажем в і 

f(x) 
х x 

сиР  . Д 2.  

М 

f(x) 

r 

S 

М 
у 

х 

z 

V 

сиР  . Д 3.  
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09  

сиР  . 4.Д  
1  

O 

R1
 

R2
 

 M 
0n , 0l

 

darg = 0n ·d  / nd  

ьламрон  
0n  

0l  

darg( )l =  d  / ld  

2  

 їіцкнуф яннечанз Ф роткев ;минйітсоп яситажавв ежом ,ясьтєургетні ощ ,  Sd   
 йинавомярпс  інхревоп од іламрон оп S  йиньламроф ,монич микаТ .інвозан 

яннавюіцнерефид ротарепо  

_ = 
V

__Sd
mil S

v 0
. 

 ароткев ілумроф у ьтсінвяан зереЧ Sd  ротарепо йиньламроф кев є -
отракед в йикя ,морот кя ясьтєусипаз танидроок іметсис йів  

 = i
x

+ j
y

+ k
z

. 

 аротарепо яттиркзор оготсорп танидроок хаметсис хишні В  ,єунсі ен  
р нів іротсорп в яннавюіцнерефид ловмис кя икьліт ясьтєадялгзо . 

 аротарепо яннатсирокив ирт івилжоМ : 
 )1  яннежонм кя ясьтєадялгзор екя ,їіцкнуф їонрялакс яннавюіцнерефид
 ароткев  роткев ілумроф у ідоТ .юіцкнуф унрялакс ан Sd  ан ясьтєажонму 

яіцкнуф анроткев ьтидохив ітатьлузер В .юіцкнуф унрялакс юц ; 
 )2  ароткев яннежонм енрялакс  ощ ,юіцкнуф унроткев ан 

 огонрялакс дів ясьтєюлсичбо ларгетні йивенхревоп ідоТ .ясьтєюіцнерефид
ктубод  у Sd  .їіцкнуф їонроткев і  В яіцкнуф анрялакс ьтидохив ітатьлузер ; 

 )3  ароткев яннежонм енроткев ефид ощ ,юіцкнуф унроткев ан -
тубод огонроткев дів ясьтєюлсичбо ларгетні йивенхревоп ідоТ .ясьтєюіцнер -

 ук Sd іцкнуф анроткев ьтидохив ітатьлузер В .їіцкнуф їонроткев і я. 
омерко йіцарепо хиц з унжок оменялгзоР . 

 

Д  6. Ф ЇОНРЯЛАКС ТНЄІДАРГ ВІР ЯНХРЕВОП .ЇІЦКНУ .ЯН  
АВОЛИС .ЇІНІЛ ІВОЛИС АКБУРТ  
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 моротарепо з яіцарепо ашреП    ясьтєавизан мотнєідарг : 

darg   =   =
V

Sd
mil S

V 0
. 

боЩ  з ещарк ’ зіф итавуся  івд оменялгзор ,атнєідарг яннечанз енчи
 имяннечанз зі хикя дів иділс ,янвір інхревоп  1  і  2 ван  ан інеде  .сир Д .4.  

 янвір юенхревоП  ецсім енчиртемоег ясьтєавизан їіцкнуф їонрялакс чот  ялд ,ко
 їіцкнуф яннечанз хикя емас ет й ендо інхревоп їєіц яннянвіР .  

(x  , y  , z)  = tsnoc . 
 :інатсдів йілам ан їіцкнуф тсірирП d  =  2 –  1  .  івирк інатсдів йікат аН

1  і   2  укчот уньлагаз ьтюам  О  инзивирк вісуідар яннечанзив ялд R1  і R2. 
 умярпан оп андіхоП 0l  умоьц у їіцкнуф яннатсорз ітсокдивш єюнвірод 

іничилев отбот ,умярпан   d  / ld . 
 укілдів укчот зереч янвір інхревоп од ьламрон омедеворП М  козірдіВ .

nd    андіхоп а ,янвір имянхревоп жім ьнатсдів ушторокйан єачанзив d  / nd   – 
непреп ьтсікдивш ашьлібйан яЦ .їіцкнуф яннатсорз ьтсікдивш ушьлібйан ид -

 роткеВ .янвір інхревоп анрялук  0n ·d  / nd     ясьтєавизан мотнєідарг  
 отбот ,їіцкнуф їонрялакс  darg = 0n ·d  / nd  .  

 роткеВ darg   їіцкнуф укнідевоп єусипо ютсінвоп   їонад іцилоко в
 икчот M  анімз ашдившйан ,амеркоЗ .   оп іннещімереп ирп ясьтєавубдів

мз аньламискам яЦ .янвір інхревоп од іламрон  і іничилев оп ясьтєачанзив ані
 мороткев умярпан darg . ,монич микаТ  г  мотнєідар  ьтсікдивш ашьлібйан є

яннатсорз її імярпан у атязу ,їіцкнуф инімз . 
 яттиркзоР darg п танидроок хаметсис хинзір в ода в он .лбат  Д  іцнік в 1

улідзор . 
їокя од їончитод мярпан ,авирК  ароткев момярпан з єадапвіпс  darg   f   в

 іцчот йінжок M  ясьтєавизан , .юєініл юоволис  йаХ Md  – ьдуб роткев -  огокя
 :їініл їоволис яннянвір енроткеВ .янвір інхревоп оп M икчот яннещімереп

fdarg Md = яннянвір енрялакс їЇ .0 : 

0zd
z
fyd

y
fxd

x
f . 

іл іволис ,ежтО  имяіроткєарт иминьланоготро є їін
 од інрялукиднепреп їініл іволис( янвір ьнохревоп од

)янвір ьнохревоп . 
 акбурт аволиС –  ,янхревоп ец анеровту імереп ощ ,юєініл юоволис -

 урутнок оготункмаз жводопу ясьтєащ L  .сир( Д .)5.  
 
Д  7. ВИД .ЮНХРЕВОП ЬЗІРКС АРОТКЕВ КІТОП  ЯІЦНЕГРЕ

АРОТКЕВ  
мокотоП  ароткев A   юнхревоп уненкмаз зереч S  йикяед єужембо ощ ,

бо ’  мє V  .сир( Д  )6.   ларгетні ясьтєавизан Ф = 
S

SdA  .  тоП і ароткев к   A    зереч  

L 

сиР . .Д 5 
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моларгетні ясьтєажарив ущолп уненкмазен    Ф = 
S

SdA . 

репо агурД  з яіца  авизан -
 ясьтє юєіцнегревид : 

vid  A  = · A  = 
V

SdA
mil S

V 0
. 

· A  –  котубод йинрялакс
 віроткев ховд  і A .  їєіц яттиркзоР

роок метсис хинзір ялд їіцарепо -
в онадоп танид .лбат  Д  іцнік в 1.

улідзор . 
урялакс снеС   vid  A  .  роф З -

 илум  їен ялд идохив  ароткев кітоп йинвоп ощ ,ьт A  ,юнхревоп уненкмаз зереч 
бо йилам оннечніксен єужембо ощ ’  мє dV  йинвір , vid A ·dV ревид ,ежтО . -

п єюнвірод онзилбирп ,ялоп огонроткев іцчот в анелсичбо ,яіцнег  ощ ,укото
бо іцинидо з ьтидохив ’ ан ішні исдівЗ .укчот юц єучото ощ ,умє  їіцарепо ивз

vid A  –  ьтсінжібзор  ,ароткев  кітив  ароткев A  ощкЯ .  vid A<  ,0   укчот от
 ьтюавизан  мокотс .ароткев  

 реткараХ  икнідевоп
 ароткев йініл хиволис A  

 хикя од інчитод ,йініл(
 момярпан з ьтюадапвіпс

 ароткев A чот хинзір в ) -
 ясьтєуртсюлі уротсорп хак

.сир  Д.  )а .7 – ясьтядохзор їініл іволис :  акчот еЦ укотив ;  )б –  їініл іволис 
інвререпен ;  )в  –  їініл іволис с  акчот еЦ .ясьтядох укотс . 

 хикя ялд ,ялоп інроткеВ  vid A  = бо умоьсв оп  0 ’  ясьтюавизан ,умє
 оба вікотив дів иминьлів иминдїонелос . 

 
Д.8  .АРОТКЕВ РОТОР УКРИЦ ЯІЦЯЛ АРОТКЕВ  

 мороткев з яіцарепо ятерТ   ясьтєавизан моротор : 

tor A  = A = 
V

ASd
mil S

V 0
. 

 акичнадйам огонжок од йаХ .яннечанз енчизіф її омєамиртО Sd  хревоп -
 ін S  алис акяед анедалкирп F  їіцкнуф елоп енроткев омєам( F (x,y,z))  ощкЯ .

 ртнец зереч ьтидохорп ен  ароткев мярпан( оньлаідар ен анелварпан алис М  ,)
требо єакинив от во яннешондіввіпС .тнемом йи   

S
FSd  0   і ,ежто , tor F   0  

требо йинрамус ощ ,єачанзо во  ен тнемом йи од нвір єю лун іве   ,монич микаТ .

S 

Sd  

n
  A ,n  

A  
Sd  

сиР . Д.6  

O 

R 

V 

сиР . Д.7 

vid A 0>  
 

)а  

vid A 0=  
 

)б  

vid A 0<  
 

)в  
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tor A ні єад юіцамроф  орп   і ютсікдивш юокя з ,імярпан умокя в ,ет онсондів  
бо огонелідив яннатребо ясьтєавубдів ісо їокя ’ умє . 

яіцялукриЦ ароткев  A  –  урутнок умоненкмаз оп ларгетні йинйініл ец
  удялгив ЦА =

L
ldA  .  їіцялукриц рутноК L м( юнхревоп єюлпохо  )кичнадйа S   

 .сир( Д .)8.  
 іламрон мярпан йинвитизоп і урутнок удохбо мярпан йинвитизоП n  од 

вз акичнадйам ’ назя і  моливарп оговарп  з рутнок ан яситивид ощкя :атнивг 
  ароткев яцнік n  , иннидог иторп ясьтидохбо рутнок акоп ец кя ,икліртс їовок -

 ан оназ  .сир Д .8.  

яіцкеорП ароткев   tor A   ьламрон ан n  юолумроф аз анедйанз итуб ежом  

tor n A = 
S

Ald
mil L

S 0
=

Sd
dЦ А . 

исдівЗ  ьтидохив   алумроф аскотС : 

S
SdAtorn =

L
ldA  = ЦА. 

 огокьснитал дів ясвубдів »ротор« німреТ otor  андо еЩ .)яннатребо( 
 їіцарепо їєіц авзан – роФ .хур йиньлатребо ьтюімузор миворхив діп а ,рохив -

 яннеждоханз ялд илум  tor A    .лбат в інадоп танидроок хаметсис хинзір в Д  в 1
улідзор іцнік . 

 
Д  9. О РОЕТ .ИЛУМРОФ ІНВОНС ОГОКЬСДАРГОРТСО АМЕ  

 йаХ S – бо єужембо ощ ,янхревоп аненкмаз ’  мє V  , М –  акчот аннімз 
бо ’  умє V  інхревоп ан оба( S  ,) Sd  – рпан ,роткев ещив йинечанзив мя  оп йинел

 інхревоп од іламрон йіншінвоз S  йаХ . f –  і анрялакс A  – в  їіцкнуф анротке
 икчот М  инов ощ ,ясьтєачабдереП . н  мозар інвререпе і  имишреп имїовс з

ьдуб в иминдіхоп - бо іцчот йікя ’  умє V  іжем огой і S.  інпутсан івилдеварпС 
 ,илумроф ирт  ощ ююнімаз ьт минйівдоп ларгетні йинйіртоп : 

ld  

A , ld  

L 

удохбо мярпан  
арутнок  

( tor A)n 

n  

Sd  

A  

сиР . Д.8 

од анчитод  
рутнок у 

 

S 
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 ялд алумроф )1 атнєідарг                                                       
V

Vdfdarg =
S

Sdf ; 

 ялд алумроф )2 огокьсдаргортсО амероет( їіцнегревид )    
V

VdAvid =
S

SdA ; 

 аротор ялд алумроф )3                                                          
V

VdAtor =
S

ASd . 

 дів иминжелазен отбот ,иминтнаіравні є ротор і яіцнегревид ,тнєідарГ
иметсис їонтанидроок уробив . 

 )4 (darg a ·b  )  = a tor b+b tor a +
bd
ad +

ad
bd ; 

 )5 f(vid a )  = a · fdarg  + f vid a ; 
 )6 (vid a b)  = b · tor a  – a · tor b ; 

)7  f(tor a )  = fdarg a  + (tor f a ); 

 )8 tor (a b)  = a vid b  – b vid a +
bd
ad –

ad
bd . 

 

Д  01. ИНРОТКЕВ І ЙИНРЯЛАКС ИЛАІЦНЕТОП Й  
огот ялД  елоп енроткев бощ , A илев їонрялакс їокяед мотнєідарг олуб -

 инич f оьнтатсод і ондіхбоен , , бощ   яннянвір ьсолавунокив  tor A .0 =  
ощкЯ   tor A  = 0  ,  от    яіцкнуф анрялакс акат єунсі иджваз  = – f  ,    ощ

A= – darg акс ясьтєавизан анов от ,анчанзондо яіцкнуф умоьц ирп ощкЯ  . -
 роткев орп а ,молаіцнетоп минрял A  дів йіндіхоп єюнвірод нів ощ ,ьтужак 

 улаіцнетоп огонрялакс   ітсонвір З . A= – darg   єуділс :   id v A  = –  2  .    
 уроткев елоп екаТ A іцнетоп ясьтєавизан ьла зеб оба мивонотюьн ,мин -

миворхив . 
ьдуБ - вірод онжотот яіцнегревид їокя ялд ,икчот яіцкнуф анроткев акя -

 єунсі йіцкнуф хикаТ .ароткев огокяед рохив кя яситадялгзор ежом ,юлун єюн
Х .анижонм аннечніксен йа   tor b= a     і tor c = a .  ідоТ    tor c – tor b   оба  0 =  

tor (c  – b)  =  отбот ,0  c  – b  = fdarg . 
 роткев ,ежтО c  їоньлівод атнєідарг од ютсінчот з ешил ясьтєачанзив 

 ялоп од икьліксо ,ондивечо яннешондіввіпс еЦ .икчот їіцкнуф їонрялакс
іроткев    хикя ялд ,в tor c = a ьдуб елоп итадод анжом , -  з віроткев хишні хикя

морохив мивоьлун  .  
 віроткев ічілзеб їоннечніксен З c  роткев итарбив анжом v  яіцнегревид ,

  :юлун єюнвірод огокя a  = tor v     і vid v   роткеВ  .0 = v ан  ясьтєавиз  минроткев
молаіцнетоп   ароткев a  роткев орп а , a  йіндіхоп єюнвірод нів ощ ,ьтужак 

 улаіцнетоп огонроткев дів v . 
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 ялд ,роткеВ  ясьтєавизан ,юлун єюнвірод яіцнегревид огокя  миндїонелос
мороткев цнегревид юовоьлун з віроткев елоП .  ясьтєавизан юєі  миндїонелос

 оба мивосалпал . 
 
Д  11.  КОДАПИВ ЙИНЬЛАГАЗ ЯЛОП ОГОНРОТКЕВ  

ьдуБ -  яннадалкан кя итадялгзор анжом елоп енроткев екя
іцнетоп ньла вілоп огондїонелос і ого :      a  = –  fdarg  + tor v . 

 
Д 21.  ХОП ІВОРОТСОРП ІГУРД ІНДІ  

аН рокив икдапив ікат омедев  ощ ,хиндіхоп хиворотсорп хигурд яннатси
р ирп ясьтюачіртсуз отсач взо ’ азя  йинчіловмис хї ,вілоп укнухарзор чадаз інн

 ирп( хиндіхоп хигурд яттиркзор ,албан аротарепо юогомопод аз сипаз
танидроок хаметсис хинзір в )ітсондіхбоен . 

 )1 vid ( darg ) = · = 2 
 . 

зоР  їіцарепо яттирк   2   в  танидроок хаметсис хинзір онадоп в  .лбат  Д1. 
яіцарепО   2    ясьтєачанзоп       ясьтєавизан і  асалпаЛ ротарепо

)наісалпал(   : ротарепо      = 2

2

x
+ 2

2

у
+ 2

2

z
= ·  =  2 . 

 )2 vid ( or t A )  = ·[ A]  0 –  увилжав єажарбодів яннешондіввіпс ец 
 їініл іволис огой ,вікотив єам ен елоп еворхив :вілоп хиворхив ьтсівитсалв

іненкмаз  .  
 )3 tor ( darg )  = [ ]  0 –  увилжав єажарбодів яннешондіввіпс ец

оп( хинрялакс ьтсівитсалв іцнет ьла іворхивзеб ялоп інрялакс :вілоп )хин . 
 )4 tor ( tor A)  = [ A]  = darg ( vid A) – 2 A . 

)5 ясьтєачіртсуз ощ ,ьтсінжотот   vid ( A  = ) ( vid A). 
 
Д.1  3  в їіцарепо ітунялгзор ісв омедевЗ лбат  . Д .1  

 іннатсирокив ирП анаісалпал ьтсінжотот анпутсан ансирок : 

2

2
2

2
11

R
)R(

R
)

R
R(

RR
. 

 
Д  41. ЯТТЯНОП   ОРП НЬЛЕЛАРАПОКСОЛП ОКСОЛП ,Е -

ІМОНВІР І ЕННАІДИРЕМ ЯЛОП ЕНР   
 діП  миньлеларапоксолп  у ясьтєюротвоп огокя анитрак ,елоп ьтюімузор

йікя хинрялукиднепреп ,ханищолп хісв -  иметсис їовотракед ісо йіндо ьдубен
 ісо оба танидроок z нілиц рд нчи  ен ялоп анитрак отбот ,танидроок иметсис їо

овд елоп( итанидроок їєіндо дів ьтижелаз ворп і їонд їініл .)  
 діП миннаідиремоксолп   у ясьтєюротвоп огокя анитрак ,елоп ьтюімузор

 итанидроок дів ьтижелаз ен ялоп анитрак отбот ,ханищолп хиннаідирем хісв
рднілиц  ясьтєюровту елоп еЦ .танидроок иметсис їончирефс оба їончи

ялопид елоп ,далкирпан( яннатребо ималіт .)  
 В  умонрімонвір  отбот ,ялоп хакчот хісв у авокандо ьтсінежурпан ілоп

 жім елоп ,далкирпан( икчот танидроок дів ьтижелаз ен її аничилев итсалп -
иман  огоксолп аротаснеднок ). 
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