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ВСТУПЛЕНИЕ 

В современной науке, технике и экономике математические методы 
исследования, моделирования и проектирования играют все большую 
роль. Это обусловлено, прежде всего, быстрым ростом вычислительной 
техники, благодаря которой существенно расширяются возможности при-
менения математики при решении конкретных задач. 

Высшая математика является фундаментальной дисциплиной, так 
как является основой для успешного изучения общетеоретических и спе-
циальных дисциплин, которые предусмотрены учебными планами раз-
личных специальностей.  

В данных методических указаниях достаточно подробно изложен 
теоретический материал по разделам «Неопределенный и определенный 
интегралы», «Дифференциальные уравнения» и «Функции многих пере-
менных».  

Известно, что овладеть математическими методами можно лишь 
научившись решать задачи, поэтому изложение теоретического материала 
сопровождается решением типовых задач по указанным темам. В конце 
каждого раздела приведены условия задач, решив которые студент сможет 
оценить свою готовность к сдаче очередного модуля, а также теоретиче-
ские вопросы.  

В разделах 11 – 13 приведены задания для индивидуальных типовых 
расчетов по изложенным  в методических указаниях темам. 

Желаем успехов! 
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1 НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1.1 Понятие дифференциала функции 

С понятием производной функции теснейшим образом связано дру-
гое фундаментальное понятие математического анализа – дифференциал 
функции. 

Пусть )(xfy =  – функция, непрерывная при рассматриваемых зна-
чениях х и имеющая производную 

0
lim ( ).
x

y f x
xΔ →

Δ ′=
Δ

 

Из этого равенства следует, что 

,)( ε+′=
Δ
Δ xf

x
y  

где ε  –  бесконечно малая величина при .0→Δx  Отсюда находим, 
что 

.)( xxxfy Δε+Δ′=Δ  

Итак, бесконечно малое приращение дифференцируемой функции yΔ  
может быть представлено в виде суммы двух слагаемых: 1) величины, 
пропорциональной бесконечно малому приращению независимой перемен-
ной ,xΔ  и 2) бесконечно малой величины более высокого порядка, чем .xΔ  

Определение. Дифференциалом функции dy  называется главная 
часть приращения функции, т. е. 

.)( xxfdy Δ′=  

Поскольку ,xdx Δ=  то  
.)( dxxfdy ′=  

Зная производную, легко найти дифференциал, и наоборот. Поэтому 
действия нахождения производной и дифференциала данной функции но-
сят общее название дифференцирование.  

1.2 Понятие неопределенного интеграла 

Интегральное исчисление является одним из основных разделов ма-
тематического анализа, без которого невозможно углубление знаний выс-
шей математики и ее применение в практических приложениях. 

Неопределенное интегрирование – это действие обратное дифферен-
цированию. При помощи дифференцирования мы по данной функции 



7 

ГГВВУУЗЗ  ««ДДооннННТТУУ»» ААввттооммооббииллььнноо--ддоорроожжнныыйй  ииннссттииттуутт 

находим ее производную, а при помощи неопределенного интегрирования 
мы по данной производной восстанавливаем первоначальную функцию.  

Иначе говоря, задача состоит в том, чтобы по известной функции f(x) 
найти такую функцию F(x), что F′(x) = f(x).  

В этом случае F(x) называют первообразной функцией для данной 
f(x), а общее выражение всех первообразных для f(x) называют неопреде-
ленным интегралом от функции f(x) и обозначают 

∫ += CxFdxxf )()( , 

где )(xf  – подынтегральная функция, dxxf )( –  подынтегральное выраже-
ние, независимая переменная х – переменная интегрирования, а С – произ-
вольная постоянная. 

1. 3 Основная таблица интегралов 

1. ;∫ += Cxdx   

2. ;)1(,
1

1
∫ −≠+

+
=

+
nC

n
xdxx

n
n   

3. ∫ += ;ln Cx
x

dx   

4. ;sincos∫ += Cxxdx   

5. ;cossin∫ +−= Cxxdx   

6. ∫ += ;
cos2 Ctgx

x
dx  

7. ∫ +−= ;
sin2 Cctgx

x
dx  

8. ∫ += ;
ln

C
a

adxa
x

x  

9. ;Cedxe xx +=∫  

10. ∫ +=
+

;
1 2 Carctgx

x
dx  

11. ∫ +=
−

;arcsin
1 2

Cx
x

dx   

12.  ∫ += ;Cshxchxdx  
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13.  ∫ += .Cchxshxdx  

Примечание 1: таблицу необходимо помнить наизусть! 
Примечание 2: при запоминании интегралов (1 – 13) целесообразно 
сопоставлять их с соответствующими формулами дифференцирования.  
Дополним таблицу формулами не столь очевидными как (1 – 13), но 

часто встречающимися при нахождении интегралов 
14. Cxtgxdx +−=∫ cosln ;  

15. Cxctgxdx +=∫ sinln ;  

16. ;1
22∫ +=

+
C

a
xarctg

axa
dx  

17. ;arcsin
22∫ +=

−
C

a
x

xa

dx  

18. ;ln
2
1

22 C
ax
ax

aax
dx

+
+
−

=
−

∫  

19. ;ln 22
22

Caxx
ax

dx
+±+=

±
∫  

20. ;
2

ln
sin

Cxtg
x

dx
+=∫   

21. .
42

ln
cos∫ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += Cxtg

x
dx π  

Найти неопределенный интеграл можно только путем его приведе-
ния к одному из табличных. Поэтому для интегрирования функций необ-
ходимо:  

1) знать наизусть таблицу интегралов; 
2) владеть методами приведения данного интеграла к табличному.  
Разнообразие методов приведения неопределенных интегралов к 

табличным делает задачу интегрирования значительно сложнее, чем зада-
ча дифференцирования. Поэтому почти весь теоретический материал по 
теме «Неопределенный интеграл» посвящен разбору методов интегриро-
вания. Остановимся на основных их них. 

1.4 Непосредственное интегрирование 

Метод непосредственного интегрирования основан на преобразова-
нии подынтегрального выражения к табличной форме путем: 
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1) тождественных преобразований подынтегральной функции; 
2) применения простейших правил интегрирования. 

Простейшие правила интегрирования 
1. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, т. е. 

∫ ∫= dxxfkdxxkf )()( . 

2. Интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраи-
ческой сумме интегралов от этих функций, т. е. 

∫ ∫∫ ±=± .)()())()(( 2121 dxxfdxxfdxxfxf  

3. Всякая формула интегрирования сохраняет свой вид при подста-
новке вместо независимой переменной любой дифференцируемой функ-
ции от нее, т. е. если   

∫ += CxFdxxf )()( , то CuFduuf +=∫ )()( , 

где )(xu ϕ= – любая дифференцируемая функция от х. 

Из правила 3 следует, что для того, чтобы интеграл являлся таблич-
ным, необходимо (но не достаточно!), чтобы переменная интегрирования 
и аргумент подынтегральной функции были равны. Свойства дифферен-
циала позволяют достичь такого равенства путем изменения переменной 
интегрирования.  

Основная таблица интегралов, в силу правила 3, оказывается справед-
ливой не зависимо от того, является ли переменная интегрирования незави-
симой переменной или любой дифференцируемой функцией от нее. Таким 
образом, основная таблица сразу значительно расширяется. 

22. ∫ += Cudu ; 

23. ∫ −≠+
+

=
+

)1(,
1

1
nC

n
uduu

n
n ; 

24. ∫ += ;ln Cu
u
du  

25. ;sincos∫ += Cuudu  

26. ;cossin∫ +−= Cuudu  

27. ∫ += ;
cos2 Ctgu

u
du   
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28. ∫ +−= ;
sin2 Cctgu

u
du   

29. ∫ += ;
ln

C
a

adxa
u

u   

30. ;Cedxe uu +=∫   

31. ∫ +=
+

;
1 2 Carctgu

u
du   

32. ∫ +=
−

,arcsin
1 2

Cu
u

du  

33. ;cosln Cutgudu +−=∫  

34. ;sinln Cuctgudu +=∫  

35. ∫ +=
+

;1
22 C

a
uarctg

aua
du  

36. ∫ +=
−

C
a
u

ua

du arcsin
22

; 

37. C
au
au

aau
du

+
+
−

=
−

∫ ln
2
1

22 ; 

38. Cauu
au

du
+±+=

±
∫ 22

22
ln ; 

39. Cutg
u

du
+=∫ 2

ln
sin

; 

40. .
42

ln
cos∫ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += Cutg

u
du π  

Пример 1.1 Найти интеграл .)(∫ ⋅= xdxtgI  

Решение 

.cosln)( CxxdxtgI +−=⋅= ∫  

Результат интегрирования получен непосредственно из табличного 
интеграла по формуле 33. 
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Пример 1.2 Найти интеграл .5cos∫= xdxI  

Решение 

Среди табличных интегралов имеется интеграл (формула 25) от 
функции ucos , однако данный интеграл не является табличным, т. к. пе-
ременная интегрирования х не равна аргументу 5x подынтегральной 
функции. Необходимо найти )(5)5( xdхd = , тогда  

.5sin
5
1)5(5cos

5
1)5(

5
15cos∫ ∫ +==⋅= CxxxdxdxI  

Пример 1.3 Найти интеграл .
34

1
∫ +

= dx
x

I  

Решение 

[ ] =++==+=+=
+

= ∫∫∫
−−

)34()34(
4
14)24()34(

34
1 2

1
2
1

xdxdxxddxxdx
x

I

.
2

34

2
1

)34(
4
1 2

1

CxCx
+

+
=+

+
⋅=

 
Примечание: при решении использована формула 23. 

Пример 1.4 Найти интеграл ..ln1 5∫= xdx
x

I  

Решение 

.ln
6
1)(lnln 65∫ +== CxxxdI  

Примечание: при решении использована формула 23. 

Пример 1.5 Найти интеграл .sincos3 xdxI e x ⋅= ∫  

Решение 

.
3
1)cos3(

3
1 cos3cos3 CxdI ee xx +−=−= ∫  

Примечание: при решении использована формула 30. 

После каждого изменения формы дифференциала целесообразно про-
водить самоконтроль, т. е. от новой формы дифференциала возвращаться к 
старой. Подынтегральное выражение при этом должно оставаться неизмен-
ным. Следует отметить, что при непосредственном интегрировании примене-
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ние свойств интеграла и дифференциала, а также тож-дественные преобразо-
вания подынтегральной функции выполняются в комплексе. 

Пример 1.6  Найти интеграл .
325

2
2

dx
x

xI ∫
−

−
=  

Решение 

Выполним тождественные преобразования подынтегральной функ-
ции и воспользуемся свойствами неопределенного интеграла. Получим 

.
325325

2
22∫ ∫

−
−

−
=

x

xdx

x

dxI  

 Продолжаем выполнять тожественные преобразования над подын-
тегральными функциями в каждом из полученных интегралов и, применяя 
свойства дифференциала, меняем его форму (меняем переменную инте-
грирования) 

∫ ∫ ∫∫ =

−

−−
−

−
=

−
−

−
=

2
1

2

2

222

2

22
)325(

)325(
3
1

2
1

)3(5

)3(
3

1

2
325

)(
2
1

)3(5
2

x

xd

x

xd

x

xd

x

dxI  

∫ ∫ =−−+
−

=
−

)325()325(
6
1

)3(5

)3(
3

2 22
1

2
22

xdx
x

xd  

.325
3
1

5
3arcsin

3
2

2)325(
6
1

5
3arcsin

3
2

2

2
1

2

Cxx

Cxx

+−+=

=+−+=
 

В последующих примерах сохраним лишь одни выкладки, которые 
проводятся так же, как и в предыдущих примерах. 

Пример 1.7 Найти интеграл .
cossin 22∫
⋅

=
xx

dxI  

Решение 

1 способ: 

.
sin

1

cos

1

cossin

cossin
2222

22
Cctgxtgxdx

xx
dx

xx

xxI +−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⋅

+
= ∫∫  
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2 способ:  

.22
2sin

)2(
2
14

2sin
4

)cossin2(

4

cossin4

4
22222

Cxctg
x

xd

x

dx

xx

dx

xx

dxI +−=⋅==
⋅

=
⋅

= ∫∫ ∫ ∫
 

Отличие результатов интегрирования только внешнее.  

Действительно: 

.
cos
sin

sin
cos

cossin2
sincos2

2sin
2cos222

22
ctgxtgx

x
x

x
x

xx
xx

x
xxctg −=+−=

⋅
−

−=−=−  

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ∫ ;7sin xdx                  5. ∫ −
,

75x
dx                 9. ,532 dxxx∫ +  

2. ∫ − ,)12( 100 dxx         6. ∫ ⋅ ,cossin3 xdxx      10. ,
32 dxex x∫  

3. ∫ −
,

13x
dx                     7. ∫ ,ln2

dx
x

x                11. ∫
+

,
1 2

2
dx

x

xarctg  

4. ∫ −
+ ,

12
23 dx

x
x                8. ∫ ,

)(cos2 dx
e

e
x

x
        12. ∫ .

ln

1
4 dx

xx
 

1.5 Метод подстановки (замена переменной) в неопределенном   
интеграле 

Идея метода состоит в том, что интеграл ∫ dxxf )(  приводят к таб-
личному (или хотя бы упрощают) путем замены переменной в подынте-
гральном выражении.  

При этом возможны подстановки двух видов: 
          1. старую переменную х заменяют некоторой функцией от новой   
переменной  t, т. е. );(tx ϕ=  

2. выражение содержащее х (некоторую функцию от х), заменяют 
новой переменной  t , т. е. .)( tх =ϕ   

В каждом из этих случаев необходимо также найти и заменить dx, а 
после интегрирования по переменной  t возвратиться к старой переменной х.  

Успех применения метода замены переменной зависит от удачно 
выбранной подстановки. 
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Пример 1.8 Найти интеграл .
)95(∫ ⋅+

=
xx

dxI  

Решение 

Пусть х = 2t , тогда dx = 2tdt и интеграл принимает вид: 

.
3
5

3
1

5
2

3)5(
)5(

5
12

95
2

)95(
2

2222

Ctarctg

t
td

t
dt

tt
tdtI

+⋅=

=
+

⋅=
+

=
+

= ∫∫∫
 

Из равенства х = 2t  следует, что t = x . Возвращаясь к переменной x, 

окончательно получаем ответ: .
3
5

53
2 CxarctgI +=  

Пример 1.9 Найти интеграл .
)1(4

)32(
2∫

−−

+
=

x

dxxI  

Решение 

          Пусть tx =−1 , тогда  1+= tx  и dx = dt. В результате замены имеем 

∫ ∫ ∫ ∫ =
−

+
−

=
−

+
=

−

++
= dt

t
dt

t

tdt
t

tdt
t

tI
2222 4

5

4

2

4

52

4

3)1(2  

∫ ∫ ++−−=
−

+

−

−
−= .

2
arcsin542

4
5

)4(

)4( 2
2

2
1

2

2
Ctt

t

dt

t

td  

          Возвращаясь к переменной х, получаем ответ: 

.
2

1arcsin5)1(42 2 CxxI +
−

+−−−=  

Пример 1.10  Найти интеграл .
sin3

cossin
2∫

−
=

x

xdxxI  

Решение 

          Пусть tx =− 2sin3 , тогда xdtxdt cossin2−= , а значит  

dtxdxx
2
1cossin −= . 
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          Тогда  ∫ +−−=+−=+⋅−=
−

= .sin3

2
12

12
1

22
1

СxСtСt
t

dt
I  

Примечание: заметим, что в методе подстановки можно и не вво-
дить явно обозначение новой переменной, а применять известное «непо-
средственное» интегрирование. В таких случаях добиваются, чтобы пере-
менная интегрирования (выражение, стоящее под знаком дифференциала) 
совпала с аргументом подынтегральной функции табличного интеграла. 

Тогда нахождение предыдущего интеграла без применения замены 
переменной будет выглядеть так: 

∫ =
−

= dx
x

xxI
2sin3

cossin  

∫ +−−=+
−

⋅−=

−

−
−= .sin3

2
1

)sin3(
2
1

)sin3(

)sin3(
2
1 22

1
2

2
1

2

2
СxСx

x

xd  

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ,
11∫ ++ x

dx       5. ∫
+

,
14

2

x

x

e

dxe           9. ,2cos2sincos1 2 xdxxx ⋅⋅+∫  

2. ∫
++

,
11 3 x

dx       6. ∫
+ ,
ln

ln1 dx
xx

x     10. ∫ −
,

1

3

x
dxx  

3. ∫
−

,3 xx
dxx       7. ∫ −

+ ,
2

1 dx
xx

x       11. ∫
−

,
)1(33 xx

dx  

4. ∫ +
,

)1(xx
dxx         8. ∫

+
,4 xx

dx           12. ∫
+

.
1 xe

dx  

1.6 Интегрирование по частям 

Метод интегрирования по частям позволяет «расщепить» исходный 
интеграл по формуле 
                                              ∫ ∫ ⋅−=⋅ duvuvdvu                                          (1.1) 
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Цель применения данного метода состоит в том, чтобы в результате 
был получен табличный интеграл или интеграл проще исходного. 

Этот метод приводит к успешному результату, если под знаком ин-
теграла присутствует произведение разноименных функций, например, 
степенной и показательной, степенной и тригонометрической и т. д.  

Для применения формулы интегрирования по частям надо подынте-
гральное выражение представить в виде произведения двух множителей:  
u и dv. Затем найти  du  и  v= ∫ .dv   

При нахождении v произвольная постоянная не влияет на результат 
интегрирования, и поэтому ее не пишут. За u в большинстве случаев при-
нимают функции, интегралы от которых не являются табличными (лога-
рифмические, обратные тригонометрические функции). Если под интегра-
лом требуется понизить степень, то за u принимают многочлен или сте-
пенную функцию. Выражение dv всегда содержит dx и должно легко инте-
грироваться. 

Укажем некоторые классы часто встречающихся интегралов, кото-
рые вычисляются методом интегрирования по частям. 
І. Интегралы вида 

( ) ( ) ( ) ,cos,sin,∫ ∫∫ ⋅⋅⋅ dxkxxpdxkxxpdxexp kx  

где )(xp – многочлен, а k – некоторое число, берутся по частям, если 
положить ( )xpu = . 

ІІ. Интегралы вида  
( ) ( ) ( )∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅⋅ ,arccos,arcsin,ln dxkxxpdxkxxpdxkxxp  

( ) ( )∫ ∫ ⋅⋅⋅⋅ dxarcctgkxxpdxarctgkxxp ,  

берутся по частям, если положить .)( dxxpdv =  

ІІІ. Интегралы вида 

,sin,cos ∫∫ ⋅⋅⋅⋅ dxbxedxbxe axax  

где а, b – постоянные, берутся двукратным интегрированием по частям. 
Пример 1.11 Найти интеграл .ln∫ ⋅= dxxI   

Решение 

Положим u= ln x; dv = dx, откуда dx
x

du 1
= ; .∫ == xdxv  

         Тогда по формуле (1. 1) .ln1ln ∫ +−⋅=⋅−⋅= Cxxxdx
x

xxxI  
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Пример 1.12 Найти интеграл .ln3∫ ⋅⋅= dxxxI  

Решение 

Положим u=ln x; dv = ,3dxx  откуда ;1 dx
x

du = 43
4
1 xdxxv =⋅= ∫ . 

         Тогда 

∫ ∫ +⋅−=−⋅⋅=⋅⋅−⋅⋅= .
16
1ln

4
1

4
1ln

4
11

4
1ln

4
1 443444 Cxxxdxxxxdx

x
xxxI

Пример 1.13 Найти интеграл ∫ −= .dxxeI x  

Решение 

Положим u = x; dv = ,dxe x−  откуда du = dx; ∫ −− −== .xx edxev  

         В итоге ∫ +−−=+−= −−−− .CexedxexeI xxxx   

Примечание: преобразования, необходимые при применении метода ин-
тегрирования по частям, удобно выделять в квадратных скобках. 

Пример 1.14 Найти интеграл ∫= .5cos2 xdxxI  

Решение 

∫ ∫

∫

=−=⋅⋅−⋅=

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⇒=

=⇒=
=⋅⋅=

xdxxxxdxxxxx

xvxdxdv

xdxduxu
dxxxI

5sin
5
25sin

5
125sin

5
1

5
5sin

5
5sin5cos

;2
5cos

22

2
2

 

2

2

1 2 1sin 5 ( cos51 5 5 5sin 5 cos5
5

1 1 2 2 1cos5 ) sin 5 cos5 sin 5 .
5 5 25 25 5

u x du dx
x x x x

dv xdx v x

xdx x x x x x C

= ⇒ =⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⋅ − − ⋅ +
⎢ ⎥= ⇒ = −
⎣ ⎦

+ = ⋅ + − ⋅ +∫

 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ∫ −− ,)34( 3 dxex x         5. ∫ ,xarctgxdx          9. ∫ ,xarctgxdx  
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2. ∫ ,ln2 xdxx                   6. ∫ ,ln2 xdxx          10. ,sin 3 dxx∫  

3. ∫ ,3cos xdxx                 7. ∫ ,dxxarctg        11. ∫ ,ln2 xdx  

4. ∫ ,2sin2 xdxx               8. ∫ + ,)1ln( 2 dxx      12. ∫ .3 dxex x  

Примечание: при решении примеров 9, 10 сначала применить заме-
ну переменной, а потом интегрирование по частям. 

1.7 Интегрирование выражений, содержащих квадратный трех-
член в знаменателе 

Выделен особый класс интегралов, содержащих квадратный трех-
член в знаменателе. Общий вид таких интегралов: 

∫
++

= ,2 cbxax
dxJ      ∫

++

+
= ,2 dx

cbxax
BAxJ  

∫
++

= ,
2 cbxax

dxJ     ∫
++

+
= .

2
dx

cbxax

BAxJ  

Рекомендуемая последовательность нахождения таких интегралов: 
а) в знаменателе выделяется полный квадрат: 

.
4

4
2

442
2

2

22

2

2

2

2
222

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++

a
bac

a
bxa

a
c

a
b

a
b

a
bxxa

a
cx

a
bxacbxax

 

б) осуществляется замена переменной ,
2

t
a

bx =+  приводящая исходный 

интеграл к табличному. 

Пример 1.15 Найти интеграл ∫
++

= .
523 2 xx

dxJ  

Решение 

 ∫ =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++

=
++

=

9
14)

3
1(3

3
5

9
1)

9
1

3
2(3

3
5

3
23523

523 22

22

2
xxx

xxxx

xx
dxJ  
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∫∫ =
+

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−=

=+

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

9
143

1
3
1

3
1

9
14

3
13

1
2

2

t

dt

dtdx

tx

tx

x

dx  

.
14

13
14
1

14
3

14
3

3
1 CxarctgCtarctg +

+
=+⋅=  

Пример 1.16 Найти интеграл ∫
++

−
= .

54

12
2 dx

xx

xJ  

Решение 

[ ] =
++

−
=++=++=

++

−
= ∫∫ dx

x

xxxxdx
xx

xJ
1)2(

121)2(54
54

12
2

22
2  

∫ ∫ ∫ ∫ =
+

−
+

=
+

−
=

+

−−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−=
=+

=
1

5
1

2

1

52

1

1)2(22
2

2222 t

dt

t

tdtdt
t

tdt
t

t

dtdx
tx

tx
 

( )( ) .)2(512ln5)1ln( 22 CxarctgxCarctgtt ++−++=+−+=  

Пример 1.17 Найти интеграл ∫
++

= .
542 xx

dxJ  

Решение 

∫∫∫ =
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
=+

=
++

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

++
=

1

2

1)2(16.154 222 t

dt
dtdx

tx

x

dx

примера
разложение
Смотри

xx

dxJ

 

.1)2(2ln1ln
19

22 CxxCtt
интеграл
табличный
Смотри

+++++=+++=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  

Пример 1.18 Найти интеграл ∫
++

+
= .

54

)12(
2 xx

dxxJ  
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Решение 

∫∫∫ =
+

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
=
=+

=
++

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

++

+
=

1

)32(

2

2

1)2(

)12(

16.154

)12(
222 t

dtt

tx
dtdx

tx

x

dxx

примера
разложение
Смотри

xx

dxxJ

 

=+++−+= Cttt 1ln312 22  

( )∫ ∫ ∫∫ =
+

−++=
+

−
+

=
−

1
3)1(1

1
3

1

2
2

22
1

2
22 t

dttdt
t

dtdt
t

t  

[ ] .1)2(2ln31)2(22 22 Cxxxxt +++++−++=+==  

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ∫
++

,
52 xx

dx  5. ,
983 2∫

+− xx

dx  9. ∫
−+

− ,
23

8
2

dx
xx

x  

2. ∫
++

− ,
1

1
2 dx

xx

x  6. ∫
++

,
522 2 xx

xdx  10. ∫
−−

,
9 2xx

dx  

3. ∫
++

,
24102 xx

dx   7. ,
352 2∫

++ xx

xdx  11. ∫
+−

− ,
123

7
2

dx
xx

x

4. ∫
−+

+ ,
43

25
2

dx
xx

x  8. ∫
−−

,
22 2xx

dx  12. ∫
−+

.
35 2xx

dx  

1.8 Интегрирование рациональных дробей 

Важнейшим классом элементарных функций, интегралы от которых 
находятся при помощи достаточно простой последовательности действий, 
является класс рациональных функций. Всякая рациональная функция 

)(xR  может быть представлена в виде дроби 
)(
)(

xQ
xP , где )(xP  и )(xQ  – 

многочлены, т. е.  
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.
)(
)()(

xQ
xPxR =  

Перед интегрированием рациональной дроби 
)(
)(

xQ
xP  надо выполнить 

следующие алгебраические преобразования: 
а) если дана неправильная (степень многочлена числителя не меньше, чем 
степень многочлена знаменателя) рациональная дробь, то путём деления 
числителя на знаменатель необходимо выделить целую часть, т. е. пред-
ставить дробь в виде 

)(
)(

)(
)(
)( 1

xQ
xP

xM
xQ
xP

+= , 

где )(xM  – целый многочлен, а  
)(
)(1

xQ
xP  –  правильная рациональная дробь; 

б) разложить знаменатель дроби на линейные и простые квадратные мно-
жители: 

...)(...)()( 2 ⋅++⋅⋅−= nm qpxxaxxQ  

в) правильную  рациональную дробь 
)(
)(1

xQ
xP  представить в виде суммы 

простейших дробей: 

......
)(

)(
......

)()()(
)(

212
22

2
11

1
21

+
++

+
++

++

+
+

+
++

+
++

−
++

−
+

−
=

−

−

qpxx
CxB

qpxx
CxB

qpxx
CxB

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xR

nn
n

n
m

mm
 

г) правую часть последнего равенства привести к общему знаменателю. 

Она примет вид 
)(
)(*

xQ
xR , где )(* xR  – многочлен тождественно равный 

)(xR , а его коэффициенты выражены через константы ;,,...,, 21 nn CВАА  
д) записать тождество )()( * xRxR ≡ . 
е) составить и решить систему линейных уравнений относительно неопре-
делённых коэффициентов .,,...,, 21 nn CВАА   

Уравнения системы можно получать двумя способами:  
1) приравнять коэффициенты при одинаковых степенях x  в левой и пра-
вой части тождества;  
2) подставить в тождество любые (удобные для вычисления) значения x . 
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Примечание: Для составления системы полезно комбинировать оба 
способа получения уравнений. 
ж) вычисленные значения nn CВАА ,,...,, 21  подставить в разложение дроби 
и перейти к интегрированию. В результате интегрирование рациональной 
дроби сведётся к нахождению интегралов от многочлена )(хМ  и от про-
стейших рациональных дробей типа: 

ах
А
−

; mах
А

)( −
; 

qpxx
BAx
++

+
2 ; nqpxx

BAx
)( 2 ++

+ . 

Пример 1.19 Найти интеграл .
4

132
3

34
dx

xx
xxxI ∫

−

++−
=  

Решение 
Под интегралом имеем неправильную рациональную дробь, так как 

степень многочлена, находящегося в числителе больше степени много-
члена знаменателя. Поэтому прежде всего выделим целую часть этой дро-
би, разделив числитель на знаменатель. 

В результате подынтегральная дробь примет вид: 

.
4

1812
4

132
3

2

3

34

xx
xxx

xx
xxx

−

+−
+−=

−

++−  

Следовательно, 

=
−

++−
= ∫ dx

xx
xxxI

4
132

3

34

 .
4

18
4

182 1
2

3

2
2

3

2
Ixxdx

xx
xxxxdx

xx
xxdxxdx +−=

−

+−
+−=

−

+−
+−= ∫∫ ∫ ∫  

Найдем интеграл dx
xx

xxI ∫
−

+−
=

4
18

3

2
1  от правильной рациональной            

дроби.  
Для этого разложим ее на простейшие дроби. Такое разложение за-

висит от количества и вида корней знаменателя. 
В нашем случае знаменатель имеет три корня (высшая степень неиз-

вестного), а чтобы определить их вид необходимо знаменатель разложить 
на простые множители, а именно: 

).2)(2()4(4 23 +−=−=− xxxxxxx  

Такое разложение позволяет сделать вывод о том, что корни знаме-
нателя являются действительными и разными (простыми).  



23 

ГГВВУУЗЗ  ««ДДооннННТТУУ»» ААввттооммооббииллььнноо--ддоорроожжнныыйй  ииннссттииттуутт 

Поэтому подынтегральная дробь может быть разложена на простей-
шие дроби следующим образом: 

.
)2)(2(

)2()2()2)(2(

22)2)(2(
18

4
18 2

3

2

+−
−++++−

=

=
+

+
−

+=
+−
+−

=
−

+−

xxx
xCxxBxxxA

x
C

x
B

x
A

xxx
xx

xx
xx

 

Из равенства дробей и их знаменателей следует тождественное ра-
венство их числителей: 

).2()2()2)(2(18 2 −++++−≡+− xCxxBxxxAxx  

Для нахождения А, В и С подставим в правую и левую части тож-
дества произвольные значения х. Удобнее, если они совпадут с корнями 
знаменателя. 

В результате: 

.
8
35

,
8
31

,
4
1

),4)(2(001)2()2(8

,04201228

,41

2
2
0

2

2

=

=

−=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−++=+−−−⋅

+⋅⋅+=+−⋅

−=

−=
=
=

С

В

А

С

В

А

х
х
х

 

Итак, разложение исходной рациональной дроби на простейшие 
дроби имеет вид: 

.
)2(8

35
)2(8

31
4
1

4
18

3

2

+
+

−
+−=

−

+−
xxxxx

xx  

Тогда 

∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
−

+−++= dx
xxx

xxI
)2(8

35
)2(8

31
4
12  

∫ ∫∫ =
+

+
−

+−+=
28

35
28

31
4
12

x
dx

x
dx

x
dxxx  

Cxxxxx +++−+−+= 2ln
8
352ln

8
31ln

4
12 . 

Пример 1.20 Найти интеграл .
)1()2(

54
3

2
dx

xx
xI ∫

+⋅+

+
=  
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Решение 
Имеем интеграл от правильной рациональной дроби со знаменате-

лем, разложенным на простые множители.  

Обратим внимание на то, что множитель 3)2( +x  входит в знамена-
тель в третьей ( 3=m ) степени, следовательно корень знаменателя 2−=x  
имеет кратность, равную 3, а значит в разложении дроби на простейшие 
ему соответствует сумма трёх дробей, т. е. 

12)2()2()1()2(
54 3

2
2

3
1

3

2

+
+

+
+

+
+

+
=

++

+
x

B
x
A

x
A

x
A

xx
x . 

В правой части полученного равенства приводим сумму дробей к 
общему знаменателю )1()2( 3 +⋅+ xx  и приравниваем числители.  

Получаем  

.)2()1()2()1)(2()1(54 32
321

2 +++++++++≡+ xBxxAxxAxАx  

Для нахождения BAAA ,,, 321  необходимо составить систему из 4-х 
уравнений. Получим её комбинированным приёмом, т. е. часть уравнений 
составим путём приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях 
х в левой и правой частях, а часть – подставляя вместо х  значения корней 
знаменателя или любые другие удобные для вычислений значения х .  

Получаем 

.9
,5

,9
,21

,0
,8425

,9
,21

0
1
2

3

2

1

3

321

1

3 −=
−=

=
−=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+++=

=
−=

=
−=
−=

A
A
B

A

BA
BAAA

B
А

x
х
х
х

 

Примечание: Последнее уравнение системы получено путём при-
равнивания коэффициентов при 3x . 

Итак, 

1
9

2
9

)2(
5

)2(
21

)1()2(
54

233

2

+
+

+
−

+
+

−
+

+

−
=

++

+
xxxxxx

x . 

Следовательно, 
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=
+

+
+

−
+

−
+

−=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

+
−

+
+

−
+

+

−
=

∫∫ ∫∫

∫

1
9

2
9

)2(
5

)2(
21

1
9

2
9

)2(
5

)2(
21

23

23

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

dx
xxxx

I
 

.1ln92ln9
1
)2(5

2
)2(21

12
Cxxxx

++++−
−
+

−
−
+

−=
−−

 

Пример 1.21 Найти интеграл .
)54()2(

14
22

2
dx

xxx
xI ∫

++⋅+

+
=  

Решение 

Квадратичный множитель 542 ++ xx  - простой и входит в знамена-
тель в первой степени. Поэтому в разложении дроби на простейшие ему 

соответствует дробь 
542 ++

+

xx
CBx . 

Следовательно, 

)54()2(
14

22

2

++⋅+

+

xxx
x = +

+
+

+ 2)2(
2

2
1

x
A

x
А .

542 ++

+

xx
CBx  

В результате приведения правой части к общему знаменателю полу-
чим равенство числителей 

14 2 +x ≡ 22
2

2
1 )2)(()54)(2()54( +++++++++ xCBxxxxAxxA . 

Комбинированным приёмом составляем систему уравнений и решаем 
её. 

.21
,16

,16
,15

,0
,223
,41051

,15

1
0

2

2

1

2

21

21

1

3 =
=
−=
=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+−+=

++=−
=

−=
=
−=

C
B

A
A

BA
CBAA
CAA

А

x

х
х
х

 

Искомый интеграл принимает вид: 

∫ ∫∫∫ =
++

+
+

+
−

+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

+
+

+
−

+
+

= dx
xx

x
x
dx

x
dxdx

xx
x

xx
I

54
2116

2
16

)2(
15

54
2116

2
16

)2(
15

2222
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=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−=
=+

=
++

+
++−

−
+

= ∫
−

.
,2
,2

1)2(
21162ln16

1
)2(15 2

1

dtdx
tx

tx
dx

x
xxx  

∫ =
+

−
++−

+
−

= dt
t

tx
x 1

11162ln16
2

15
2  

=
+

−
+

++−
+
−

= ∫ ∫
1

11
1

162ln16
2

15
22 t
dtdt

t
tx

x
 

Carctgttx
x

+−+++−
+

−= 11)1ln(82ln16
2

15 2  

.)2(11)1)2ln((82ln16
2

15 2 Cxarctgxx
x

++−++++−
+
−

=  

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ∫
+

−+ ,
3

49
2

35
dx

xx
xx       2. ∫

−

−−+ ,3
24

23
dx

xx
xxx       3. ∫

+

++ ,
)2(

2
3

3
dx

xx
xx  

4. ∫
+−

,
342

3
dx

xx
x        5. ,

)1(
12

3

3
dx

xx
xx

∫
+

++       6. ∫
+−

− ,
)4)(1(

83
22 dx

xx
x   

1.9 Интегрирование тригонометрических выражений 

Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функ-
ции, отличается многообразием используемых приемов и требует умелого 
применения тригонометрических формул в тождественных преобразованиях. 

Рассмотрим несколько видов указанных интегралов. 
1.9.1 Интегралы вида ∫ ,)cos,(sin dxxxR  где )cos,(sin xxR  – рацио-

нальная функция от синуса и косинуса. 
Такие интегралы удобно находить с помощью универсальной триго-

нометрической подстановки вида .
2

txtg =  При этом необходимо восполь-

зоваться формулами, выражающими тригонометрические функции через 
тангенс половинного аргумента, а именно: 



27 

ГГВВУУЗЗ  ««ДДооннННТТУУ»» ААввттооммооббииллььнноо--ддоорроожжнныыйй  ииннссттииттуутт 

.

2
1

2
1

cos,

2
1

2
2

sin
2

2

2 xtg

xtg
xxtg

xtg
x

+

−
=

+
=  

В результате применения универсальной тригонометрической под-
становки получаем 

.
1
1cos,

1
2sin 2

2

2 t
tx

t
tx

+

−
=

+
=  

         Поскольку ,2arctgtx =  то .
1

2
2t

dtdx
+

=  

а) Если )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR =−− , то применяют подстановку ttgx = . 

    Тогда .
1

;
1

1cos;
1

sin
222 t

dtdx
t

x
t

tx
+

=
+

=
+

=  

б) Если )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR −=− , применяют подстановку .cos tx =  

    Тогда .
1

;1sin
2

2

t

dtdxtx
−

=−=  

в) Если )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −=− , применяют подстановку .sin tx =  

    Тогда .
1

;1cos
2

2

t

dtdxtx
−

=−=  

Пример 1.22 Найти интеграл ∫ ++
= .

3sin2cos xx
dxJ  

Решение 

Применим универсальную подстановку 2

2

2 1
1cos,

1
2sin

t
tx

t
tx

+

−
=

+
= , 

.
1
2

2t
dtdx
+

=   

Получим 

∫ ∫ ∫ =
++

=
+++−

=
+

⋅

+
+

+
+

−
=

223341
2

1
2

3
1

4
1
1

1
2222

22

2 tt
dtdt

ttt
dt

t
dt

t
t

t
t

J  
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.1
2

)1(
1)1( 2 CxtgarctgCtarctg

t
dt

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++=

++
= ∫  

1.9.2 Интегралы вида ∫ ⋅ ,cossin xdxx nm  где m  и n  – целые числа. При 
этом возможны случаи: 

а) если хотя бы одно из m  и n  нечетное, то проще всего сделать замену 
tx =sin  или .cos tx =  

Пример 1.23 Найти интеграл ∫= .cossin 34 xdxxJ  

Решение 

[ ]∫

∫ ∫
===−=

=⋅⋅==

txxdxx

dxxxxxdxxJ

sin)(sin)sin1(sin

coscossincossin
24

2434
 

∫ ∫ ∫ +−=+−=−=−= .
7

sin
5

sin
75

)1(
7575

6424 CxxCttdttdttdttt  

б) если m  и n  – четные положительные числа, то необходимо понизить 
степень, используя известные формулы: 

.
2

2cos1cos,
2

2cos1sin 22 xxxx +
=

−
=  

Пример 1.24 Найти интеграл .cos4∫= xdxJ  

Решение 

( )∫ ∫ ∫∫ =
++

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=== dxxxdxxdxxxdxJ
4

2cos2cos21
2

2cos1coscos
22224  

∫ ∫ ∫ ∫ =
+

++=++= dxxxxxdxxdxdx
2

4cos1
4
1

4
2sin

4
2cos

4
12cos

2
1

4
1 2  

 

.
32

4sin
4
2sin

8
3

32
4sin

84
2sin

4
CxxxCxxxx

+++=++++=  

1.9.3 Интегралы вида  

∫ ∫ ∫ .coscos;sinsin;cossin nxdxmxnxdxmxnxdxmx  

Для нахождения таких интегралов необходимо произведение триго-
нометрических функций представить в виде суммы с помощью следую-
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щих формул: 

( )

( )

( ).)cos()cos(
2
1sinsin

;)cos()cos(
2
1coscos

;)sin()sin(
2
1cossin

nmnmnxmx

nmnmnxmx

nmnmnxmx

+−−=⋅

−++=⋅

−++=⋅

 

Пример 1.25 Найти интеграл  ∫ ⋅= .4cos9cos xdxxJ   

Решение 

( )∫ ∫ =+=⋅= dxxxxdxxJ 5cos13cos
2
14cos9cos  

∫ ∫ ++=+= .
10

5sin
26
13sin5cos

2
113cos

2
1 Cxxxdxxdx  

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ∫ ++
,

sincos1
cos dx

xx
x     2. ∫ ,sin3 xdx             3. ∫ ,

4
cos4 dxx  

4. ∫ +
,

sin35
sin dx

x
x              5. ∫ ,cossin 44 xdxx  6. ∫ .3cos7sin xdxx  

1.10 Интегрирование некоторых иррациональностей 

1.10.1 Интегралы вида ∫ − dxxaxR );( 22 . 

Рекомендуемая замена .sin tax =  Тогда .cos,cos22 tdtadxtaxa ==−  

Пример 1.26 Найти интеграл .
4 22∫
−

=
xx

dxJ  

Решение 

Сделаем замену .sin2 tx =  Тогда .cos2,cos24 2 tdtdxtx ==−  

∫ ∫∫ +−===
−

= .
4
1

sin4
1

cos2)sin2(
cos2

4 2222
Cctgt

t
dt

tt
tdt

xx

dxJ  

Переход к первоначальной переменной осуществим с помощью пря-
моугольного треугольника. 
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           Ответ:  .
4

4 2
C

x
xJ +

−
−=  

Примечание: при нахождении таких интегралов может быть ис-
пользована замена .costax =  

1.10.2 Интегралы вида ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − .; 22 dxaxxR  

Рекомендуемая замена   .
sin t

ax =   

Тогда 

.
sin

cos,
sin
cos

sin 2
2

2

2
22 dt

t
tadx

t
taa

t
aax −

==−=−  

Пример 1.27 Найти интеграл ∫
−

= .252
dx

x
xJ  

Решение 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

−
===

−
= ∫ t

txdt
t
tdx

t
xdx

x
xJ

sin
cos525;

sin
cos5;

sin
525 2

2

2
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =+−=
−

−=−=−= dt
t

dtdt
t

tdt
t
tdt

tt
ttt 5

sin
5

sin
sin15

sin
cos5

sinsin5
cossincos55 22

2

2

2

2  

.55 Ctctgt ++=  

Переход к старой переменной осуществим с помощью прямоуголь-
ного треугольника. 

 
 

x 2 

t 

24 x−  

2
sin xt = ,   

x
xctgt

24 −
=  
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x 5

252 −x

t

 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ: .5arcsin252 C
x

xJ ++−=  

1.10.3 Интегралы вида ∫ + .);( 22 dxxaxR  

Рекомендуемая замена  

.
cos

)1(;
cos

; 2222
2 t

attgaxadt
t

adxatgtx =+=+==  

Пример 1. 28  Найти интеграл ∫
+

+
= .

)16(

1
32

dx
x

xJ  

Решение 

∫ ∫ =⋅
+

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
=

+

+
=

t
dt

ttg

tgt

t
dtdx

tgtx
dx

x

xJ 232232 cos
4

)1616(

41

cos
4

4

)16(

1  

 

∫ ∫∫ =+=
⋅

+
=

+

+
= tdttgt

t
t

dttgt

ttgt

dttgt cos)41(
16
1

cos
cos

1
)41(

16
1

)1(cos

)41(
4
4

2
3

3223  

∫ +−=+= .)cos4(sin
16
1)sin4(cos

16
1 Cttdttt  

Возвратимся к исходной переменной .x  Для этого строим прямо-

угольный треугольник, соответствующий условию .
4
xtgt =  

,5sin
x

t =  .
5

252 −
=

xctgt  
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             Ответ: .
1616

16

16

16

1616
1

222
C

x

xC
xx

xJ +
+

−
=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

+
=  

Задачи для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. ∫ − ,4 2 dxx              2. ,9
4

2
dx

x

x
∫

−         3. ∫
++

,
9)9( 22 xx

dx  

4. ∫
−

,
16 2

2
dx

x

x           5. ∫
−

,
1622 xx

dx      6. ∫ − ,9 22 dxxx  

7. ∫
++

,
9)9( 22 xx

dx    8. ,12
dx

x
x

∫
−          9. ∫

+ .42
dx

x
x  

 

4 

t

216 x+  
x 

Тогда ,
16

sin
2x

xt
+

= .
16

4cos
2x

t
+

=  
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2 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1 Определенный интеграл как предел интегральной суммы 

Рассмотрим непрерывную функцию ),(xf  определенную на от-
резке [ ].;ba  Разобьем отрезок [ ]ba;  на n  частей точками деления 

bxxxa n == ;...;; 10  таким образом, что ..... 110 nn xxxx <<<< −   
Обозначим .....;;; 1122011 −−=Δ−=Δ−=Δ nn xxxxxxxxx  
В каждом интервале ),(...,),,(),;( 12110 nn xxxxxx −  выберем про-

извольную точку nξξξ ,...,, 21  и найдем значения функции в этих точках. 
Составим сумму  

.)()(...)()(
1

2211 ∑
=

Δ=Δ++Δ+Δ=
n

i
iinnn xfxfxfxfS ξξξξ  

Эта сумма называется интегральной суммой для функции )(xf  на 
отрезке [ ].;ba  Если число разбиений n  неограниченно увеличивать, то 

.0max →Δ ix  Если при этом интегральная сумма nS  имеет предел, не за-
висящий от способа разбиения отрезка [ ]ba;  и от выбора точек iξ , то 
функция )(xf  называется интегрируемой на [ ]ba; , а сам предел называет-
ся определенным интегралом от функции )(xf  на отрезке [ ]ba;  и обозна-
чается символом 

,)(∫
b

a
dxxf  

где a  и b  – соответственно нижний и верхний пределы интегрирова-
ния. 

2.2 Свойства определенных интегралов 

1. ∫ =
a

a
dxxf .0)(  

2. .)()( ∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf  

3. ,)()(∫ ∫=⋅
b

a

b

a
dxxfkdxxfk  где k  – постоянное число. 
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4. ∫ ∫ ∫±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf .)()())()((  

5. Если интервал интегрирования [ ]ba;  разбит на две части [ ]сa;  и 
[ ]bс; , то  

∫ ∫∫ +=
c

a

b

c

b

a
dxxfdxxfdxxf .)()()(  

6. Если на [ ]ba;  0)( ≥xf , то  

.0)(∫ ≥
b

a
dxxf  

7. Если на [ ]ba;  )()( xgxf ≥ , то 

∫ ∫≥
b

a

b

a
dxxgdxxf .)()(  

8. Если на [ ]ba;  )(xf  непрерывна, то существует такая точка 
[ ]bac ;∈ , что 

∫ −⋅=
b

a
abcfdxxf ).()()(  

9. Если m и M – соответственно наименьшее и наибольшее значения 
функции f(x) на отрезке [a, b], то:  

∫ −≤≤−
b

a
abMdxxfabm )()()( . 

2.3 Вычисление определенных интегралов 

Вычисление определенных интегралов от непрерывных функций 
осуществляется с помощью формулы Ньютона-Лейбница 

∫ −=
b

a
aFbFdxxf ),()()(  

где )(xF  – одна из первообразных непрерывной на отрезке [ ]ba;  функции 
)(xf . 

Обычно разность первообразных, стоящую справа в формуле Нью-
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тона-Лейбница, изображают символом b
axF )(  и формулу Ньютона- Лей-

бница записывают в виде 

∫ =
b

a

b
axFdxxf .)()(  

Пример 2.1 Вычислить определенный интеграл ∫
2

.
ln

e

e xx
dx  

Решение 

∫∫ =−=−===
2

2
2

.2ln1ln2lnlnlnlnlnlnln
ln

)(ln
ln

2
e

e

e
e

e

e
eex

x
xd

xx
dx  

Пример 2.2 Вычислить определенный интеграл ∫
+

+π

π

2

2
.

sin2

cos dx
xx

xx  

Решение 

 ∫ ∫ =+=
+

+
=

+

+π

π

π

π

π
π

2 2
22

2

2

2 )sin2ln(
2
1

sin2
)sin2(

2
1

sin2
cos xx

xx
xxddx

xx
xx  

 .2ln4ln
2
1ln

2
14ln

2
1 22 ==−= ππ  

2.4 Замена переменной в определенном интеграле 

Вычисление определенного интеграла можно иногда упростить, сде-
лав замену переменной. 

Пусть требуется вычислить интеграл ∫
b

a
dxxf ,)(  где )(xf  функция не-

прерывная на [ ].,ba  Перейдем от переменной x  к переменной ,t  положив 
),(tx φ=  где )(tφ  удовлетворяет следующим условиям: 

1) )(tφ  определена и непрерывна в некотором промежутке [ ]βα ,  и ее зна-
чения не выходят за пределы [ ],,ba  когда t  изменяется на [ ]βα , ; 

2) ba == )(;)( βφαφ ; 

3) существует в промежутке [ ]βα ,  непрерывная производная ).(tφ′  

Тогда имеет место формула 
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∫ ∫ ′=
b

a
dtttfdxxf

β

α
φφ .)())(()(  

Пример 2.3 Вычислить ∫
−1

2
2

2

2
.1 dx

x

x  

Решение 
         Сделаем замену .sin tx =   

Тогда ,
42

2arcsin,arcsin,cos 1

π
==== txttdtdx  .

2
1arcsin2

π
==t  

Следовательно,  

∫ ∫ ∫ ∫ =
−

==⋅
−

=
−1

2
2

2

4

2

4

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

sin
sin1

sin
coscos

sin
sin11

π

π

π

π

π

π
dt

t
tdt

t
ttdt

x
xdx

x
x  

( )∫ −=++−=++−−=−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

4

2

4
2 .

4
1

4
1

24422
1

sin
1

π

π

π

π
πππππππ ctgctgtctgtdt

t
 

2.5 Интегрирование по частям в определенном интеграле 

Пусть функции )(xu  и )(xv , а также их первые производные непре-
рывны на отрезке [ ],,ba  тогда имеет место следующая формула интегри-
рования по частям в определенном интеграле: 

∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a vduuvudv . 

Примечание. Интегрирование по частям в определенном интеграле 
применяется к тому же классу интегралов, что и нахождение неопреде-
ленного интеграла по частям. 

Пример 2. 4 Вычислить ∫
2

1
.ln xdxx  
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Решение 

=−=⋅−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

===

==
= ∫∫∫

∫

2

1

2

1

2
2
1

22

1
2 2

12ln2
2

ln
2

2
;

;;ln
ln xdx

x
dxxxx

xxdxvxdxdv

x
dxduxu

xdxx  

.
3
22ln2

4
112ln2

2
2ln2 2

1

2
−=+−=−=

x  
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3 НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

3.1 Интегралы с бесконечными пределами 

Пусть функция )(xf  непрерывна на [ )∞;a  и для любого отрезка [ ]ba;  

существует ∫
b

a
dxxf .)(  Если ∫

b

a
dxxf )(  стремится к конечному пределу при 

неограниченном возрастании b , то этот предел называется несобственным 

интегралом с бесконечной верхней границей и обозначается ∫
∞

a
dxxf .)(  

Таким образом, ∫ ∫
∞

∞→
=

a

b

ab
dxxfdxxf .)(lim)(  

В этом случае несобственный интеграл называют сходящимся. Если 
же указанный предел не существует или равен бесконечности, то говорят, 
что интеграл расходится.  

Аналогично определяется несобственный интеграл с бесконечной 
нижней границей: 

∫ ∫
∞− −∞→

=
b b

aa
dxxfdxxf .)(lim)(  

Несобственный интеграл с двумя бесконечными границами опреде-
ляется следующим образом: 

∫ ∫ ∫
∞

∞− ∞−

∞
+=

c

c
dxxfdxxfdxxf ,)()()(  

где c  – любая фиксированная точка оси ОХ. Причем, этот интеграл 
сходится только тогда, когда сходится каждый из интегралов. 

Пример 3.1 Вычислить несобственный интеграл ∫
∞

2 ln
e

xx
dx  или доказать 

его расходимость. 
Решение 

( )=−===
∞→∞→∞→

∞
∫∫ 2lnlnlnlimlnlnlim

ln
lim

ln 2
22

ebx
xx

dx
xx

dx
b

b
eb

b

ebe
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.2)2ln(lnlim ∞=−∞=−=
∞→

b
b

 

                                                 Вывод: исходный интеграл расходится. 

Пример 3.2 Вычислить несобственный интеграл ∫
∞

∞− ++ 522 xx

dx  или до-

казать его расходимость. 
Решение 

( ) ( )

0

2 2 2
0

0
0

lim lim
2 5 1 4 1 4
1 1 1 1lim lim
2 2 2 2

b

a ba

b
a

a b

dx dx dx
x x x x

x xarctg arctg

∞

→−∞ →∞−∞

→−∞ →∞

= + =∫ ∫ ∫
+ + + + + +

+ +
= + =

 

.
42

1
2
1

442
1

2
1

2
1

2
1lim

2
1

2
1

2
1lim

2
1

πππ
=−++=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
∞→−∞→

arctgarctg

arctgbarctgaarctgarctg
ba  

                                                      Вывод: исходный интеграл сходится. 
Примечание. Для вычисления несобственного интеграла остается 

справедливым метод замены переменной. Часто удачной заменой пере-
менной несобственный интеграл с бесконечными пределами сводится к 
определенному интегралу. 

Пример 3.3 Вычислить 
( )

.
10

22
∫
∞

+
=

x

dxI  

Решение 

Сделаем замену ,tgtx =  тогда  

( ) ( )
.cos

1

1

1

1,
cos

4
22222 t

ttgxt
dtdx =

+
=

+
=  

          Если x  изменяется от 0 до ∞ , то t  меняется от 0 до .
2
π  Тогда 

( )∫ ∫ ∫ =+==⋅=
2

0

2

0

2

0

2
2

4 2cos1
2
1cos

cos
cos

π π π

dtttdt
t

dttI  
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.
4

2sin
2
1

2
1 2

0
π

π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += tt  

3.2 Несобственные интегралы от разрывных функций 

Пусть функция )(xfy =  непрерывна на [ )ba; , а в точке b  имеет бес-
конечный разрыв и интегрируема на любом отрезке [ ]ε−ba; , где 

( )ab −∈ ;0ε .  

Если при ,∞→ε  определенный интеграл ∫
−εb

a
dxxf )(  стремится к ко-

нечному пределу, то этот предел называется несобственным интегралом 

от разрывной функции и обозначается .)(∫
b

a
dxxf  Таким образом, 

.)(.)( lim
0
∫∫
−

→
=

ε

ε

b

a

b

a
dxxfdxxf  

Аналогично, если функция )(xfy =  разрывна в точке a , то 

.)()( lim
0
∫∫
+→

=
b

a

b

a
dxxfdxxf

εε
 

Если функция )(xfy =  разрывна в некоторой внутренней точке 
[ ]bac ;∈ , то 

.)(lim)()(
00

lim ∫ ∫∫
−

+→→
+=

ε

δδε

c

a

b

c

b

a
dxxfdxxfdxxf  

Пример 3.4 Вычислить или доказать расходимость ∫
−

1

0 2
.

1 x

dx  

Решение 

.
2

0arcsin)1arcsin(limarcsinlim
1

lim
1 0

1
00

1

0

1

0 202
πε

ε
ε

ε

ε

ε
=−−==

−
=

− →
−

→

−

→
∫ ∫ x

x

dx

x

dx

 
                                                                    Вывод: интеграл сходится. 
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Пример 3.5 Вычислить или доказать расходимость .
cos

2

0
∫

π

x
dx  

Решение 

∫∫
−

−

→→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

επ
επ

εε

π
π2

0

2
000

2

0 42
lnlim

cos
lim

cos
xtg

x
dx

x
dx  

.
22

lnlim
4

ln
424

lnlim
00

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+−=
→→

επππεπ
εε

tgtg  

                                                                    Вывод: интеграл расходится. 

Пример 3.6 Вычислить или доказать расходимость ∫
−

1

1 3 2
.

x

dx  

Решение 

∫ ∫ ∫∫∫
− +

−

→

−

−

−

→−
=+=+=

1

1

1

0

1

0

3
2

0

0

1

3
2

03 2

0

1 3 23 2
limlim

δδ

ε

ε
dxxdxx

x

dx

x

dx

x

dx  

.6333lim3lim 1
0

3
0

0
1

3
0

=+=⋅+⋅= +→
−

−→ δδ
ε

ε
xx  

                                                               Вывод: интеграл сходится. 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить интегралы или установить их расходимость: 

  1. ∫
∞

1
,

x
dx     2. ,

0

2 dxe x∫
∞

−    3. ,ln

2
∫
∞

dx
x
x    4. ,

1
2
2∫

∞

∞− +x
xdx   5. ∫ −

2

1
,

1x
xdx  

            6. ∫
1

0
,ln xdxx   7. ,

ln

2

1
∫ xx

dx   8. .
34

2

0
2∫

+− xx
dx  
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4 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА 

4.1 Вычисление площадей плоских фигур 

4.1.1 Кривая задана в декартовых координатах 
а) если плоская фигура в декартовой системе координат представляет со-
бой криволинейную трапецию ABCD (рис. 4.1), ограниченную сверху 
графиком функции )(xfy = , причем 0)( ≥xf , осью OX  и прямыми ax =  
и bx = , то площадь плоской фигуры вычисляется по формуле 

                                                      ∫=
b

a
dxxfS )( .                                           (4.1) 

 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 4.1 

б) если 0)( ≤xf  на [ ]ba; , то 

                                                     ∫=
b

a
dxxfS )( .                                            (4.2) 

в) если )()( xgxf ≥  на  [ ]ba; , то 

                                         ∫ −=
b

a
dxxfxgS .))()((                                   (4.3) 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.2 

   y 

0 

C 

D A 

B 

a b 

( )y f x=

( )y g x=

y 

0 

B C 

A D 
a b 
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Пример 4.1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямой 
xy 23−=  и параболой .2xy =  

Решение 

Построив графики прямой и параболы, получим нужную фигуру 
(рис.4.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.3 

Найдем точки пересечения прямой и параболы. Для этого решим 

систему уравнений .
23

2⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−−

xy

xy
 В результате получим квадратное уравне-

ние ,0322 =−+ xx  решение которого дает два корня 31 −=x  и .12 =x  
Тогда искомая площадь по формуле (4.3) равна 

.).(
3
210

3
3)23( 1

3
3

2
1

3

2 едквxxxdxxxS =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=−−= −

−
∫ . 

4.1.2 Кривая задана параметрически 

Если фигура ограничена кривой, заданной параметрическими урав-
нениями  )(),( tyytxx == , прямыми ax = ,  bx =  и осью OX , 
то ее площадь вычисляется по формуле 

                                             ∫ ′=
2

1

,)()(
t

t
dttxtyS                                                (4.4) 

где 0)(),(),( 21 ≥== tytxbtxa  на [ ].; 21 tt  
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Пример 4. 2 Найти площадь петли кривой  

.0,0)4();1( 32 >>−=−= battbytax  

Решение 

Найдем точки пересечения кривой с координатными осями: 

0=x  при 0;1 =±= yt  при 0=t  и .2±=t  Следовательно, искомые точки:  

)3;0( b  при ;1=t  )3;0( b−  при ;1−=t  )0;( a−  при ;0=t  )0;3( a  при 
.2±=t  

Точка )0;3( a  является точкой самопересечения кривой, в результа-
те образуется петля (рис.4. 4). 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.4 

Площадь фигуры находим по формуле (4.4), как удвоенную площадь 
верхней ее половины: 

.).(
15

256)4(42)4(2
2

0

42
2

0

3 едквabdtttabtadtttbS =−=−= ∫∫  

4.1.3 Кривая задана в полярных координатах 

 В полярных координатах площадь криволинейного сектора OAB 
(рис. 4.5), ограниченного кривой )(ϕρρ =  и лучами 1ϕϕ =  и 2ϕϕ = , вычис-
ляется по формуле (4.5).  

                                                        .
2
1 2

1

2∫=
ϕ

ϕ
ϕρ dS                                        (4.5) 
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Рисунок  4.5 

Пример 4.3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
ϕρ 3cos4=  и ).2(2 ≥= ρρ  

Решение 

Данная кривая является трехлепестковой розой (рис. 4.6). 

Чтобы определить, как изменяется полярный угол ϕ , когда радиус-
вектор описывает площадь одного лепестка, решим уравнение ,0=ρ  т. е. 

.03cos4 =ϕ  В результате получим .
3

2
6

ππϕ k
+±=  

 При .
6

,
6

0 21
πϕπϕ =−==k  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.6 

B

A 

ρO 

 

 

 

)(ϕρρ =
 

2ϕ  
1ϕ
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Уравнение )2(2 ≥= ρρ  определяет окружность с центром в начале 
координат и радиусом 2. Искомой фигурой является часть розы, отсекаемая 
окружностью. Определим, как изменится полярный радиус, когда радиус-
вектор описывает искомую площадь. Для этого решим систему уравнений 

⎩
⎨
⎧

=
=

2
3cos4

ρ
ϕρ

,  из которой следует .
3

2
9

ππϕ k
+±=  

При .
9

,
9

0 21
πϕπϕ =−==k  

         Найдем площадь одного лепестка    ( )∫
−

=−=
9

9

2
1

2
21 2

1
π

π
ϕρρ dS  

   ).
2
3(

3
44)6cos1(8)43cos16(

9

0

9

0

9

0

2 +=++=−= ∫ ∫∫ πϕϕϕϕϕϕ

π ππ

ddd  

                       Ответ: площадь всей фигуры .).()32(23 1 едквSS +== π . 

4.2 Вычисление длины дуги плоской кривой 

4.2.1 Если кривая задана в декартвых координатах уравнением 
( )xfy = , ,bxa ≤≤  причем )(xf  имеет непрерывную производную, то длина 

кривой  

                          ∫ ′+=
b

a
dxyL .)(1 2                             (4.6) 

Пример 4.4 Найти длину дуги полукубической параболы 32 )1(5 −= xy , 
отсекаемой прямой .3=x  

Решение 

Полукубическая парабола с вершиной в точке (1; 0) пересекается с 
прямой в точках  А и С (рис. 4.7), поэтому .31 ≤≤ x  
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Y 

X0 1 B

A

C

3

 

 

 

     

 

 

 

 

Рисунок 4.7 

Кривая симметрична относительно оси ОХ, значит .2
∪

= ABL  

.)(5
2
3;)1(5 2

3

−=′−= xyxy
 

По формуле (4.6) имеем 

=
−

⋅=
−

=−+= ∫ ∫
∪ 3

1

3

1

3

1

2
3

3
)4145(

45
2

2
1

4
4145)1(

4
451 xdxxdxxAB  

.
135

)49437(2
135

89494 −
=

−
=  

Ответ: .).(
135

)49437(4 дледL −
=   

4.2.2 Если кривая задана параметрическими уравнениями 
)(),( tyytxx == , βα ≤≤ t , причем функции )(tx  и )(ty  имеют на [ ]βα ;  

непрерывные производные, то длина дуги вычисляется по формуле 

                                     ∫ ′+′=
β

α
.)()( 22 dtyxL tt                                        (4.7) 

Пример 4.5 Вычислить длину дуги кривой ),sin(cos ttex t +=  

),sin(cos ttey t −=  соответствующей изменению параметра t  от 0 до .
4
π  

Решение 
Так как пределы интегрирования заданы, нет необходимости строить 
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кривую на плоскости. Воспользуемся формулой (4. 7).  
Найдем предварительно 

;cos2)sin(cos)cossin( tettettex ttt
t =+++−=′  

.sin2 tey t
t −=′  Тогда .4sin4cos4)()( 2222222 ttt

tt eteteyx =+=′+′   
В соответствии с формулой (4.7) получаем 

∫ −==
4

6

64 )(22

π

π

ππ

eedteL t  (ед. дл.) 

4.2.3 Если кривая задана в полярной системе координат уравнением 
)(ϕρρ = , 21 ϕϕϕ ≤≤ , причем функция )(ϕρ  имеет на [ ]21 ;ϕϕ  непрерывную 

производную, то ее длина 

                                            ∫ ′+=
2

1

.)( 22
ϕ

ϕ
ϕρρ dL                                       (4.8) 

Пример 4.6 Вычислить длину кардиоиды ).cos1(2 ϕρ −=  

Решение 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4.8 

Данная кардиоида симметрична относительно полярной оси (рис. 4.8).  
Половина кардиоиды описывается концом полярного радиуса при 

изменении ϕ  от 0 до .π  Воспользуемся формулой (4.8).  
Найдем предварительно .sin2 ϕρ =′   

Тогда  
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).cos1(8sin4)cos1(4)( 2222 ϕϕϕρρ −=+−=′+  

          Итак,  

∫ ∫∫ ===−=
π ππ

ϕϕϕϕϕϕ
0 0

2

0
.)..(16

2
sin8

2
sin282cos1(82 дледdddL  

4.3 Вычисление площади поверхности вращения 

4.3.1 Площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси ОХ 
дуги кривой, заданной неотрицательной функцией )(xfy =  на отрезке 
[ ]ba; , вычисляется по формуле 

                      ∫ ′+=
b

a
x dxxfxfS .))((1)(2 2

0 π                                     (4.9) 

Пример 4.7 Найти площадь поверхности, образованной вращением вок-
руг оси  0Х  петли кривой  .)3(9 22 xxy −=  

Решение 
Строим кривую (рис.4.9).  

Выполним необходимые действия: .
2
1;)3(

3
1

x
xyxxy −

=′−=   

 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 4.9 

        Тогда  

.
2

1
4

)1(1)(1
2

2
x

x
x
xy +

=
−

+=′+  

По формуле (4.9) находим площадь поверхности 

o 

y 

3 x 
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∫ ∫ =+−=
+

−=
3

0

3

0

2 .).(3)32(
32

)1()3(
3
12 едквdxxxdx

x
xxxS πππ  

4.3.2 Если вращается кривая, заданная параметрическими уравнениями, то  

                                         ∫ ′+′=
2

1

.)()()(2 22
0

t

t
ttx dtyxtyS π                       (4.10) 

4.4 Вычисление объема тела вращения 

Если тело образовано вращением вокруг оси ОХ криволинейной тра-
пеции, ограниченной графиком функции ),(xfy =  прямыми bxax == ;  
и осью ОХ, то его объем равен  

                                                ∫=
b

a
OX dxyV .2π                                           (4.11) 

При вращении вокруг оси OY  криволинейной трапеции, образован-
ной кривой ),(yfx =  прямыми dycy == ;  и осью OY , образуется тело 
вращения, объем которого равен 

                                                 ∫=
d

c
OY dyxV .2π                                            (4.12) 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

.84,)2( 2 −=−= xyxy  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
.052,2 =−+= yxxy  

3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

.1,0,0,4 2 ===−= yyxyx  

4. Участок извилистой дороги имеет форму петли. Найти площадь участ-
ка, ограниченного петлей, и длину этого участка дороги 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

.
3

,

3

2

tty

tx
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5. Участок извилистой дороги имеет форму петли. Найти площадь участ-
ка, ограниченного петлей, и длину этого участка дороги 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

.3

,3
3

3

tty

tx
 

6. Участок шоссе, огибает луг  и   дважды   пересекает прямоугольный 
участок железной дороги. Найти площадь луга между шоссе и железной 
дорогой и длину участка шоссе 

⎩
⎨
⎧

≥=−=
−=

).3(3),cos1(3
)sin(3

yyty
ttx

 

7. Участок шоссе, огибает луг   и   дважды  пересекает прямоугольный 
участок железной дороги. Найти площадь луга между шоссе и железной 
дорогой и длину участка шоссе 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥==

=

).1(1,sin8

,cos8
3

3

xxty

tx
 

8. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными урав-
нениями в полярных координатах ).2(2,3cos4 ≥== ρρϕρ  
9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными урав-
нениями в полярных координатах .sin,cos3 ϕρϕρ ==  
10. Вычислить длину дуги кривой 

.21,
2

ln
4

2
≤≤−= xxxy  

11. Вычислить длину дуги кривой 

.
22

,sin1 πϕπϕρ ≤≤−−=  

12. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фи-
гуры, ограниченной кривыми .,2 xyxy ==  
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5 ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

Пример 5. 1 Найти силу давления воды на вертикальную пластину в ви-
де полукруга радиуса R , погруженную в воду так, что ее диаметр совпа-
дает с поверхностью воды. 

Решение 
Для вычисления силы давления жидкости воспользуемся законом 

Паскаля, согласно которому сила давления P  жидкости с плотностью γ  
на площадку S  при глубине погружения H  равна 
 .P gHS= γ   (5.1) 

Сила давления зависит от глубины погружения пластины, поэтому 
ось направим в сторону изменения глубины Н, а начало координат поме-
стим в центр круга (рис. 5.1). 

 

Рисунок 5.1 

Разобьем пластину на n  тонких полосок шириной ixΔ , параллельных 
поверхности воды.  

Обозначим через iPΔ  давление на i – ю полоску. Предполагая, что вся 
элементарная полоска находится на глубине ix , по формуле (5.1) найдем 

iii SgxP Δ⋅≈Δ γ , 

где iSΔ  – площадь элементарной полоски. Учитывая, что ixΔ  мало, счита-
ем полоску прямоугольником и .2 iii xyS Δ=Δ  

Выразим iy  через ix  и R , используя уравнение окружности 
222 Ryx ii =+ , откуда .22

ii xRy −=  Тогда .2 22
iiii xxRgxP Δ−≈Δ γ  

Давление на всю пластину 
 
 .2 22

1
iii

n

i
xxRgxP Δ−≈ ∑

=
γ

О Y

xi
r

yi

X

Δxi
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Полученная сумма является интегральной суммой, поэтому 

∫ ==−=
R gRdxxRxgP
0

3
22 .

3
2...2 γγ

 

Плотность воды ,10 3
3

м
кг

=γ  ускорение силы тяжести 210
с
мg = , сле-

довательно )(
3
102 3

4
нRP ⋅

= . 

Пример 5. 2 Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы 
выкачать жидкость из сосуда, имеющего форму параболоида вращения, 
обращенного вершиной вниз. Радиус основания 2=R  м, высота 5=H  м, 
плотность жидкости γ . 

Решение 
Работа, необходимая для поднятия тела весом Р на высоту H , равна  

.PHA =  
Работа зависит от высоты, на которую надо поднять жидкость, по-

этому выберем систему координат таким образом, чтобы ось ОХ была 
направлена в сторону изменения глубины, а начало координат находилось 
в центре основания параболоида на поверхности жидкости (рис. 5.2).  

С  помощью  плоскостей, параллельных  основанию параболоида, 
разобьем сосуд на n  равных горизонтальных слоев толщиной ixΔ .  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.2 

Тогда работа для поднятия i – ого слоя  
.iii xPA ⋅Δ≈Δ  

Чтобы найти вес iPΔ , вычислим объем i-ого слоя. Так как ixΔ  мало, 
примем этот слой за цилиндр с высотой ixΔ  и радиусом основания iy .  

Тогда 

у

х

Δxi 

A r C0 

  xi 

 yi

B
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.2
iii xyV Δ=Δ π  

Отрезок iy  зависит от ix  и может быть найден из уравнения парабо-
лы. Составим уравнение параболы .ABC  

Каноническое уравнение параболы имеет вид  

),(22 axpy ii −=  

где a  - координата вершины )0;(HB . Тогда ).5(22 −= ii xpy  
Параметр p  найдем, подставив в это уравнение координаты точки 

)2;0(C . Окончательно, 
5
2

−=p , а ).5(
5
42 −−= ii xy  Поскольку ,ii VgP Δ=Δ γ  

получаем 

.)5(
5
4

iiii xxxgA Δ−−=Δ πγ  

Вся работа .)5(
5
4

1
iii

n

i
xxxgA Δ−−≈ ∑

=
πγ  Поученная сумма является 

интегральной суммой, поэтому предел этой суммы при 0→Δx  равен 
определенному интегралу 

∫ ==−−=
5

0 3
50...)5(

5
4 gdxxxgA πγπγ (дж). 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти силу давления воды на вертикальную треугольную пластину с ос-
нованием a  и высотой h , погруженную в воду так, что вершина находит-
ся на поверхности, а основание параллельно поверхности воды. 

2. Вертикальная плотина имеет форму равнобедренной трапеции. Вычис-
лить силу давления воды на плотину, если известно, что ее верхнее осно-
вание равно 70 м, нижнее  – 50 м, высота  – 20 м. 

3. Найти силу, с которой жидкость с плотностью γ  давит на вертикальную 
стенку, имеющую форму полуэллипса, большая ось которого находится 
на поверхности жидкости. Большая ось эллипса а, малая  – в. 

4. Найти силу давления бензина на стенки цилиндрического бака высотой 3 
м и радиусом основания 1 м. Плотность бензина 800 кг/м3. 

5. Вычислить работу, необходимую для того, чтобы выкачать жидкость из 
резервуара, имеющего форму обращенного вершиной вниз конуса, высота 
которого ,H  а радиус основания R . Плотность жидкости ρ . 

6. Вычислить работу, которую надо затратить при постройке пирамиды с 
квадратным основанием a  и высотой .h  Плотность материала .γ  
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6 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕМЕ «ИНТЕГРАЛЫ»  

1. Сформулировать определение производной функции. 
2. Дать определение дифференциала функции. 
3. Сформулировать правило нахождения дифференциала функции. 
4. Что такое первообразная (неопределенный интеграл)? 
5. Основные табличные интегралы. 
6. Сформулировать основные правила интегрирования. 
7. Как проверить правильность интегрирования? 
8. Опишите основные приемы приведения неопределенного интеграла к таб-
личному. 
9. Изложите идею метода замены переменной в неопределенном интеграле. 
10. Суть метода интегрирования по частям. 
11. Интегрирование по частям выражений вида .sin)( kxxPn  
12. Интегрирование по частям выражений вида .cos)( kxxPn  

13. Интегрирование по частям выражений вида .)( kx
n exP  

14. Интегрирование по частям выражений вида .)( kx
n axP  

15. Интегрирование по частям выражений вида .ln)( kxxPn  
16. Интегрирование по частям выражений вида .arcsin)( kxxPn  
17. Интегрирование по частям выражений вида .arccos)( kxxPn  
18. Интегрирование по частям выражений вида .)( arctgkxxPn  
19.Интегрирование по частям выражений вида   

.cos;sin nxenxe kxkx ⋅⋅  

20. Интегрирование выражений вида ∫
++

= .2 cbxax
dxJ  

21. Интегрирование выражений вида ∫
++

+
= .2 dx

cbxax
BAxJ  

22. Интегрирование выражений вида ∫
++

= .
2 cbxax

dxJ  

23. Интегрирование выражений вида ∫
++

+
= .

2
dx

cbxax

BAxJ   

24. Дать определение рациональной дроби. 
25. Как отличить правильную рациональную дробь от неправильной дроби? 
26. Как выделить целую часть неправильной рациональной дроби? 
27. От чего зависит разложение правильной рациональной дроби на про-
стейшие дроби? 
28. Как рациональная дробь раскладывается на простейшие в случае дей-
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ствительных простых корней знаменателя? 
29. Как рациональная дробь раскладывается на простейшие в случае дей-
ствительных кратных корней знаменателя? 
30. Как рациональная дробь раскладывается на простейшие в случае ком-
плексных корней знаменателя? 
31. Интегрирование тригонометрических выражений. 
32. Универсальная тригонометрическая подстановка. 
33. Интегрирование выражений, содержащих иррациональность вида .22 xa −  
34. Интегрирование выражений, содержащих иррациональность вида .22 xa +  
35. Интегрирование выражений, содержащих иррациональность вида .22 ax −  
36. Интегральная сумма. 
37. Определенный интеграл как предел интегральной суммы. 
38. Свойства определенного интеграла. 
39. Замена переменной в определенном интеграле. 
40. Интегрирование по частям в определенном интеграле. 

41. Несобственные интегралы вида .)( dxxf
a
∫
∞

 

42. Несобственные интегралы вида .)( dxxf
b
∫
∞−

 

43. Несобственные интегралы вида .)( dxxf∫
∞

∞−
 

44. Несобственные интегралы от функции разрывной на нижнем пределе 
интегрирования. 
45. Несобственные интегралы от функции разрывной на верхнем пределе 
интегрирования. 
46. Несобственные интегралы от функции разрывной внутри промежутка 
интегрирования. 
47. Геометрический смысл определенного интеграла. 
48. Вычисление площадей плоских фигур в декартовых координатах. 
49. Вычисление площадей плоских фигур в полярных координатах. 
50. Вычисление площадей плоских фигур, ограниченных линиями, задан-
ными параметрическими уравнениями. 
51. Вычисление длины дуги в декартовых координатах. 
52. Вычисление длины дуги в полярных координатах. 
53. Вычисление длины дуги, заданной параметрическими уравнениями. 
54. Вычисление площади поверхности вращения в декартовых координатах. 
55. Вычисление объема тела вращения. 
56. Методика решения задач на нахождение давления жидкости. 
57. Методика решения задач на нахождение работы. 
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7 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

Определение 1. Дифференциальным уравнением называется уравнение, 
связывающее независимую переменную x , искомую функцию )(xfy =  и 
ее производные ,...,, yyy ′′′′′′   

 Символически дифференциальное уравнение можно записать так: 
.0,..),,,,( =′′′′′′ yyyyxF  

Определение 2. Порядком дифференциального уравнения называется 
порядок наивысшей производной, входящей в уравнение.  
Определение 3. Решением дифференциального уравнения называется 
всякая функция ),(xfy =  которая, при подстановке в уравнение, прев-
ращает его в тождество. 
 Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

.0),,( =′yyxF  

 Если это уравнение можно разрешить относительно ,y′  то его мож-
но записать в виде 

).,( yxfy =′  

 В этом случае мы говорим, что дифференциальное уравнение раз-
решено относительно производной. 
Определение 4. Общим решением дифференциального уравнения перво-
го порядка называется функция 

),,( Cxy ϕ=  

которая зависит от одного произвольного постоянного С.  
Определение 5. Частным решением называется любая функция 

),,( 0Cxy ϕ=  которая получается из общего решения ),,( Cxy ϕ=  если в по-
следнем произвольному постоянному С придать определенное значение 

.0СС =  
 С геометрической точки зрения общее решение представляет собой 
семейство кривых на координатной плоскости, зависящее от одной произ-
вольной постоянной С. Частному  решению соответствует одна кривая 
этого семейства, проходящая через некоторую заданную точку. 
 Рассмотрим несколько видов дифференциальных уравнений перво-
го порядка: 

7.1 Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяю-
щимися переменными 

Общий вид: 
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)()( ygxfy =′ . 

Решение. Учитывая то, что 
dx
dyy =′  и 0)( ≠yg , преобразуем уравнение 

к виду 
)()( xf

dx
yg

dy
= . Интегрируя левую часть по y , а правую по x , получаем 

∫ ∫ += .
)()(

C
xf

dx
yg

dy  

Пример 7.1 Найти решение уравнения .22 xyxyy =−′  

Решение 

 Выполним следующие преобразования. Заменим 
dx
dyy =′ , умножим 

обе части уравнения на dx , в результате уравнение примет вид 
.)2( dxyxydy +=  

Разделим обе части уравнения на ,0)2( ≠+yy  получим  

.
)2(

xdx
yy
dy

=
+

 

Проинтегрируем обе части равенства  ∫ ∫=+
.

)2(
xdx

yy
dy  В результате 

Cxyy +=+−
2

2ln
2
1ln

2
1 2

 или .
22

ln
2

Cx
y

y
+=

+
 

 Примечание. При делении на )2( +yy  могли быть потеряны реше-
ния 0=y  и 2−=y . Непосредственной подстановкой убеждаемся, что 

0=y  и 2−=y  являются особыми решениями уравнения, которые не мо-
гут быть получены из общего ни при каких значениях произвольной по-
стоянной С. 

                                                Ответ: ,
22

ln
2

Cx
y

y
+=

+
 0=y , 2−=y . 

Пример 7. 2 Найти частное решение уравнения ( ) xx eyye =′+ 221 , удовле-
творяющее начальному условию .1)0( =y  

Решение 

 Приведем уравнение к виду ( ) ,1 22 dxedyye xx =+  а затем разделим 
переменные  и проинтегрируем обе части равенства.  Получим  
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∫ ∫
+

= .
1 2

2
x

x

e

dxedyy  

 В результате общее решение имеет вид Carctgey x 333 +=  или       

.333 Carctgey x +=  

 Найдем частное решение, подставив в общее решение начальные 

условия  .331 3 0 Carctge +=  Отсюда  3 3
4

31 C+=
π  или  .3

4
31 C==
π   

 Окончательно, .
43

1 π
−=C  

                                                                 Ответ: .
4

3133 π
−+= xarctgey  

Задачи для самостоятельного решения 

 А. Найти общее решение уравнений: 

1. ,023 22 =+++ dyxydxyx  

2. ,023 =′⋅+ −+ yyxyx  

3. ,)()2( 22 dyyyxdxxyx +=+  

4. ( ) ,1 22 xx eyye =′+  

5. .
ln

sin
y

yxy =′  

          В. Решить задачу Коши: 
            1. ,1)0(;2 −==+′ yyctgxy  

            2. .1)0(;02)1( 22 ==+′− yxyyx  

7.2 Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 

         Определение. Уравнение ).,( yxfy =′  называется однородным отно-
сительно x  и y , если функция ),( yxf  есть однородная функция нулево-
го измерения относительно x  и y . 

Решение. Поскольку ),,(),( yxfkykxf =  делаем вывод об однород-
ности данного уравнения. Решение ищем в виде txy = , тогда .txty +′=′  



60 

«Высшая математика» 

Подставив y  и y′  в исходное уравнение, получим уравнение с разделяю-
щимися переменные, решив которое и сделав в полученном решении за-

мену ,
x
yt =  получим искомый результат. 

Пример 7.3 Решить дифференциальное уравнение 

.
2

22

xy
xyy −

=′  

Решение 

     Это однородное ДУ первого порядка, т. к. при замене x  и y  соответ-
ственно на kx  и ky  уравнение не меняется. 

Используя замену txy = , получаем  

;
2

1,
2

1 22

t
txt

t
ttxt +

−=′−
=+′  

.2lnln)1ln(,
1
2,

1
2 2

22 ∫ ∫ +−=+−=
+

−=
+

Cxt
x

dx
t

tdt
x

dx
t

tdt  

Окончательно, 
2

2 2 2
2

2 21 ,1 , 2 .с у Сu х у Сх
х хх

+ = + = + =  

                                                                               Ответ: .222 Cxyx =+  

Задачи для самостоятельного решения 

 Найти общее решение уравнений: 

1. ( ) ,xdydxxyy =+  4. ),( 223 xyyyx +=′  

2. 2 2 ,xy y y x′ = + −     5. ,0=′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − yxy

x
yxctg  

            3. ,1 2

2

x
y

x
yy ++=′            6. .22 yxyyxy ′=′+  

7.3 Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 

Определение. Дифференциальное уравнение (ДУ) вида 
                                                  ,)()( xqyxpy =+′                                         (7.1) 
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где р(х), q(x) – известные функции, называется линейным ДУ.  

Решение. Решение ищем в виде произведения двух  функций 
)(xuu =  и ),(xvv =  т. е. uvy = , Тогда uvvuy ′+′=′ . Подставляя uvy =  и 

uvvuy ′+′=′  в уравнение (7.1), получаем 

u′v + uv′ + p(x)uv = q(x). 
Или  
                                                  ( ) ).()( xqvxpvuvu =+′+′                              (7.2) 

Функцию v  подберем так, чтобы она удовлетворяла уравнению 

.,)(ln,)(

,)(,)(,)(

)(∫−=−=−=

−=−=−=′

∫∫ ∫ dxxpevdxxpvdxxp
v
dv

dxxp
v
dvvxp

dx
dvvxpv

 

Подставив найденную функцию в уравнение (7. 2), получим 

.)(,)(,)( )()(1 Cdxexquexquvxqu dxxpdxxp +==′=′ ∫ ∫∫−  

Окончательно, 

.))(( )()( ∫∫ −+= ∫ dxxpdxxp eCdxexqy                          

Пример 7.4  Найти общее решение дифференциального уравнения                  
.3 2xyyx =+′  

Решение 

Решение ищем в виде uvy = , uvvuy ′+′=′ .  

Тогда   

23)( xuvuvvux =+′+′    

или   

                                             .3)( 2xvvxuvux =+′+′                     (7.3)                            

 Приравняем скобку 0, получим уравнение 0=+′ vvx . Это уравне-

ние с разделяющимися переменными. Решив   его, получаем  .1
x

v =     

Подставляем его в уравнении (7. 3) и решаем полученное уравнение 

.3,3,31 3222 Cxdxxuxux
x

ux +===′=′ ∫  
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 Итак, общее решение ( ) .13
x

Cxy +=  

                                                                                  Ответ: ( ) .13
x

Cxy +=  

Задачи для самостоятельного решения 

 Найти общее решение уравнений: 

1. ,22 xx
x
yy +=−′  

2. ,
cos

1
x

ytgxy =+′  

3. ,sin xxyyx =+′  

4. ,3
2

2 xx
x

yy ==
+

−′  

5. .1 xe
x

x
x
yy +
=+′  

7.4 Уравнения Бернулли 

Общий вид:  

                                                 .)()( nyxqyxpy =+′                                      (7.4) 

Решение. Разделив все члены уравнения на ny , получим 

                          ).()( 1 xqyxpyy nn =+′ +−−                                        (7.5) 

Сделаем замену .1+−= nyz   

Тогда  

.)1( yynz n ′+−=′ −  

 Подставляя эти выражения в уравнение (7.5), получим линейное 
уравнение  

).()1()()1( xqnzxpnz +−=+−+′  

 Найдя его общее решение и подставив вместо z  выражение ,1+−ny  
получим окончательный ответ. 
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8 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

8.1 Дифференциальные уравнения, не содержащие явным обра-
зом искомую функцию y  

Общий вид: ).,( yxfy ′=′′  

Решение: введем замену ,py =′  где ).(xpp =  Тогда .py ′=′′    Подстав-
ляя выражения производных в исходное уравнение, получаем уравнение 
первого порядка 

),( Cxpp =′  

относительно неизвестной функции ).(xpp =  Решив это уравнение, полу-
чим общее решение 

),,( 1Cxpp =  

а затем из соотношения py =′  получаем общее решение исходного урав-
нения 

.),( 21 CdxCxpy += ∫  

Пример 8.1 Найти общее решение уравнения у″ + у′ = 0. 
Решение 

Пусть у′ = p, у″ = p ′. Понижаем порядок ДУ и приходим к ДУ перво-
го порядка с разделяющимися переменными 

.0=+′ pp  

Находим его решение 

,z
dx
dp

−=  ,dx
p

dp
−=  ∫ ∫−= dx

p
dp , 1lnln Cxp +−= , .1

xeCp −=  

Поскольку у′ = р, получаем 

21211 ,, CeCyCdxeCyeCy xxx +−=+==′ −−− ∫ . 

Задачи для самостоятельного решения 

1. ,02 =′+′′ yyx              4. ,1)(2 2 +′=′′′ yyyx  

2. ,ln
x
yyyx
′

′=′′              5. ,0)1( =′++′′ yyx   
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3. ,1+′=′′ ytgxy              6. .sin
x
yxyyx
′

+′=′′   

8.2 Дифференциальные уравнения второго порядка, не содер-
жащие явно независимую переменную x  

Общий вид: ).,( yyfy ′=′′  
Решение: положим ,py =′  где  ).(ypp =  Тогда .ppy ′=′′  Подставляя 

выражения производных, получим ДУ первого порядка, решив которое 
получим ),,( 1Cypp =  Затем, воспользовавшись тем, что ,py =′  решим 
уравнение   

).,( 1Cypy =′  

Разделяя переменные, находим  

.
),( 1

dx
Cyp

dy
=  

Интегрируя это уравнение, получаем общее решение исходного 
уравнения 
Пример 8.2 Найти общее решение уравнения .)(2 22 yyyy ′+=′′  

Решение 

Сделаем замену ,py =′  .ppy ′=′′  Исходное уравнение примет вид 

                                                    .2 22 pyppy +=′  (8.1) 

Это однородное уравнение первого порядка относительно функции 
).(ypp =  Положим ,typ =  тогда .tytp +′=′  Подставив последние два ра-

венства в уравнение (8. 1), после элементарных преобразований получим 
уравнение с разделяющимися переменными 

.12 2tytt −=′  

После разделения переменных и интегрирования полученного урав-
нения получим 

∫ ∫=
−

.
1
2

2 y
dy

t
tdt  

В результате   

1
2 lnln1ln Cyt +=−−  или .

1

1
12 yC

t
=

−
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 Заменив в последнем равенстве 
y
pt = , после преобразований получим 

.
1

2
C
yyp −=  

 Поскольку ,py =′  то  .
1

2
C
yyy −=′   

 Интегрируя это дифференциальное уравнение с разделяющимися 
переменными, получим 

∫ ∫=
−

,

1

2
dx

C
yy

dy  ∫ +=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

.

4
1

2
1

2

1

2

1

Cx

CC
y

dy  

  

                                                    Ответ: .2
1

2

12
1ln Cx

C
yy

C
y +=−+−  

Задачи для самостоятельного решения 

1. ,02 =′+′′ yyx  4. ,1)(2 2 +′=′′′ yyyx  

2. ,ln
x
yyyx
′

′=′′  
 

5. ,0)1( =′++′′ yyx  

 

3. ,1+′=′′ ytgxy  6. .sin
x
yxyyx
′

+′=′′  

8.3 Линейные однородные уравнения второго порядка с посто-
янными коэффициентами 

      Общий вид: ,0=+′+′′ cybya  где −cba ,, константы. 

      Решение: составляем характеристическое уравнение   .02 =++ cbkak  
 Если характеристическое уравнение имеет два действительных 
простых корня 21, kk  (случай, когда дискриминант 0>D ), то общее реше-
ние уравнения имеет вид 

                                               .21 21
xkxk eCeCy +=                                       (8. 2)   
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 Если характеристическое уравнение имеет два действительных 
равных корня kkk == 21  (случай, когда дискриминант 0=D ), то общее 
решение уравнения имеет вид 

                                               .21
kxkx xeCeCy +=                                        (8. 3)    

  
 Если характеристическое уравнение имеет два комплексно сопря-
женных корня ikik βαβα −=+= 21 ,  (случай, когда дискриминант 

0<D ), то общее решение уравнения имеет вид 

              ).cossin( 21 xCxCey x ββα +=                    (8. 4)                   

Пример 8.3 Найти общее решение уравнения .0102 =+′+′′ yyy  

Решение 

 Составляем характеристическое уравнение .01022 =++ kk  Его 
решение ,312,1 ik ±−=  т. е. .3,1 =−= βα  Общее решение найдем по 
формуле (8. 4). 

                                                     Ответ: ).3cos3sin( 21 xCxCey x += −  

Пример 8.4 Решить задачу Коши  
.2)0(,1)0(,023 =′==+′+′′ yyyyy  

Решение 

 Составляем характеристическое уравнение .0232 =++ kk  Его ре-
шения .1,2 21 −=−= kk  Общее решение найдем по формуле (8. 2). 

.2
2

1
xx eCeCy −− +=  

 Отсюда .2 2
2

1
xx eCeCy −− −−=′  Воспользуемся начальными усло-

виями, что приводит к системе уравнений  

⎩
⎨
⎧

=−−
=+

.22
1

21

21
CC

CC
 

 Получаем .4,3 21 =−= CC  Подставляем найденные значения произ-
вольных постоянных в общее решение и получаем окончательный ответ. 

                                                                  Ответ: .43 2 xx eey −− +−=  
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Задачи для самостоятельного решения 

 Найти общее решение уравнений: 

1. ,02 =−′+′′ yyy  

2. ,04 =′−′′ yy  

3. ,0136 =+′+′′ yyy  

 Найти частные решения уравнений: 

1. ,10)0(,6)0(,034 =′==+′−′′ yyyyy  

2. ,15)0(,0)0(,0294 =′==+′+′′ yyyyy  

3. .0)0(,2)0(,044 =′==+′+′′ yyyyy  

8.4 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами 

 Общий вид: ),(xfcybya =+′+′′  где −cba ,, постоянные величины. 

 Решение: если правая часть уравнения имеет специальный вид  

                              )sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn
x ββα += ,                    (8.5) 

 то решение ищем в виде ∗+= yyy , где y  – общее решение соответству-

ющего однородного уравнения ,0=+′+′′ cybya  а ∗y  – частное решение 
исходного неоднородного уравнения. 
Пример 8.5 Найти общее решение уравнения  

.121384 2 +−=+′+′′ xxyyy  

Решение 

 Решение ищем в виде ∗+= yyy , 

 Сначала находим y . Для этого решаем уравнение .01384 =+′+′′ yyy  

Соответствующее характеристическое уравнение 01384 2 =++ kk  имеет 

корни ik
2
312,1 ±−= , поэтому ).

2
3sin

2
3cos( 21 xCxCey x += −  

Найдем частное решение ∗y  по виду правой части. В нашем случае 
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правая часть исходного уравнения является многочленом второй степени. 
Составим число r i= α +β . Числа βα ,  находим, сравнив правую часть 
нашего уравнения с функцией (8. 5). В нашем случае 0,0 == βα , поэтому 

.0=r  Данное значение r  не является корнем характеристического уравне-
ния, поэтому частное решение будем искать в виде CBxAxy ++=∗ 2 . 

 Найдем BAxy +=
′∗ 2  и Ay 2=

″∗  и подставив в исходное уравне-
ние, получим   

.12)(13)2(88 22 +−=+++++ xxCBxAxBAxA  

 Раскроем скобки и приведем подобные члены 

.12138)1316(13 22 +−=++++ xxCAxBAAx  

 Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях x  в правой и 
левой частях последнего равенства, получим систему 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
−=+

=

.1138
11316

213

CB
BA

A
 

 Решив ее, находим .
2197
529,

169
45,

13
2

=−== CBA  Тогда частное 

решение имеет вид .
2197
529

169
45

13
2 2 +−=∗ xxy  

 Общее решение .
2197
529

169
45

13
2)

2
3sin

2
3cos( 2

21 +−++= − xxxCxCey x  

Пример 8.6 Найти общее решение уравнения .32 2 xexyyy =−′+′′  

Решение 

 Решение ищем в виде ∗+= yyy . 

 Сначала находим y . Для этого решаем уравнение .032 =−′+′′ yyy  

Соответствующее характеристическое уравнение 0322 =−+ kk  имеет 
корни 1,3 21 =−= kk , поэтому .2

3
1

xx eCeCy += −  

Найдем частное решение ∗y  по виду правой части. В нашем случае 
правая часть исходного уравнения является многочленом второй степени, 
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умноженном на .xe  Составим число ir βα += . Числа βα ,  находим, 
сравнив правую часть нашего уравнения с функцией (8.4). В нашем случае 

0,1 == βα , поэтому .1=r  Данное значение r  является корнем характе-
ристического уравнения, поэтому частное решение будем искать в виде 

xeCBxAxy x)( 2 ++=∗ . 

 Упростим xeCxBxAxy )( 23 ++=∗  и найдем первую и вторую про-
изводную от этой функции. Подставив функцию и ее производные в ис-
ходное уравнение, сократив полученное равенство на 0≠xe  и приравняв 
коэффициенты при одинаковых степенях x , получим 

.
8
1,

16
1,

12
1

=−== CBA  Тогда 

.)
8
1

16
1

12
1( 23 xexxxy +−=∗   

Ответ: .
8
1

16
1

12
1 23

2
3

1 xxxeCeCy xx +−++= −  

Пример 8.7 Решить задачу Коши для уравнения xyy 2sin−=+′′ , если  

 .1)(,1)( =′= ππ yy  

Решение 

  Характеристическое уравнение 012 =+k  имеет корни .2,1 ik ±=   

Поэтому .sincos 21 xCxCy +=  

 Частное решение ищем по  виду правой части, учитывая то, что 
число iir 2=+= βα  не является корнем характеристического уравнения. 

Итак, .2sin2cos xBxAy +=∗  Находим xBxAy 2cos22sin2 +−=′∗ , 

xBxAy 2sin42cos4 −−=
″∗  и подставляем в исходное уравнение. Прирав-

няв коэффициенты при x2sin  и x2cos , получаем .
3
1,0 == BA  В резуль-

тате частное решение исходного уравнения  .2sin
3
1 xy =∗  Тогда общее 

решение исходного уравнения 

.2sin
3
1sincos 21 xxCxCy ++=  

 Найдем частное решение, удовлетворяющее начальным условиям. 
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.1)(,1)( =′= ππ yy  

.12sin
3
1sincos)( 21 =++= ππππ CCy  

 Отсюда .11 −=C   

 Найдем .2cos
3
2cossin 21 xxCxCy ++−=′  

.12cos
3
2cossin)( 21 =++−=′ ππππ CCy  

Отсюда .
3
1

2 −=C  

                                                    Ответ: .2sin
3
1sin

3
1cos xxxy +−−=  

Задачи для самостоятельного решения 

1. ,2 2xxeyyy =+′−′′  5. ,cossin323 xxyyy −=+′−′′  

2. 25 6 3 2,y y y x x′′ ′− + = − +  6. ,2cos52 xyyy =+′−′′  

3. ,32 −=′+′′ xyy  7. ,)1(4 2xexyy +=−′′  

4. ,42 xxeyyy =+′−′′  8. .96 3xxeyyy −=+′+′′  

8.5 Метод вариации произвольных постоянных 

Этот метод применяется для решения уравнений вида 
),(xfcybya =+′+′′  

где −cba ,, постоянные величины, а функция )(xf  не соответствует виду 
(8. 5), т. е. является произвольной. 
Пример 8.8 Методом вариации произвольных постоянных решить урав-
нение 

.
1

123
+

=+′+′′ xe
yyy  
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Решение 

Решим соответствующее однородное уравнение .023 =+′+′′ yyy   

Корни его характеристического уравнения 1,2 21 −=−= kk . Тогда общее ре-

шение однородного уравнения имеет вид .2
2

1
xx eCeCy −− +=  

 Будем считать, что 1C  и 2C  являются функциями от x , а функции 
xey 2

1
−=  и xey −=2  образуют фундаментальную систему однородного 

уравнения.  
      Поэтому общее решение исходного уравнения имеет вид 

.)()( 2
2

1
xx exCexCy −− +=  

Для нахождения функций )(1 xC  и )(2 xC  решим систему уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=′′+′′

=′+′

.
1

1
0

2211

2211

xe
yCyC

yCyC
 

       Поскольку xey 2
1 2 −−=′ , а xey −−=′2 ,  система приобретает вид 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=′−′−

=′+′

−−

−−

.
1

12

0

2
2

1

2
2

1

x
xx

xx

e
eCeC

eCeC
 

   Решим эту систему по формулам Крамера относительно неизвест-
ных функций )(1 xC ′  и )(2 xC ′ . 

;
2

3
2

2 x
xx

xx
e

ee
ee −
−−

−−
=

−−
=Δ    ;

11
1
0

1 +
−=−

+

=Δ
−

−

−

′ x

x
x

x

x

C e
e

e
e

e
 

.
1

;
1

;
11

12
0

21
2

2
2

1
2

2

2

+
=

Δ

Δ
=′

+
−=

Δ

Δ
=′

+
=

+
−=Δ

′′−
−

−

′ x

xC
x

xC
x

x

x
x

x

C x
eC

e
eC

e
e

e
e

e

 .......... Тогда  

∫ +++−=
+

−= ;)1ln(
1

2
1 Aeedx

e
eC xx
x

x
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∫ ++=
+

= .)1ln(
1

2 Bedx
e

eC x
x

x
 

 А и  В – произвольные постоянные 
Окончательно, общее решение исходного уравнения имеет вид 

.))1(ln())1ln(( 2 xxxxx eBeeAeey −− ++++++−=  

Задачи для самостоятельного решения 

1. ,2 2x
eyyy

x−
=+′+′′       4. ,2

x
eyyy

x
=+′−′′  

2. ,
cos

1
x

yy =+′′               5. ,
1

2
+

=+′−′′
x
eyyy

x
 

3.  ,24 xtgyy =+′′              6. ).sin(2 xx eeyy =′−′′  

8.6 Решение систем дифференциальных уравнений 

Пример 8.9 Решить систему 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

.3

,4

xy
dt
dy

yx
dt
dx

 

Решение 

 Искомые функции )(txx =  и ).(tyy =  Дифференцируем одно урав-

нений по t , например первое. Получаем .42

2

dt
dy

dt
dx

dt
xd

+=  Заменив 
dt
dy  его 

выражением из второго уравнения, получаем .1242

2
xy

dt
dx

dt
xd

−+=  

 Рассмотрим систему двух уравнений  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+=

+=

.124

4

2

2
xy

dt
dx

dt
xd

yx
dt
dx

 

 Из первого уравнения найдем  x
dt
dxy −=4  и подставим во второе 
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уравнение и после его преобразований получим линейное однородное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами  

.01322

2
=+− x

dt
dx

dt
xd   

        Его характеристическое уравнение 01322 =+− kk  имеет корни 
.3212,1 ik +=  Поэтому общее решение этого уравнения   

).32sin32cos( 21 tCtCex t +=  

        Найдем ( )tCCtCCe
dt
dx t 32sin)32(32cos)32( 1221 −++=  и под-

ставим в равенство .
4
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= x

dt
dxy   

После преобразований получим ).32sin32cos(
4

32
12 tCtCey t −=  

                                        

                                                 Ответ: ).32sin32cos( 21 tCtCex t +=  

                                                                    ).32sin32cos(
2
3

12 tCtCey t −=  

8.7 Решение геометрических задач с помощью дифференциаль-
ных уравнений 

 Чтобы решить геометрическую задачу, надо построить  чертеж, 
обозначить искомую кривую через )(xyy =  и выразить все упоминаемые 
в задаче величины через .,, yyx ′ Тогда данное в условии задачи соотноше-
ние превращается в дифференциальное уравнение, из которого можно 
найти искомую функцию )(xyy = . 

Пример 8.10 Найти уравнение кривой, проходящей через точку М0(1;2) и 
обладающую тем свойством, что касательная к кривой отсекает от оси 
ОУ отрезок, равный полусумме координат точки касания. 
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М

В

А 
С

О Х

Y 

α  

Решение 

Рисунок 8.1 

 Пусть );( yxM  – произвольная точка искомой кривой (рис. 8.1). 

По условию задачи ).(
2
1 BMOBOA +=  для того, чтобы составить диф-

ференциальное уравнение, выразим отрезки OA  и OB  через координаты 
текущей точки );( yxM  и производную .y′  Из рисунка видим, что 

.,, yxytgACBMCMBMOAyBMxACOB ′−=⋅−=−==== α  

 В итоге получаем линейное дифференциальное уравнение 

.
2

yxyxy +
=′−  Преобразуем его к общему виду .

2
1

2
−=−′

x
yy  Решение 

ищем в виде .uvy =  

 Тогда .uvvuy ′+′=′  Подставив y  и y′  в уравнение и применив ме-
тодику решений данного вида уравнений (см. раздел 7.3), получим общее 
решение .xCxy +−=  По условию задачи кривая проходит через точку 
М0(1; 2), т. е. .2)1( =y  Следовательно, .112 C+−=  Отсюда .3=C  

                                     Ответ: искомая кривая имеет вид .3 xxy +−=  
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9 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

9.1 Основные понятия 

Определение 1. Переменная величина z  называется функцией двух 
переменных величин x  и y , если каждой паре допустимых значений x  и 
y  соответствует одно и только одно значение z .  

Функция двух переменных обозначается символом 
( , )z f x y=     

Геометрическим изображением функции двух переменных является 
некоторая поверхность в пространстве. 

Значение функции ( , )z f x y=  при ,x a y b= = обозначается через 
( ),f a b . 

Определение 2. Переменная величина u  называется функцией трех 
переменных величин , ,x y z , если каждой тройке значений , ,x y z  отвечает 
единственное значение u . Обозначение: 

).,,( zyxfu =  

Определение 3. Совокупность всех точек, в которых определена 
функция нескольких переменных, называется областью существования 
или областью определения функции. 

Для функции двух переменных областью определения является не-
которая часть координатной плоскости, ограниченная одной или несколь-
кими линиями (или вся плоскость); для функции трех переменных – часть 
пространства (или все пространство). 

Пример 9.1 Найти область определения функции 2 2 2 9x y z+ + = . 

Решение 
Решив это уравнение относительно z , получим 

.9 22 yxz −−±=  

Функция определена, когда подкоренное выражение неотрицательно, то есть 

9 – 2 2 0x y− ≥  или 2 2 9.x y+ ≤  

Последнему неравенству удовлетворяют координаты всех точек, лежа-
щих внутри и на границе круга радиуса R = 3 с центром в начале координат. 
Таким образом, областью определения этой функции будет круг радиуса                 
R = 3.  
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Пример 9.2 Найти область определения функции z = .xy  

Решение 
Данная функция определена, когда подкоренное выражение неотри-

цательно, то есть ху≥ 0. Это возможно в двух случаях: 1) х≥ 0, у≥ 0;          
2) х≤ 0, у≤ 0. Следовательно, область определения – совокупность точек, 
расположенных в первой и третьей координатных четвертях и на коорди-
натных осях. 
Пример 9.3 Найти область определения функции  

2 2

1 .
9

Z
x y

=
− −  
Решение 

Функция определена, когда подкоренное выражение положительно 
(в отличие от предыдущего примера равенство нулю здесь исключается), 
то есть 

09 22 >−− yx или   .922 <+ yx  

 Последнему неравенству удовлетворяют точки, лежащие внутри 
круга радиуса R = 3 (предельные точки исключаются). Область определе-
ния функции – совокупность точек, лежащих внутри круга радиуса R = 3 с 
центром в начале координат.  

9.2 Частные производные и полный дифференциал функции  
двух переменных 

Определение 1. Частными производными функции двух перемен-
ных по одной из этих переменных называется предел отношения соответ-
ствующего частного приращения функции к приращению данной пере-
менной, когда последнее стремится к нулю. 

Для функции двух переменных ( , )z f x y=  по определению имеем 

          
x

yxfyxxf
x
zz

x
x Δ

−Δ+
=

∂
∂

=′
→Δ

),(),(lim
0

 (частная производная по x ), 

             
y

yxfyyxf
y
zz

y
y Δ

−Δ+
=

∂
∂

=′
→Δ

),(),(lim
0

(частная производная по y ). 

При нахождении частной производной по одной переменной поль-
зуются правилами дифференцирования функции одной переменной, счи-
тая все другие переменные постоянными.  
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Определение 2. Полным дифференциалом функции ( , )z f x y=  
называется главная часть полного приращения, линейная относительно 
приращений аргументов xΔ  и yΔ . 

Функция, которая имеет непрерывные частные производные, имеет 
полный дифференциал. Дифференциалы независимых переменных совпа-
дают с их приращением, то есть ,dx x dy y= Δ = Δ .  

Полный дифференциал функции ( , )z f x y=  вычисляется по формуле 

                                                  dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=                                         (9.1) 

Пример 9.4 Найти частные производные функции 2 22 .z x xy y= + +  

Решение 

Считая y  постоянной и дифференцируя z  как функцию от x , полу-
чаем частную производную по x : 

2 2( ) (2 ) ( ) 2 2 2( ).x x x
z x xy y x y x y
x
∂ ′ ′ ′= + + = + = +
∂  

 Считая x  постоянной и дифференцируя z  как функцию от y , нахо-
дим частную производную по y : 

2 2( ) (2 ) ( ) 0 2 2 2( ).y y y
z x xy y x y x y
y
∂ ′ ′ ′= + + = + + = +
∂  

Пример 9.5 Найти полный дифференциал функции ).ln( 22 yxz +=  

Решение  

 Найдем 
yx

x
x
z

+
=

∂
∂ 2  и .2

yx
y

y
z

+
=

∂
∂  Тогда полный дифференциал по 

формуле (9.1) равен 

.22
yx

ydy
yx

xdxdz
+

+
+

=  

9.3 Производные и дифференциалы высших порядков 

Определение 1. Производными второго порядка функции ( , )z f x y=  
называется частные производные от ее частных производных первого по-
рядка. 

Обозначение: 
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2

2 ;z z
x xx

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠
   

2

2 ;z z
y yy
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠
 

2
;z z

y xx y
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠

   
2

.z z
x yy x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠  
 

 Используются и другие обозначения: 

;xx
zf

x x
∂ ∂⎛ ⎞′′ = ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

   ;yy
zf

y y
⎛ ⎞∂ ∂′′ = ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

   .xy
zf

y x
∂ ∂⎛ ⎞′′ = ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

                   

Если смешаные производные xyf ′′  и yxf ′′  непрерывны, то результаты 
дифференцирования не зависят от порядка дифференцирования, то есть 

2 2
.z z

x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂  

 Аналогично определяются частные производные третьего порядка. 
Например, для функции ( , )z f x y=  частные производные третьего поряд-
ка определяются по формулам: 

3 2

3 2 ;z z
xx x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠    

3 2

3 2 ;z z
yy y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠  
3 2

2 2 ;z z
yx y x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠    

3 2

2 2
z z

xy x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠  
 Причем 

3 3 3

2 2 .z z z
x y xx y y x

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂  
 Дифференциалы второго, третьего и высших порядков функции 

( , )z f x y=  определяются по формулам 2 3 2( ), ( )d z d dz d z d d z= = и так да-
лее. Они выражаются через частные производные таким образом: 

2 2 2
2 2 2

2 22 ;z z zd z dx dxdy dy
x yx y

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂∂ ∂  
3 3 3 3

3 3 2 2 3
3 2 2 33 3 .z z z zd z dx dx dy dxdy dy

x x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

Пример 9.6 Найти частные производные второго порядка функции 
2 2 2( )z x y= + . 
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Решение 
Находим сначала частные производные первого порядка: 

2 2 2 2 2 2 3 22( )( ) 2( )2 4 4 ,x
z x y x y x y x x xy
x
∂ ′= + + = + = +
∂  

   
2 2 2 2 2 2 2 32( )( ) 2( )2 4 4 .y

z x y x y x y y x y y
y
∂ ′= + + = + = +
∂

 

 Дифференцируя каждую из полученных функций по x  и y , нахо-
дим частные производные второго порядка: 

2
3 2 2 2

2 (4 4 ) 12 4 ,z z x xy x y
x x xx

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = + = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠  
2

2 3 2 2
2 (4 4 ) 4 12 ,z z x y y x y

y y yy
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= = + = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠
 

2
3 2(4 4 ) 8 ,z z x xy xy

x y y x y
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠  

2
2 3(4 4 ) 8 .z z x y y xy

y x x y x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= = + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 Как и следовало ожидать 
2 2

.z z
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

  

Пример 9.7 Дана функция 
2yz x= . Показать, что  
2 2

.z z
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂  

Решение 
 Имеем:    

;2;
22 12 yy yx

x
zxy

x
z

=
∂
∂

=
∂
∂ −  

);ln1(2 21
2 2

xyyx
xy
z y +=
∂∂

∂ −   ).ln1(2 21
2 2

xyyx
yx
z y +=
∂∂

∂ −  

 Отсюда следует равенство 
2 2

.z z
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂  
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Пример 9.8 Доказать, что функция 
2 2 2

1u
x y z

=
+ +

удовлетворяет урав-

нению   
2 2 2

2 2 2 0.u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 

Решение 
Найдем сначала частные производные данной функции. Запишем ее 

в виде 
1

2 2 2 2( ) ;u x y z
−

= + +  
Тогда 

3
2 2 2 2( ) ;xu x x y z

−
′ = − + +  

5 3
2 2 2 2 2 2 22 23 ( ) ( ) ;xxu x x y z x y z

− −
′′ = + + − + +  

3
2 2 2 2( ) ;yu y x y z

−
′ = − + +  

5 3
2 2 2 2 2 2 22 23 ( ) ( ) ;yyu y x y z x y z

− −
′′ = + + − + +  

3
2 2 2 2( ) ;zu z x y z

−
′ = − + +  

5 3
2 2 2 2 2 2 22 23 ( ) ( ) ;zzu z x y z x y z

− −
′′ = + + − + +  

 Отсюда 
0.xx yy zzu u u′′ ′′ ′′+ + =  

Пример 9.9 Показать, что функция   )ln( yx eez +=    удовлетворяет  
уравнению 

22 2 2

2 2 0.z z z
x yx y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⋅ − =⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠  

Решение 
 Найдем сначала частные производные данной функции:  

1 ;x
x y

z e
x e e
∂

=
∂ +     
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1 ;y
x y

z e
y e e
∂

=
∂ +

 

( )2

2
1 ;

( ) ( )

x x y x x x y
x

x y x y x y

e e e e ez e ee
xx e e e e e e

+ − ⋅∂ ∂ ⎛ ⎞= ⋅ = =⎜ ⎟∂∂ + + +⎝ ⎠
 

( )2

2 2

0
;

( ) ( )

x y y xx x y

x y x y x y

e e e ez e e e
x y y e e e e e e

⋅ + − ⋅⎛ ⎞∂ ∂
= = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ + + +⎝ ⎠  

( )2

2 2 .
( ) ( )

y x y y yy x y

x y x y x y

e e e e ez e e e
y e e e e e ey

′ + − ⋅⎛ ⎞∂
= = =⎜ ⎟

∂ + + +⎝ ⎠
 

Подставив полученные вторые производные в заданное уравнение, 
получим 

2

2 2 2 0.
( ) ( ) ( )

x y x y x y

x y x y x y
e e e e e e

e e e e e e
⎛ ⎞

⋅ − − =⎜ ⎟
+ + +⎝ ⎠  

Пример 9.10 Найти значение полного дифференциала функции 
z

yxu +
=  

при x  = 1, y  = – 2, z  = –1, xΔ  = 0,1, yΔ  = 0,2, zΔ  = 0,5.  

Решение 
Находим частные производные  

1 ;u x y
xx z z

′∂ +⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
 1 ;u x y

yy z z

′∂ +⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
   ,2z

yx
z

yx
z
u

z

+
−=

′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∂
∂  

а затем полный дифференциал 

2
1 1 .x ydu x y z
z z z

+
= Δ + Δ − Δ

 
 Теперь    находим  значение      этого полного   дифференциала при 
x  = 1, y  = – 2, z  = – 1, xΔ  = 0,1, yΔ  = 0,2 , zΔ  = 0,5. 

( )2
1 1 1 20,1 0,2 0,5 0,2.
1 1 1

du −
= ⋅ + ⋅ − ⋅ =
− − −  

9.4 Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

 Определение 1. Касательной плоскостью к поверхности в данной 
ее точке М (точке касания) называется плоскость, в которой лежат каса-
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тельные в этой точке к всевозможным кривым, проведенным на данной 
поверхности через указанную точку.  
 Определение 2. Нормалью к поверхности называется перпендикуляр 
к касательной плоскости в точке касания. 
 Уравнение касательной плоскости к поверхности ),( yxfz =  в дан-
ной точке ),,( 000 zyxM  имеет вид 

        0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( );x yz z f x y x x f x y y y′ ′− = − + −                             (9.2) 

 Уравнение нормали в указанной точке находим по формуле 

                                         

0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z
f x y f x y

− − −
= =

′ ′ −
                            (9.3) 

Пример 9.11 Даны функция ( , ) x yz f x y arctg
y
−

= = и точка )
4

,1,2( πA . Сос-

тавить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности в точке А. 
Решение 

 . Уравнение касательной плоскости к поверхности в точке 
0 0 0( , , )C x y z  найдем по формуле (9.2), где  

2 2 21 2
1

1 ,
2( )

xx
y x

y

yz
y x y

−
= =

=

′ = =
+ −

   

2 2 2
21
1

1
( )xy

xy
y

yz
y x y−

==
=

′ = − = −
+ −

 
 Имеем 

1 ( 2) ( 1)( 1),
4 2

z x yπ
− = − + − −

 
 или 

2 2 0
2

x y z π
− − + =  – уравнение касательной плоскости к поверхности 

x yz arctg
y
−

=  в точке А. 

Уравнение нормали найдем по формуле (9.3) 

.
1
4

1
1

2
1

2
−

−
=

−
−

=
−

πzyx  
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9. 5 Экстремум функции двух переменных 

 Определение 1. Максимум (минимум) функции ( , )z f x y=  называ-
ется такое ее значение 0 0( , ),f x y  какое больше (меньше) всех других зна-
чений, которые принимаются ею в точках, достаточно близких к точке 

0 0 0( , )x yΜ  и отличающихся от нее. 

 Максимум или минимум функции называется экстремумом. Точка, 
в которой достигается экстремум, называется точкой экстремума. 
 Аналогично определяется экстремум функции трех и более пере-
менных. 
 Экстремум функции несколько переменных может достигаться 
лишь в точках, лежащих внутри области ее определения, в которых все 
частные производные первого порядка обращаются в нуль. Такие точки 
называются критическими. Для функции двух переменных ( , )z f x y=  
критические точки находятся из системы уравнений 

( , ) 0,
( , ) 0.

x

y

f x y
f x y
′ =⎧⎪

⎨ ′ =⎪⎩

 
 Для проверки полученных критических точек на наличие в них экс-
тремума вычисляют определитель 

A
B

Δ =
 

B
A , 

в котором 0 0 0 0 0 0( , ), ( , ), ( , ),xx xy yyA f x y B f x y C f x y′′ ′′ ′= = =  тогда, 

 1) если 0,Δ  то 0 0 0( , )x yΜ  – точка экстремума: при 0A≺  (или 
0C ≺ ) – точка максимума, при 0A (или 0C ) – точка минимума; 

 2) если 0,Δ ≺  то в точке 0M  нет экстремума, 

 3 если 0,Δ =  то вопрос о наличии или отсутствии экстремума 
функции остается открытым (нужно последующее исследование функции, 
например, по знаку прироста fΔ  вблизи этой точки). 

Пример 9.12 Найти экстремумы функции 
3 2( , ) 3 30 18 .f x y x xy x y= + − −  

Решение 
Находим первые частные производные: 

3 2( , ) 3 3 30,xf x y x y′ = + −    ( , ) 6 18.yf x y xy′ = −  
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 Приравнивая эти производные нулю, после элементарных преобра-
зований приходим к системе уравнений 

2 2 10,
2 6.
x y

xy
⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩  
 Складывая и вычитая почленно уравнения, получим 

2 2

2 2

2 16,

2 4

x xy y

x xy y

⎧ + + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
 

 Решая эту систему уравнений, находим четыре критических точки: 
1(3;1)P , 2 (1;3)P , Р3(-3; -1), Р4(-1;-3). 

 Теперь найдем вторые частные производные: 2 26 ; 6 ; 6xyx y
f x f y f x′′ ′′ ′′= = =  

и составим выражение 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 2 236( ).yxx y

P f P f P f P x y′′ ′′ ′′Δ = ⋅ − = −  

 Убедимся, что  
 1) ( ) ( )21 1 10, 0,

x
P f P P′′Δ  – точка минимума; 

 2) ( )2 0,PΔ ≺  в точке  экстремума нет; 

 3) ( )3 0,PΔ ≺  в точке  экстремума нет; 

 4) ( ) ( )24 4 40, 0,
x

P f P P′′Δ ≺  – точка максимума. 

 Следовательно, данная функция имеет два экстремума: в точке 1P  – 
минимум, причем  ( )1 72,f P = −  в точке 4P  – максимум, ( )4 72.f P =  

9.6 Наибольшее и наименьшее значения функции 

Функция, непрерывная и ограниченная в замкнутой области, дости-
гает в ней наибольшего и наименьшего значений в критических точках 
или в точках, лежащих на границе области. 

Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции в 
замкнутой ограниченной области необходимо: 

1. Найти критические точки (лежащие внутри данной области) и вы-
числить в них значение функции. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции на границе об-
ласти. 

3. Выбрать наибольшее и наименьшее значения из всех полученных. 
В некоторых случаях при нахождении наибольших и наименьших 
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значений функции двух переменных в ограниченной замкнутой области 
границу этой области удобно разбить на части, каждая из которых задает-
ся своими уравнением. 
Пример 9.13 Найти наибольшее и наименьшее значения функции       

3 3 6z x y xy= + +  в прямоугольнике с вершинами ( 3, 3)A − − , ( 3,2),B −  
(1,2),C  (1, 3)D − . 

Решение 
 Найдем частные производные данной функции: 

2 23 6 ; 3 6x yz x y z y x′ ′= + = +  
 Найдем критические точки. Для этого решим систему уравнений 

2

2

3 6 0,

3 6 0

x y

y x

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
     или     

2

2

2 0,

2 0

x y

y x

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

В результате получаем две критических точки 1 2(0,0), ( 2, 2)M M − − , 
которые принадлежат прямоугольнику ABCD  (рис. 9.1). 

 
Рисунок 9.1 

Вычисляем значения функции в этих точках: 
.8)2;2()(;0)0;0()( 2211 =−−===== zMzzzMzz  

 Найдем наибольшее и наименьшее значения функции на границе пря-
моугольника ABCD . Эту границу удобно разбить на четыре отрезка 

, , ,AB BC CD DA , на каждом из которых могут оказаться свои критические 
точки. Кроме того, необходимо учесть и концы отрезков, то есть точки 

, ,A B C  и D .  
 Ищем критические точки на отрезке AB , уравнение которого 

3x = − , причем 3 2y− ≤ ≤ . На этом отрезке данная функция становится 
функцией одной переменной у: 
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.27183 −−= yyz  

 Производная этой функции 183 2 −=′ yzy   превращается в нуль при 

6, 6y y= − = . Второго значения рассматривать не будем, поскольку оно 
не принадлежит отрезку AB , для которого 3 2y− ≤ ≤ .  Вычислим значение 
функции ( )z y  при 6y = − : 

( ) ( ) ( )3
3 6 6 18 6 27 12 6 27z z= − = − − − − = −

 
На отрезке ВС 2=y , поэтому 

.8123 ++= xxz  

 Функция ( ) 3 12 8z x x x= + +  критических точек не имеет, поскольку 
ее производная 33 12xz x′ = +  в нуль не обращается. 

 На отрезке CD  1( 3 2)x y= − ≤ ≤ , где  ,61 3 yyz ++=  также нет кри-
тических точек. 
 На отрезке DA  3( 3 1)y y= − − ≤ ≤ , поэтому 

3 27 18z x x= − −  
 Функция ( ) 3 18 27z x x x= − −  имеет критическую точку 6x = −  
(точка 6x = , в которой производная 33 18xz x′ = −  также обращается в 
нуль отрезку DA  не принадлежит). 
 Вычислим значение функции ( )z x  при 6x = − : 

( ) ( ) ( )3
4 6 6 18 6 27 12 6 27z z= − = − − − − = −

 
Осталось найти значение функции 3 3 6z x y xy= + +  в вершинах , ,A B C D  

 ( ) ( ) ( )( )3 3
35
3

3 3 6 3 3 0xA y
z z z =−

=−
= = = − + − + − − = ; 

 ( ) ( )3 3
36

2
3 2 6 3 2 55xB y

z z z =−
=

= = = − + + − = − ; 

 3 3
17
2

1 2 6 1 2 21xC y
z z z =

=
= = = + + ⋅ ⋅ = ; 

 ( ) ( )33
18

3
1 3 6 1 3 44xD y

z z z =
=−

= = = + − + ⋅ ⋅ − = − . 

 Сравнив значения 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,z z z z z z z z , заключаем, что функция 
3 3 6z x y xy= + +  в прямоугольнике ABCD  достигает наименьшего значения, 
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равного –55, в точке B  и наибольшего значения, равного 21, в точке M . 

9.7 Производная по направлению 

 Вычисление производной по направлению производится с помо-
щью следующей теоремы. 
 Теорема. Для всякой дифференцируемой функции  ( , , )u x y z  суще-
ствует производная по любому направлению λ , причем  

                                      
cos cos cosu u u u

x y z
∂ ∂ ∂ ∂

= α + β+ γ
∂λ ∂ ∂ ∂

,                          (9.4) 

где cos ,cosα β  и cos γ  – направляющие косинусы луча λ . 

Пример 9.14 Дана функция u xyz= . Найти ее производную в точке ( )5,1,2P в 
направлении от этой точки к точке ( )7, 1,3Q − . 

Решение 
 Найдем частные производные функции  

xy
z
uxz

y
uyz

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ ;;  

и вычислим их значение в точке P : 

2,
p

u
x
∂

=
∂

    10,
p

u
y
∂

=
∂

  5
p

u
z

∂
=

∂
. 

Поскольку вектор { }1,2,2 −=PQ , то его направляющими косинусами 
будут  

( )22 2

2 2 2 1cos ,cos ,cos .
3 3 32 2 1

= = β = − γ =
+ − +

 

 Следовательно, 

2 2 1 112 10 5 .
3 3 3 3

u∂ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ − + ⋅ = −⎜ ⎟∂λ ⎝ ⎠
 

Ответ: .
3

11
−=

∂
∂
λ
u  Знак минус указывает, что в данном направлении 

функция u  убывает. 
Если скалярное поле – плоское, то функция поля зависит от двух пе-

ременных: ( , )z f x y= . Вектор λ  в этом случае лежит в плоскости xyO  (то 
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есть cos 0γ = ) и, следовательно, производная по направлению вычисляет-
ся по формуле 

                                                    cos cos .z z z
x y

∂ ∂ ∂
= α + β

∂λ ∂ ∂
                            (9. 5) 

Пример 9.15 Заданы функция 2 2z x y xy= + + , точка ( )1,2A  и вектор 

{ }3;2λ = . Найти производную в точке A  по направлению вектора λ . 

Решение 

2 ,z x y
x
∂

= +
∂

     2z y x
y
∂

= +
∂

, 

1
2

4,
x
x

z
x =

=

∂
=

∂
      

1
2

5
x
x

z
y =

=

∂
=

∂
. 

 Направляющие косинусы вектора λ  равны  

2 2 2 2

3 3cos ,
133 2

x

x y

λ
α = = =

λ + λ +
 

2 2

3cos .
13

y

x y

λ
β = =

λ + λ
 

 Подставим полученные данные в формулу (9.5) и получим 

3 2 22 22 134 5 .
1313 13 13A

z∂ ⋅
= ⋅ + ⋅ = =

∂λ
 

9.8 Градиент функции 

 Определение. Градиентом в точке ( , , )P x y z  скалярного поля, за-
данного дифференцируемой функцией ( , , )u u x y z= , называется вектор 

u u ui j k
x y z
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

. 

Градиент функции ( , , )u x y z  обозначается символом 

                                             grad u u uu i j k
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

.                               (9.6) 
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Пример 9.16 Найти градиент функции 2 2 22 5u x y z= + − −  в точке 0 (2, 1,1)P − .  
Решение 

Найдем 2 ; 4 ; 2x y zu x u y u z′ ′ ′= = = − . Потом по формуле  получим  

grad  ( )0 (2, 1,1) (2, 1,1) (2, 1,1) 4 4 2x y zu P u i u j u k i j k′ ′ ′= − + − + − = − − . 

В случае плоского скалярного поля, заданного дифференцируемой 
функцией  двух переменных ( , )z f x y= , градиент определяется по формуле  

grad  ( , ) ( , ) ( , )x yf x y f x y i f x y j′ ′= +  

Пример 9.17 Найти градиент функции  2( , )z f x y xy x y= = + +     

в произвольной точке ( , )B x y  и в точке (2,3)A . 

Решение 

 Найдем   
2 2
3 3

1, 2 , 4, 8.
x x
y y

f f f fy x y
x y x y= =

= =

∂ ∂ ∂ ∂
= + = + = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

                                               Ответ: grad ( , ) ( 1) ( 2 ) ,f x y y i x y j= + + +  

                                       grad (2,3) 4 8 .f i j= +  
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10 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕМАМ 

«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ» И «ФУНКЦИИ МНОГИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ» 

1. Определение дифференциального уравнения. 
2. Порядок дифференциального уравнения. 
3. Общее решение дифференциального уравнения. 
4. Особое решение дифференциального уравнения. 
5. Частное решение дифференциального уравнения. 
6. Задача Коши. 
7. Общий вид дифференциального уравнения первого порядка. 
8. Дифференциальные уравнения с разделенными переменными. 
9. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. 
10. Однородные функции. 
11. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. 
12. Дифференциальные уравнения, приводящиеся к однородным. 
13. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 
14. Дифференциальные уравнения Бернулли. 
15. Уравнения в полных дифференциалах. 
16. Дифференциальные уравнения второго порядка. 
17. Дифференциальные уравнения второго порядка, не содержащие явно искомую 
функцию. 
18. Дифференциальные уравнения второго порядка, не содержащие явно независи-
мую переменную. 
19. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с посто-
янными коэффициентами.  
20. Правило составления характеристического уравнения. 
21. Общее решение линейного однородного дифференциального уравнения в случае 
положительного дискриминанта характеристического уравнения. 
22. Общее решение линейного однородного дифференциального уравнения в случае 
отрицательного дискриминанта характеристического уравнения. 
23. Общее решение линейного однородного дифференциального уравнения в случае 
дискриминанта характеристического уравнения равного нулю. 
24. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. 
25. Структура общего решения линейного неоднородного дифференциального урав-
нения второго порядка с постоянными коэффициентами.  
26. Нахождение частного решения неоднородного уравнения по виду правой части. 
27. Метод вариации произвольных постоянных. 
28. Решение систем дифференциальных уравнений. 
29. Определение функций многих переменных. 
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30. Область определения функции двух переменных. 
31. Частные приращения функций многих переменных. 
32. Частные производные функций многих переменных. 
33. Полный дифференциал функций многих переменных. 
34. Производные высших порядков функций многих переменных. 
35. Касательная плоскость и ее уравнение. 
36. Нормаль к поверхности и ее уравнение. 
37. Экстремумы функций двух переменных. 
38. Необходимые условия экстремума функций двух переменных. 
39. Достаточные условия экстремума функций двух переменных. 
40. Наибольшее и наименьшее значения функций двух переменных. 
41. Производная по направлению. 
42. Градиент функции двух переменных. 
43. Градиент функции трех переменных. 
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11 ТИПОВОЙ РАСЧЕТ ПО ТЕМЕ «ИНТЕГРАЛЫ И ИХ 
ПРИЛОЖЕНИЯ» 

Задание 1 

Найти неопределенные интегралы: 

1.1 а) ∫
++−

++ ;
)134)(1(

37143
2

2
dx

xxx

xx  б) ;
4 2

2
∫

− x

dxx   в) ∫ .26 2 xdxarctgx  

1.2 а) ∫
++

+++ ;
96

27392
23

234
dx

xxx

xxx  б) ;
9)9( 22∫
++ xx

dx  в) ∫ + .)2ln( 2 dxxx  

1.3 а) ∫
−+

−+ ;
1252

96407
234

3
dx

xxx

xx  б) ;
162∫

−xx

dx   в) ∫ .4cos2 xdxx  

1.4 а) ∫
++

++− ;
544

544
23

234
dx

xxx

xxx  б) ;1
2

2
∫

− dx
x

x   в) ∫ .4arccos xdx  

1.5 а) ∫
++

+ ;
)1)(32(

2
2 dx

xx

x   б) ;
422∫

−xx

dx   в) ∫ + .sin)1( 2 xdxx  

1.6 а) ∫
+−

+ ;
)4()2(

43
22

3
dx

xx

xx   б) ;42
dx

x
x

∫
−   в) ∫ − .sin xdxe x  

1.7 а) ∫
++

;
52

5
23 xxx

dx   б) ;
9)9( 22

2
∫

−− xx

dxx  в) ∫ .3xdxarctg  

1.8 а) ∫
+

− ;2
3

4
dx

xx

x    б) ;
122∫

+xx

dx   в) ∫ − .32 dxex x  

1.9 а) ∫
+−−

;
)148)(12( 2 xxx

dx  б) ;
4)4( 22

3
∫

−− xx

dxx  в) ∫ − .cos2 xdxe x  
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1.10 а) ∫
+−−

;
)172)(2(

34
2 xxx

dx  б) ;
424∫

+xx

dx   в) ∫ .
2

cos2 dxxx  

1.11 а) ∫
−−

+ ;
102

5
23

2
dx

xxx

x   б) ;
344

1
2∫

+−

− dx
xx

x  в) ∫ +
.

sin1
dx

x
dx  

1.12 а) ∫
+++

;
)204)(4(

20
2 xxx

dx  б) ;
42011

54
2∫

−−

+ dx
xx

x  в) ∫ .
sin2 x

dx  

1.13 а) ∫
−−+

− ;
)232)(3(

23
2

2
dx

xxx

x  б) ;
269

16
2∫

−+

− dx
xx

x  в) ∫ .
cos

sin
3

3
dx

x

x  

1.14 а) ∫
++

+++ ;
44

4982
23

234
dx

xxx

xxx  б) ;
9125

12
2∫

−+

− dx
xx

x  в) ∫ .4xdxctg  

1.15 а) ∫
++−

;
)102)(5(

9
2 xxx

xdx  б) ;
7124

2
2∫

++

+

xx

dxx    в) ∫ .cossin16 44 xdxx  

1.16 а) ∫
−

− ;
)12(

34
2 dx

xx

x    б) ;
91221

43
2∫

−+

− dx
xx

x   в) ∫ −
.

cos54 x
dx  

1.17 а) ∫
−

;
116

2
4x

dx    б) ;
5129

13
2∫

+−

+ dx
xx

x    в) ∫ .sincos 34 xdxx  

1.18 а) ∫
+−

+ ;
)2)(4(

42
2

2
dx

xx

x   б) ;
2

5
2∫

−−

+ dx
xx

x  в) ∫ .4xdxtg  

1.19 а) ∫
+++

;
)522)(1(

5
2 xxx

dx  б) ;
1

3
2∫

+−

+ dx
xx

x     в) ∫ ++
.

5cos4sin3 xx
dx  

1.20 а) ∫
+

+− ;
4

422
24

45
dx

xx

xx   б) ;
67

32
2∫

−−

+ dx
xx

x  в) ∫ .
sin

cos
6

3

x

xdx  

1.21 а) ;
3

49
2

35
dx

xx
xx

∫
+

−+   б) ∫
+−

;
983

1
2 dx

xx
 в) ∫ +

.
cos2

cos dx
x

x  
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1.22 а) ∫
++

+++ ;
)2)(1(

9136
2

23
dx

xx
xxx  б) ∫

++
;

522 2 dx
xx

x    в) ∫ ++
.

sincos1
cos dx

xx
x  

1.23 а) ∫
−

+ ;
1
13

2

3
dx

x
x    б) ∫

+−

− ;
544

14
2 dx

xx
x  в) ∫

+

− .
)sin1(

sincos
2 dx

x
xx  

1.24 а) ;3
24

23
dx

xx
xxx

∫
−

−−+   б) ∫
−+

− ;
72

32
2 dx

xx
x  в) ∫

+
.

cos32
1

2 dx
x

 

1.25 а) ;
5

125
2

35
dx

xx
xx

∫
+

−−   б) ∫
++

+ ;
52

45
2

dx
xx

x  в) ∫ +
.

cos45
cos dx

x
x  

1.26 а) ∫
+−

;
)9()1(

3
22 dx

xx
  б) ∫

−+

+ ;
43

25
2

dx
xx

x  в) ∫ .
sin
cos

4

5
dx

x
x  

Задание 2 

Вычислить интегралы: 

2.1 ,
1

41

0
2∫

+

−

x

xarctgx  2.2 ,
2

0
∫

π

tgxdx  

2.3 ,2sin
2

0
∫

π

xdx  2.4 ,sin
0
∫
π

xdxx  

2.5 ∫ −
2ln

0
,dxxe x  2.6 ,

3

0
∫ xarctgxdx  

2.7 ∫
−5

1
,1 dx

x
x  2.8 ∫ −

1

0

2 ,1 dxxx  

2.9 ∫ −+

6

1
,

231 x
dx  2.10 ∫

−6

3
4

2
,9 dx

x

x  
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2.11 ∫
π

0

2 ,cos xdx  2.12 ,4
2

0

2∫ − dxx  

2.13 ,)92(
1

0

3∫ −− dxxe x  2.14 ∫ −
3

0

2 ,2sin)3( xdxxx   

2.15 .
)ln1(1

2∫
+

e

xx

dx  2.16 .
4832)83(

43

0 33 2∫
+−−− xx

xdx  

2.17 ∫
2

0
.

2
dxxarctg  2.18 ∫

e
dx

x

x

1
2

2
.ln  

2.19 ∫ +
2

0

2 .)4ln( dxx  2.20 ∫
−

+
2

1

2 .)2ln(3 dxxx  

2.21 ∫
1

0

2 .arcsin3 xdxx  2.22 ∫
π

0
.

2
cos dxxx  

2.23 ∫
1

0

2 .arcsin3 xdxx  2.24 ∫
e

dx
x

x

1
2

2
.ln  

2.25 .
1313

35

0 4∫
+++ xx

dx  2.26 .
445

52

1 4 22
∫

−+− xx

xdx  

Задание 3 

Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость. 

3.1 ∫
∞

++1
2 .

134xx

dx    3.2 ∫
∞

e xx

dx .
)(ln 3  

3.3 .
0

2 3
∫
∞

− dxex x     3.4 ∫
∞

++

+

0
2 .

22

2 dx
xx

x  
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3.5 ∫
∞

+0
2 .

)2(x

xdx     3.6 ∫
−

2

0 2
.

4 x

xdx  

3.7 ∫
−

3

0
2 .

)3(x

dx     3.8 ∫
e

xx
dx

1
.

ln
 

3.9 ∫
−

10

2 3 2
.

)2(x

dx    3.10 ∫
−

4

2
2 .

4x

dx  

3.11 ∫
∞

e xx

dx .
)(ln 2     3.12 .

0

2∫
∞ −

dxxe
x

 

3.13 ∫
∞

+−5
2

.
178xx

dx    3.14 ∫
∞

+0 3 2
.

1x

xdx  

3.15 .
2

0
∫

π

tgxdx     3.16 ∫ +

π

π
2

.
cos1 x
dx  

3.17 ∫
− −

7

1
3

.
7 x
dx     3.18 .

0

2
2

∫
∞ −

dxxe
x

 

3.19 ∫ −

4

0
.

2cos1

π

x
dx    3.20 ∫

∞

+0
4 .

)3(x

xdx  

3.21 .
0

2 2
∫
∞

− dxex x     3.22 .
)1(

1

0
2∫

−x
dx  

3.23  ∫
∞

2
.

ln
dx

xx
dx     3.24 ∫

−

1

0 2

2
.

1 x

dxx  

3.25 .
)2(

4

0 3 2∫
−x

dx     3.26 .
11

2∫
∞

− ++ xx
dx  
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Задание 4 

4.1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами 1
2

2
+−= xxy  

и 63
2

2
++−= xxy . 

4.2 Вычислить площадь фигуры, ограниченной эллипсом tbytax sin,cos == . 

4.3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной астроидой 
tytx 33 sin4,cos4 == . 

4.4 Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры, 

ограниченной параболой 2
4
1 xy = , прямой х = 4 и осью Ох. 

4.5 Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу фигуры, 
ограниченной гиперболой xy 6= , осью Оу и прямыми у = 1 и у = 6. 

4.6 Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох эллипса 
tbytax sin,cos == . 

4.7 Найти длину дуги кривой xxy
3
1

=  от х1 = 0 до х2 = 2,4. 

4.8 Найти длину одной арки циклоиды )cos1(),sin( tayttax −=−= . 

4.9 Найти длину кардиоиды )cos1(2 ϕ−= ar . 

4.10 Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 
параболы 122 += xy , от х1=1 до х2=7. 

4.11 Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 
астроиды tаytаx 33 sin,cos == . 

4.12 Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 
одной арки циклоиды )cos1(3),sin(3 tyttx −=−= . 

4.13 Найти площадь фигуры, ограниченной окружностями 
)0(cos2cos aaruar ϕϕ == . 

4. 14 Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой )cos1(2 ϕ−=r  и 
окружностью с радиусом r = 2. 
4.15 Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 
ограниченной   дугой   синусоиды   xy sin=   и отрезком оси Ох от х1= 0 до 
х2 = π. 
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4.16 Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 
ограниченной кривой xxy = , осью Ох и прямой х = 4. 

4.17 Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 
ограниченной кривой 2=+ yx  и осями координат. 

4.18 Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 

ограниченной параболой 2
2
1 xy =  и прямой xy −= 4 . 

4.19 Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 

ограниченной эллипсом 1
14

22
=+

yx  и окружностью 422 =+ yx  и распо-

ложенной в первом квадранте. 

4.20 Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 13 2 += xy  и 
прямой .73 += xy  

4.21 Вычислить площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 
)cos1(),sin( tayttax −=−=  и осью Ох. 

4.22 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой 
).cos1(3 ϕ+=r  

4.23 Вычислить площадь фигуры, ограниченной четырехлепестковой ро-
зой .2sin4 ϕ=r  

4.24 Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фи-
гуры, ограниченной параболами 2xy =  и .xy =  

4.25 Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Оу фи-

гуры, ограниченной кривыми 21
2
x

y
+

=  и .2xy =  

4.26 Найти объем тела, полученного от вращения вокруг оси Ох полувол-
ны синусоиды .sin xy =  
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12 ТИПОВОЙ РАСЧЕТ ПО ТЕМЕ «ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ» 

Задание 1 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциальных уравне-
ний первого порядка. 

1.1 .
25
58

yx
yxy

−
+

=′    1.2 .
x
ytg

x
yy −=′  

1.3 .0ln =+′
x
yyyx    1.4 .022 =++−′ yxyyx  

1.5 .034 22 =−−′ xyyxy   1.6 .
yx
yxy

−
+

=′  

1.7 .22 yxyx −=′    1.8 .02 222 =++′ yxyx  

1.9 .
yx
yxy

+
−

=′     1.10 .8 22 yxyxy +=′  

1.11 .cos2 tgxyxy =+′   1.12 .sin)1(cos xyxy +=′  

1.13 .arcsin1 2 xyxy =+−′  1.14 .4sin22 xxytgy =+′  

1.15 .22 yeyy x−=+′    1.16 .cos2 xxyyx =−′  

1.17 .22 yxyyx −=+′    1.18 .1cossin =−′ xyxy  

1.19 .32 55 yxyyx =+′    1.20 .32
22 xexxyy −=+′  

1.21 .2)( 22 xyyyx =′−   1.22 .ln
x
yyyx =′  

1.23 .22 yxyyx +=−′   1.24 .3=+′ yyx  

1.25 .322 =−′ xyyx    1.26 .)1(2)1( 222 xxyyx +=−′+  
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Задание 2 

Даны дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие 
понижение порядка. Найти частное решение, удовлетворяющее указан-
ным начальным условиям. 

2.1 .3)1(,3
4)1(,02 =′==−′−′′ yyxyyx  

2.2 .2)2(,1)2(,sin πππ =′==′−′′ yyxctgxyy  

2.3 .2)0(,1)0(,
)1( 32

=′=
−

=′′ yy
x

xy  

2.4 .4)1(,5
1)1(,22 4 =′==′−′′ yyxyyx  

2.5 .0)1(,0)1(,01ln =′==+=′′ yyxyx  

2.6 .0)0(,1)0(,cos =′==′+′′ yyxtgxyy  

2.7 .0)0(,0)0(,
)41( 32

=′=
−

=′′ yy
x

xy  

2.8 .2)1(,4
1)1(,4 3 =′==′+′′ yyxyyx  

2.9 .2)2(,1)2(,cos2 πππ =′==′−′′ yyxxyyx  

2.10 .0)1(,4)1(,ln43 =′==′′ yyxyx  

2.11 .1)0(,0)0(,0 =′==′−′′ yyyey y  

2.12 .0)0(,0)0(,2 =′==′′′ yyyyy  

2.13 .3)0(,1)0(,)( 2 =′=′=′′ yyyyy  

2.14 .1)1(,1)1(,33 =′==′′ yyyy  

2.15 .1)0(,2
1)0(,012 2 =′==−′′ yyyy  
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2.16 .2
1)0(,0)0(,2 4 =′==′′ yyey y  

2.17 .1)0(,3)0(,)(2)2( 2 =′=′=′′− yyyyy  

2.18 .1)1(,1)1(,)(32 2 =′=′+=′′ yyyyy  

2.19 .2)2(,0)2(,13 =′=+=′′ yyyy  

2.20 .1)0(,0)0(,)()1( 32 =′=′=′′+ yyyyy  

2.21 .3)0(,1)0(,2)1( 2 =′=′=+′′ yyyxxy  

2.22 .1)2(,2)2(,0)( 2 =′==′−′+′′ yyyyxyx  

2.23 .4)2(,0)2(,
2

=′=+
′

=′′ yy
y

x
x
yy  

2.24 .1)2(,1)2(,32 2 −=−′=−=′′ yyyy  

2.25 .0)1(,1)1(,13 =′=−=′′ yyyy  

2.26 .3)0(,1)0(,sin =′=+=′′ yyxxy  

Задание 3 

Решить линейные неоднородные дифференциальные уравнения вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами. Найти частное решение, 
удовлетворяющее указанным начальным условиям. 

3.1 .5)0(,0)0(,21682 2 =′=+=−′−′′ yyxyyy  

3.2 .2)0(,1)0(,cos34 =′==+′′ yyxyy  

3.3 .5)0(,2)0(,32 2 =′==−′−′′ yyeyyy x  

3.4 .1)0(,1)0(,122 =′=+=′−′′ yyxyy  

3.5 .1)0(,1)0(,4292 3 =′=−+=′−′′ − yyxeyy x  
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3.6 .7)0(,2)0(,2sin44 =′==−′′ yyxyy  

3.7 .1)0(,0)0(,sincos3 =′=−=′+′′ yyxxyy  

3.8 .5)0(,3)0(,3466 2 =′=−−=−′−′′ yyxxyyy  

3.9 .4)0(,2)0(,33 3 =′==′−′′ yyeyy x  

3.10 .3)0(,0)0(,4554 =′=−=+′−′′ yyxyyy  

3.11 .2)0(,1)0(,sincos2 =′=−=−′+′′ yyxxyyy  

3.12 .4)0(,0)0(,)13(4 −=′=−=−′′ − yyexyy x  

3.13 .4)(,1)(,2sin6 −=′−==+′′ ππ yyxyy  

3.14 .4)0(,2)0(,3105 =′=+=′−′′ yyxyy  

3.15 .5)0(,3)0(,1242 2 =′=+−=−′+′′ yyxeyyy x  

3.16 .1)0(,1)0(,2662 2 =′=−−=′−′′ yyxxyy  

3.17 .7)0(,3)0(,834 5 =′==+′−′′ yyeyyy x  

3.18 .4)0(,1)0(,3cos716 =′==+′′ yyxyy  

3.19 .3)0(,1)0(,296 3 −=′==+′+′′ − yyeyyy x  

3.20 .2)0(,1)0(,2sin22 =′=++−=+′+′′ yyxxyyy  

3.21 .0)0(,1)0(,54 2 =′==+′−′′ yyxeyyy x  

3. 22 .2)0(,2)0(,)3(2 2 =′=−+=′−′′ yyexxyy x  

3.23 .8)0(,2)0(,44 2 =′==+′−′′ yyeyyy x  

3.24 .0)0(,0)0(,)712(65 =′=−=+′−′′ − yyexyyy x  
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3.25 .2)0(,1)0(,2sin82cos1285 =′=−=+′+′′ yyxxyyy  

3.26 .3)0(,2)0(,254 2 =′==+′−′′ yyexyyy x  

Задание 4 
Решить систему уравнений:  

4.1 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.2

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.2 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

+=

.3

,5

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.3 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

.2

,4

yx
dt
dy

уx
dt
dx

  4.4 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

.3

,

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.5 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.

,

3

3

t

t

ex
dt
dy

ey
dt
dx

  4.6 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.24

,2

tx
dt
dy

ty
dt
dx

 

4.7 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

.63

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.8 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

.5

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.9 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

++=

.sin3

,cos2

tx
dt
dy

tyx
dt
dx

 4.10 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.24

,

t

t

ex
dt
dy

ey
dt
dx

 

4.11 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

−=

.2

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.12 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.32

,

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.13 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

+=

.5

,

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.14 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+−=

.28

,4

yx
dt
dy

yx
dt
dx
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4.15 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

.4

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.16  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−−=

.36

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.17 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

=

.23

,

yx
dt
dy

y
dt
dx

  4.18  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

.616

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.19 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.29

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.20  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−−=

.6

,2

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.21 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−=

.25

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 4.22  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

+=

.2

,

y
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.23 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.9

,

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.24 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.520

,4

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

4.25 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−−=

.

,5

yx
dt
dy

yx
dt
dx

  4.26 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.2

,92

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

Задание 5 

5.1 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (2; 3) и обладаю-
щей тем свойством, что отрезок любой касательной к кривой, заключен-
ный между осями координат, делится в точке касания пополам. Построить 
кривую. 
5.2 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (2; 4), если угло-
вой коэффициент касательной в любой точке кривой в три раза больше 
углового коэффициента прямой, соединяющей ту же точку с началом ко-
ординат. Построить кривую. 
5.3 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (1; 1) и обладаю-
щей тем свойством, что отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, 
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равен квадрату абсциссы точки касания. Построить кривую. 
5.4 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (1; 2) и обладаю-
щей тем свойством, что отрезок касательной между точкой касания и 
осью Ох делится пополам в точке пересечения с осью Оу. Построить кри-
вую. 
5.5 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (-1; 1), если угло-
вой коэффициент касательной в любой точке кривой равен квадрату ор-
динаты точки касания. Построить кривую. 
5.6 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (1; 2), если под-
нормаль в каждой точке равна 2. Построить кривую. 
5.7 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (2; 4), если угло-
вой коэффициент касательной в любой точке кривой в два раза меньше 
углового коэффициента прямой, соединяющей ту же точку с началом ко-
ординат. Построить кривую. 
5.8 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (2; -4), если 
начальная ордината касательной, проведенной в любой точке кривой, рав-
на кубу абсциссы точки касания. Построить кривую. 
5.9 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (0; 3), если угло-
вой коэффициент касательной, проведенной в любой ее точке, меньше ор-
динаты точки касания на 2. Построить кривую. 
5.10 Найти уравнение кривой, проходящей через точку А (2; 2), если длина 
отрезка касательной между точкой касания и осью Ох равна длине отрезка 
между точкой касания и началом координат. Построить кривую. 
5.11 Кривая проходит через точку А(1; 2) и обладает тем свойством тем 
свойством, что угловой коэффициент касательной в любой ее точке про-
порционален квадрату ординаты точки касания с коэффициентом пропор-
циональности к= 3. Найти уравнение кривой. 
5.12 Кривая проходит через точку А(2; –1) и обладает тем свойством, что 
произведение углового коэффициента касательной в любой ее точке на 
сумму координат точки касания равно удвоенной ординате этой точки. 
Найти уравнение кривой. 
5.13 Кривая проходит через точку А(1; 2) и обладает тем свойством, что 
отношение ординаты любой ее точки к абсциссе пропорционально угло-
вому коэффициенту касательной к кривой, проведенной в той же точке, с 
коэффициентом пропорциональности к = 3. Найти уравнение кривой. 
5.14 Кривая проходит через точку А(1; 5) и обладает тем свойством, что 
отрезок, отсекаемый на оси ординат любой касательной, равен утроенной 
абсциссе точки касания. Найти уравнение кривой. 
5.15 Кривая проходит через точку А(2; 4) и обладает тем свойством, что 
отрезок, отсекаемый на оси абсцисс любой касательной, равен кубу абс-
циссы точки касания. Найти уравнение кривой. 
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5.16 Найти такую кривую, проходящую через точку А(2; 2), чтобы угло-
вой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся утроенной орди-
нате этой точки. 
5.17 Найти линию, проходящую через точку А(1; 1) и обладающую тем 
свойством, что площадь треугольника, образованного касательной, осью 
ОХ и прямой, проходящей через точку касания параллельно оси ОУ, есть 
постоянная величина, равная 9. 
5.18 Найти линию, проходящую через точку А(3; 0) и обладающую тем 
свойством, что ордината точки пересечения нормали с осью ОУ равна 
произведению квадрата абсциссы точки касания на ординату этой точки. 
5.19 Найти кривую, проходящую через точку А(0; 2), касательные к кото-
рой отсекают от оси абсцисс отрезки в два раза большие ординаты точки 
касания. 
5.20 Найти кривую, проходящую через точку А(-1; 1), для которой отре-
зок, отсекаемый касательной к кривой в любой ее точке от оси ОХ, равен 
квадрату абсциссы точки касания. 
5.21 Найти кривую, проходящую через точку А(1; 1), для которой отрезок 
любой касательной, заключенной между координатными осями, делится в 
точке касания в отношении 1:2, считая от оси ОУ. 
5.22 Найти кривую, проходящую через точку А(1; 0) и обладающую тем 
свойством, что ордината точки пересечения любой касательной с осью ОУ 
равна удвоенной сумме координат точки касания.  
5.23 Найти кривую, проходящую через точку А(0; 3), для которой отрезок 
любой касательной делится в точке касания пополам. 
5.24 Найти кривую, проходящую через точку А(0; -2) и обладающую тем 
свойством, что тангенс угла наклона любой касательной к оси ОХ равен 
ординате точки касания, увеличенной на 3 единицы. 
5.25 Найти линию, проходящую через точку А(4; 1). Для которой длина 
отрезка, отсекаемого любой касательной от оси ОУ, равна произведению 
координат точки касания. 
5.26 Найти кривую, проходящую через точку А(1; 0), для которой угловой 
коэффициент любой касательной равен отношению суммы абсциссы и ор-
динаты точки касания к абсциссе этой точки. 
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13 ТИПОВОЙ РАСЧЕТ ПО ТЕМЕ «ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ» 

Задание 1 

 Найти область определения функции двух переменных  
(дать геометрическое истолкование).  

1.1 )ln( yxz += . 1.2 
yx

xz
+

=
2

ln . 

1.3 
y

xz cosln= . 1.4 
5
3ln

−
−

=
y
xz . 

1.5 )sinln( xyz −= . 1.6 )9ln( 22 −+= yxz . 

1.7 
y

yx
x

z +
= arcsin1 . 1.8 xyz ln= . 

1.9 
xy
yxz

−
=

)ln( 2
. 1.10 ( )yxz −−= ln . 

1.11 yxz sinlnln += . 1.12 
224

ln

yx

xz
−−

= . 

1.13 .11 22 −++= yx
x

z . 1.14 11 22 −+−= yxz . 

1.15 
9

11
22 −+

−
−

=
yxyx

z . 1.16 xy
x

z −= 2
||

1 . 

1.17 )ln()( 22 xyyxz −⋅+= . 1.18 yyxz ln)(1 22 ⋅+−= . 

1.19 )1ln(1 23 −+−= yxz . 1.20 
y

yx
z

−
=

cos
. 

1.21 229)arcsin( yxyxz −−++= . 1.22 )1arcsin(arccos 2
2 y

y
xz −+= . 
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1.23 2222 42 yxxyxz −−−−+=
. 

1.24 )arcsin()sin( 22 yxyxz −++=
. 

1.25 )1arccos(arcsin 2 x
x
yz −+=  1.26 yxz cossin ⋅= . 

Задание 2 

 Найти частные производные 
x
z
∂
∂ , 

y
z
∂
∂  от функции ),( yxzz = . 

2.1 )ln( 22 yxxz ++= . 2.2 )ln( 2yxz += . 

2.3 )1ln()1ln( 3yxz +⋅+= . 2.4 
y
xz ln

2
1

= . 

2.5 )ln( 22 yxxyz +⋅= . 2.6 )lnln( 5 yxz += . 

2.7 3)log1( xz y+= . 2.8 )cosln(sin yxz += . 

2.9 ( )xyz sinln 3 −= . 2.10 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
yyxz

2
ln . 

2.11 
yx

yxz
2

)2( 2

+
−

= . 
2.12 yx

yx

ez +
+

=

22

. 

2.13 2)cossin( xyyxz +=  2.14 2x
y

y
xz += . 

2.15 
)cos(

)arcsin(
xy

yxz +
= . 2.16 3 2 )ln( yxz = . 

2.17 
yx
yxz

−
+

= cos . 2.18 .arcsin
22

22

yx

yx
z

+

−
=  

2.19 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

x
yz cosln . 2.20 yxz cos)(sin= . 
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2.21 )sin( 2yxxz +⋅= . 2.22 yxarctgz = . 

2.23 
yx

xz
+

=
2cos . 2.24 

22
arcsin

yx

xz
+

= . 

2.25 
x
y

y
xz sincos ⋅= . 2.26 21 x

xyarctgz
+

= . 

Задание 3 

 Найти производные сложных функций. 

3.1 ,cossin xyyxz +=  где ,
v
ux =  ;23vuy =  ,

u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.2 ,4xyez =  где ),1cos( tx −=  ;sin 2ty =  ?=
dt
dz  

3.3 xyyxz 222 +−= , где tx sin= , );arccos( tey =  ?=
dt
dz  

3.4 ( ) 223 yxeyxz +⋅+= , где ),cos( 2tx =  ty = ; ?=
dt
dz  

3.5 ,arcsin
2

y
xz =  где ,sin tx =  ;

2
cos2 ty =  ?=

dt
dz  

3.6 ),2( 2 yxxtgz −+=  где ,1
t

x =  ty = ; ?=
dt
dz  

3.7 ,1
22 yx

z
+

=  где ,2vuvx −=  uvuy 2+= ; ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.8 ,
y

xarctgz =  где 12 += xy , ,
x
z
∂
∂  ?=

dx
dz  

3.9 ,4
2 xy
yz
−

=  где ttx cos⋅= , tty sin⋅= ; ?=
dt
dz  

3.10 ),arcsin( yxz −=  где ),1ln( += tx  34ty = ; ?=
dt
dz  

3.11 ,
1 xy

yxarctgz
+
+

=  где ,12 += tx  ty sin= ; ?=
dt
dz  
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3.12 ),lnln( yxz ⋅=  где tx sin= , );arccos( 5ty =  ?=
dt
dz  

3.13 ),ln( 62 yx eez +=  где xxy = ; ,
x
z
∂
∂  ?=

dx
dz  

3.14 ,ln
2
1

y
xz =  где ttgx 2= , ;

2
3 tctgy =  ?=

dt
dz  

3.15 ),ln( 2 yxz =  где ,vux =  ;uvy =  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.16 ,cossin 33 xyyxz +=  где ttx −= 23 , ;
1

2

−
=

t
ty  ?=

dt
dz  

3.17 ,2
xy

yxz +
=  где ),1( 2 += ttgx  )1( 4 −= tctgy ; ?=

dt
dz  

3.18 ,2
y
xxyz +=  где ),ln( 2 ttx +=  ty 10= ; ?=

dt
dz  

3.19 xxyxz −+= )ln( 22 , где tx sin= , ;
1+

=
t

ty  ?=
dt
dz  

3.20 ,
2
2

yx
yxz

+
−

=  где ,
u

vux −
=  ;

vu
vy
+

=  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.21 ,
1 xy

yxz
−
+

=  где ,
sin t

tx =  ;
cos t

ty =  ?=
dt
dz  

3.22 ,sin xxyz +=  где ( ),3 2 tttgx +=  ( );12 += tctgy  ?=
dt
dz  

3.23 
yx
yxz

−
+

= , где )1( += tetgx , ;
2
tctgy =  ?=

dt
dz  

3.24 ,ln yxz =  где ),sin(uvx =  );cos( 2 uvy −=  ,
u
z
∂
∂  ?=

∂
∂
v
z  

3.25 ,
sin
sin

2

2

y
xz =  где tx ln= , ;ttey =  ?=

dt
dz  

3.26 ,ln
2

x
yxz −=  где ,sin 2tx =  2costy = ; ?=

dt
dz  
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Задание 4 

Даны функция ( , )z f x y= , точка ( )0 0;A x y  и точка ).;( 11 yxB   

Необходимо: 
а) составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверх-

ности в точке ( )0 0 0; ;C x y z ; 

б) найти градиент функции в точке; 

в) найти производную функции в направлении вектора .AB  

4.1 2 2z x xy y= + + ;    ( )1;2A , ).3;0(B      

4.2 23z x xy x y= − + + ;   ( )1;3A , ).3;1( −B  

4.3 2 3 6z x xy y= + − ;    ( )4;1A , ).2;1(−B      

4.4 2 2 6 3z x y x y= − + + ;   ( )2;3A , ).2;1( −−B     

4.5 2 22 3z x xy y= + + ;    ( )2;1A , ).3;2(−B    

4.6 2 2 2 1z x y x y= + + + − ;   ( )2;4A , ).3;3(B      

4.7 2 23 2z x y xy= + − ;    ( )1;3A − , ).3;2( −B      

4.8 2 2 5 4z x y x y= − + + ;   ( )3;2A , ).3;1(−B    

4.9 22 3 5z xy y x= + − ;    ( )3;4A , ).3;2(−B   

4.10 2 2z xy y x= + − ;    ( )1;2A , ).3;1( −−B  

4.11 ;2222 yxxyyxz −=−+=   ),1;1( −−A  ).3;1(B  

4.12 ;2222 yxxyyxz −−−−=   ),1;1(−A  ).3;2(−B  

4.13 ;2322 ++−−+= yxxyyxz   ),1;2(A  ).2;1(−B  

4.14 ;102432 22 +−+−= yxyxz   ),1;1(−A  ).3;3(−B  

4.15 ;10542 22 −−++= yxyyxz   ),1;7(−A  ).3;1(−B  

4.16 ;0846222 =+−+++ xzzyx  ),1;2(A  ).2;1( −−B  

4.17 ;24 222 xyyzx −=−+    ),1;2(−A  ).3;1(−B   
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4.18 ;73222 =+−++ zxyyzx   ),2;1(A  ).4;1(−B  

4.19 ;846222 =++++ xyyzx   ),1;1(−A  ).3;4(−B  

4.20 ;1342 222 =−+−+ zyyzx   ),1;2(A  ).3;1(−B   

4.21 ;446222 −=+−++ zyyzx   ),1;2(A  ).3;1(−B  

4.22 ;463522 =+−+ yyzzx   ),2;1(A  ).3;1( −−B  

4.23 ;022 =−−+ yzxzyx    ),2;0(A  ).3;1(−B  

4.24 ;222222 =−+++− zyyzyzx  ),1;1(A  ).3;1(−B  

4.25 ;022222 =−+−+− zxxzyzx  ),1;1(A  ).3;2(−B  

4.26 ;1442222 =−+−+ xyyzx   ),1;3(A  ).3;5(−B  

Задание 5 

Найти наименьшее и наибольшее значения функции ( , )z f x y=  в за-
мкнутой области D, ограниченной данными линиями. Сделать чертеж. 

5.1 2 2 9 27z x y xy= + − + ;  D: 0 3,0 3x y≤ ≤ ≤ ≤ . 

5.2 2 22 1z x y= + + ;   D: 0; 0, 3x y x y≥ ≥ + ≤ . 

5.3 2 23 2z x xy y= − − − ;  D: 1, 0,x y y x≤ ≥ ≤  

5.4 2 23z x y x y= + + − ;  D: 1, 1, 1x y x y≥ ≥ − + ≤ . 

5.5 2 22 2z x xy y= + + ;   D: 1 1,0 2x y− ≤ ≤ ≤ ≤ . 

5.6 2 25 3 4z x xy y= − + + ;  D: 1, 1, 1x y x y≥ − ≥ − + ≤ . 

5.7 210 2z xy x= + − ;   D: 20 4y x≤ ≤ − . 

5.8 2 22 4z x xy y x= + − + ;  D: 0, 0, 2 0x y x y≤ ≤ + + ≥ . 

5.9 2 2z x xy= + − ;   D: 24 4 0x y− ≤ ≤ . 

5.10 2z x xy= + ;    D: 1 1,0 3x y− ≤ ≤ ≤ ≤ . 

5.11 ;3 xyyxz −+=    D: .0;4; === xyxy  

5.12 ;2yxxyz −−=    D: .0;;3 === yxyx  
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5.13 ;8422 yxxyxz +−+=   D: .2;0;1;0 ==== yyxx  

5.14 ;35 22 yxyxz +−=   D: .1;0;1;0 ==== yyxx  

5.15 ;42 22 xyxyxz −−+=   D: .0;3;01 ===+− yxyx  

5.16 ;82222 +−−+= yxyxz  D: .01;0;0 =−+== yxyx  

5.17 ;2 223 yxyxz +−=   D: .6;0;1;0 ==== yyxx  

5.18 ;63 22 yxyxyxz −−−+=  D: .1;0;1;0 ==== yyxx  

5.19 ;164222 −−+−= xxyyxz  D: .03;0;0 =−+== yxyx   

5.20 ;1022 −+= xyxz    D: .4;0 2 −== xyy  

5.21 ;2 yxxyz −−=    D: .4;0;3;0 ==== yyxx   

5.22 ;
2

2
xyxz −=    D: .2;8 2xyy ==  

5.23 ;22233 22 +−−+= yxyxz  D: .01;0;0 =−+== yxyx  

5.24 ;142 22 ++−−= xyxyxz  D: .01;0;3 =++=−= yxyx  

5.25 ;2
2
52 22 xyxyxz −+−=  D: .2;0;2;0 ==== yyxx  

5.26 );4(2 yxyxz −−=   D: .6;0;0 xyyx −===  

Задание 6 

 Исследовать следующие функции на екстремум: 

6.1 ;142 2 yxyxyz +−−=  

6.2 ;568 33 +−+= xyyxz  

6.3 ;22151 22 yxyxxz −−−+=  

6.4 ;61 22 yxyxxz −−−+=  

6.5 ;201839622 ++−−+= yxxyyxz  

6.6 ;5622 33 +−+= xyyxz  

6.7 ;10933 33 +−+= xyyxz  
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6.8 ;122 +−+++= yxyxyxz  

6.9 ;)(4 22 yxyxz −−−=  

6.10 ;33)(6 22 yxyxz −−−=  

6.11 ;9622 yxyxyxz −−++=  

6.12 ;102)2( 22 −+−= yxz  

6.13 ;1)5( 22 ++−= yxz  

6.14 ;333 xyyxz −+=  

6.15 ;422 22 yxxyz −−=  

6.16 ;2352 22 +−−= yxxyz  

6.17 );12( yxxyz −−=  

6.18 ;10232 22 +−−= yxxyz  

6.19 );6( yxxyz −−=  

6.20 ;22 yxxyyxz ++−+=  

6.21 ;222 yxyxyxz −−++=  

6.22 ;2)1( 22 yxz +−=  

6.23 ;23 22 yxxyz −−=  

6.24 ;)2(3 22 ++= yxz  

6.25 ;)(2 22 yxyxz −−+=  

6.26 .168 33 +−+= xyyxz  
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