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Конспект  лекцій по вищій  математиці 

КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 

ПОНЯТТЯ КРИВИХ НА ПЛОЩИНІ 

Нехай l — крива на площині xy, параметричні рівняння якої 
x = (t),  ty  ,   ;t . 

Означення. Крива l називається гладкою, якщо (рис. 2.26): 
1) функції    tt  ,  неперервно диференційовні на [; ] і 

      0,0;  ttp ,   ;t ; 
2) l не має точок самоперетину. 
Якщо l — замкнена крива, то     ,     , а також 

    ,     . 

Вектор  tp  є напрямним вектором дотичної до кривої l у точ-

ці      ltytx ; . 
 

у

0 х

l
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Рис. 2.26 

Нехай криву l задано рівнянням  xfy  ,  bax ; . 

Означення. Крива називається гладкою, якщо функція  xfy   

має неперервну похідну  xf  ,  bax ; . Крива, яка утворена 
скінченною кількістю гладких кривих і не має точок самоперети-
ну, називається кусково-гладкою. 
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2.3.2. ЗАДАЧІ, ЩО ПРИВОДЯТЬ  
ДО ПОДВІЙНОГО ІНТЕГРАЛА 

Об’єм криволінійного циліндра. Нехай  yxfz ;  — 

невід’ємна, неперервна в замкненій обмеженій області 

D функція, тобто   0; yxf ,   Dyx  ; . У тривимірному просторі 

рівняння  yxfz ;  визначає деяку поверхню S, проекція якої на пло-

щину ху збігається з D (рис. 2.27). Потрібно знайти об’єм V тіла Т, об-
меженого згори поверхнею S і знизу областю D з межею  та циліндри-
чною поверхнею з напрямною  і твірними, паралельними осі z. Таке 
тіло називається криволінійним циліндром. 
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Рис. 2.27 
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Рис. 2.28 
 

● Розіб’ємо область D на n областей Di з кусково-гладкими межами 
і, і = 1, 2, …, n. Через межу Гі проведемо циліндричну поверхню з твір-
ними, паралельними осі z. Ці поверхні розіб’ють тіло Т на n стовпчиків 

Ті, об’єм кожного з яких наближено дорівнює   iiii SfT  ; , і = 1, 

2, …, n, де  ii  ;  — довільна точка області Di; iS  — площа облас-

ті Di. Об’єм усього тіла T наближено подамо сумою  

  .;
1





n

i
iii Sf  

Нехай di — діаметр області Di, а .max id
i

  Тоді точне значення 

об’єму таке: 

  i

n

i
ii SfV  

 10
;lim . (1) 

Задача1
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Означення. Границя (1), якщо вона існує, позначається 
 

D

dxdyyxf ;  і називається подвійним інтегралом від функції 

 yxf ;  за областю D. 
 

Об’єм криволінійного циліндра, обмеженого поверхнею 
  0;  yxfz ,   Dyx  ; , областю D та циліндричною по-

верхнею з напрямною  і твірними, паралельними осі z, по-
дається так: 

   .;
D

dxdyyxfV  (2) 

Маса плоскої пластинки. Нехай D — плоска пластин-
ка, по поверхні якої неперервно розподілена маса з гус-

тиною  yx, . Треба знайти масу пластинки. 
● Розіб’ємо пластинку D за допомогою кусково-гладких дуг довіль-

ним чином на n частин Di (рис. 2.28). 
Припускаючи що густина  в кожній частині Di стала і дорівнює 

 iі  ; , де  iiiP  ;  — довільна точка Di, дістаємо наближену масу 

частини Di: 

  iiii Sm  ; , 

де iS  — площа Di. Тоді маса всієї пластинки D наближено дорівнює 

  .;
1





n

i
iii S  Точна маса m всієї пластинки виражається граничним 

переходом при 0max  id : 

    .;;lim
10

  
 D

n

i
iii dxdyyxSm  

2.3.3. ОЗНАЧЕННЯ ПОДВІЙНОГО ІНТЕГРАЛА 

Нехай в області D з кусково-гладкою межею  задано непере-
рвну функцію f(x, y). Розіб’ємо область D кусково-гладкими ду-
гами на n частинних областей Di, площа яких Si, і = 1, 2, …, n. 

У кожній частинній області Di виберемо довільну точку  
ii

 ;  

й утворимо суму 

  .;
1

i

n

i
iin Sf  



 

яка називається інтегральною сумою Рімана. 

Задача2
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Позначимо через  найбільший з діаметрів області Di і назве-
мо його діаметром розбиття.  

Означення. Якщо існує границя  

  i

n

i
ii Sf 

 10
;lim , (3) 

яка не залежить ні від способу розбиття області D на частини Di, ні 
від вибору точок   iii D ; , то функція  yxf ;  називається ін-
тегровною за Ріманом в області D, а сама границя називається по-
двійним інтегралом від функції  yxf ;  за областю D і позначається  

   



n

i
iii

D

Sdxdyyxf
10

.;lim;  

Зауважимо, що інтеграл від функції f(x; y) за областю D є де-
яке число. Крім того, виконується рівність 

    ,;;  
DD

dudvvufdxdyyxf  

тобто для інтеграла не має значення, якими символами позначено 
аргументи функції f(x). 

Границя (3) не залежить від способу розбиття області D на Di і 
вибору точок   .; iii D  Отже, якщо границя (3) існує, можна 

область D розбивати на частини Di прямими, які паралельні осям 
координат (рис. 29). 

у

у
j

у
j-1

0 хх
i-1

х
i

D
i

D

 

Рис. 2.29 
 
Нехай Dij — прямокутник зі сторонами 

,,1,

;,1,

1

1

njyyy

mixxx

jjj

iii







  

1DDij  . Його площа Sij дорівнює xiyj. 
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Інтегральна сума, що відповідає такому розбиттю області D, 
має вигляд 

  ji

m

i

m

j
ji yxf 

 1 1

; , iii xx 1 , .1 jjy yy   

Тоді, згідно з рівністю (4), дістаємо: 

    







  

 



m

i

n

j
jiji

D
y
x

yxfdxdyyxf

j

i 1 1
0max
0max

;lim;   (5) 

2.3.4. ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ 

Теорема 2.19. Для того щоб функція f(x, y) була інтегровна 
в області D, необхідно, щоб f(x, y) була обмежена на D. 

Теорема 2.20. Якщо функція f(x, y) неперервна в обмеженій 
області D, то подвійний інтеграл існує. 

Теорема 2.21. Нехай D — обмежена замкнена область і 
f(x, y) — функція, визначена і неперервна в усіх точках цієї 
області, за винятком, можливо, точок, що належать скінчен-
ній кількості кусково-гладких ліній із області D. Тоді інте- 
грал (4) існує. 

Властивості подвійного інтеграла: 

1. .  області  площа—,1 DSSdxdydxdy
DD

   (6) 

● Беручи в (4)   1; yxf , дістаємо: 

.lim
10

SSdxdy
n

i
i

D

 


 

2.
 

       

.const,

,,,,,



 
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfyxf
 

● За означенням, 

           


i

n

i
iiii

D

Sgfdxdyyxgyxf
10

,,lim,,  
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     

      .,,,lim

,lim,lim,lim

10

101010

dxdyyxgdxdyyxfSg

SfSgSf

D

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii












 

3. Нехай 21 DDD  , 21 DD   (рис. 2.30). 
Тоді  

      .;;;
21

 
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  (7) 

у

0 х

D1

D2

D =  D D1  2     

 

Рис. 2.30 

● Нехай Dі — клітинки розбиття 21 DDD  . Позначимо через 

1i
D  — клітинки розбиття, що належать D1, а через Di2 — клітин-

ки, що належать D2. 
Тоді 

     

     

 







 

21

2

,,,lim

,lim,,

1
2

0

1
1

00 1

DD

n

i
iii

n

i
iiii

n

i
ii

D

dxdyyxfdxdyyxfSf

SfSyxgdxdyyxf

 

(n = n1 + n2). 
4. Якщо   0, yxf ,   Dyx  , , то  

  .0, 
D

dxdyyxf  (8) 

5. Якщо    yxgyxf ,,  ,   Dyx  , , то 
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    .,, 
D D

dxdyyxgdxdyyxf  (9) 

6.      .,, dxdyyxgdxdyyxf
DD

   (10) 

● Очевидно, виконується нерівність 

     .,,, yxfyxfyxf   

Отже, за властивістю 5 

      .,,, dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf
DDD

   

Звідси маємо нерівність (10). 

7. Нехай  yxfM ,max ,  ,,max yxfm   

  ., Dyx   

Тоді  

  ,, MSdxdyyxfmS
D

   (11) 

S — площа області D. 
● Справді, виконується нерівність 

  ., Myxfm   

Отже, 

   
DDD

Mdxdydxdyyxfmdxdy ;  

і за властивостями 1 і 2 маємо нерівність (11). 
8. Нехай D — прямокутник а  х  b, с  х  d (рис. 2.31). 
     ygxfyxf , . Тоді 

        .  
b

a

d

cD

dyygdxxdxdyygxf  (12) 

● Прямими, паралельними осям координат, розбиваємо пря-
мокутник D на прямокутники Dij, площі яких дорівнюють ii yx  , 
і = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n. 

Згідно з рівністю (5) дістаємо: 

        







  

 



m

i

n

j
jiii

y
xD

yxgdxdyygx

i

i 1 1
0max
0max

lim  
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        .limlim
10max10max

 














 



d

c

b

a

n

y
jj

y

m

i
ii

x
dyygdxxygx

ji

 

у

уi

c

ba

d

0 хх i-1 х i

Dij

 
 

Рис. 2.31 
 

9. Теорема 2.22. (Про середнє.) Нехай  yxf ,  — функція, 

неперервна в обмеженій замкненій зв’язній області D. Тоді іс-
нує точка (, ), така що 

    ,,, Sfdxdyyxf
D

   (13) 

де S — площа області D. 

● З нерівності (11) випливає: 

  .,
1
 
D

Mdxdyyxf
S

m  (14) 

Нехай точки А = (х0, у0), В = (х1, у1)  D, причому 

   

   .,min,

,,max,

11

00

yxfmyxf

yxfMyxf




 

Сполучимо точки А і В неперервною кривою х = х(t) i y = y(t), 
t  [; ] так, щоб х() = х0, у() = у0, х() = х1, у() = у1. 

У точках цієї кривої значення функції       tFtytxf ,  однієї 
змінної t утворюють відрізок [m; M]. За теоремою Вейєрштрасса 
вона набуває й усіх проміжних значень між m i M. Згідно з нерів-
ністю (14) число 

   .;,
1

Mmdxdyyxf
SD

  

Тоді знайдеться таке t0, що  
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          
D

dxdyyxf
S

ftytxftF ,,
1

,, 000  

де  0tx ,  0ty . 

Число  

   
D

dxdyyxf
S

f ,
1

,   (15) 

називається середнім значенням функції  yxf ,  в області D. 

2.3.5. ПОХІДНА ПОДВІЙНОГО  
ІНТЕГРАЛА ПО ОБЛАСТІ ІНТЕГРУВАННЯ 

Нехай S — площа області D, а  
D

dxdtyxfm ,  — її маса. То-

ді середня щільність речовини в D дорівнює   .,
1

D

dxdyyxf
S

 

Згідно з (15) маємо 

    
D

fdxdyyxf
S

,,
1

, 

де   D, . 

У разі стягування області D в точку   0, 000 dyxP  внаслі-

док неперервності функції  yxf ,  дістаємо співвідношення: 

 
   

   .,,lim,
1

lim 00
,,0 00

yxffdxdyyxf
S yxDd




  

Ця границя називається похідною подвійного інтеграла за 
областю D в точці  000 , yxP . 

Якщо f(x, y) — неперервна в області D функція, то похід-
на подвійного інтеграла за областю інтегрування дорівнює 
підінтегральній функції. 

2.3.6. ЗВЕДЕННЯ ПОДВІЙНОГО ІНТЕГРАЛА  

ДО ПОВТОРНОГО 
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І. Випадок прямокутної області. Нехай область інтегруван-
ня є прямокутник 

  dycbxayxD  ,,  

зі сторонами, паралельними координатним осям (див. рис. 2.31) і 
 yxf ,  — неперервна в цій області функція. Якщо зафіксувати 

 dcy , , то  yxf ,  буде неперервною функцією змінної х. То-

му існує інтеграл     ,,
b

a

dxyxfyF  який є неперервною функці-

єю змінної  dcy , . Таким чином, функцію  yF  можна інтег-

рувати на відрізку  dc, . Отже, дістаємо повторний інтеграл 

      .,,    
b

a

d

c

d

c

d

c

b

a

dxyxfdydyyxfdyyF   (16) 

Цей процес можна здійснити в оберненому порядку: спочатку 

обчислити функцію від х, визначену рівністю    dyyxfx
d

c

 , , а 

потім функцію   зінтегрувати за х від a до b. У результаті діста-
немо повторний інтеграл: 

        .,,  
d

c

b

a

b

a

b

a

dyyxfdxdxdyyxfdxx   (17) 

Теорема 2.23. Нехай функція  yxf ,  неперервна в замкне-

ному прямокутнику D. Тоді виконується рівність 

      .,,,  
b

a

d

c

d

c

b

aD

dxyxfdydyyxfdxdxdyyxf   (18) 

Обчислити інтеграл 

   ,65 33 dxdyxyyx
D

   

  43,21;  yxyxD . 

Маємо:  

Приклад
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