
Лекция 1 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
     Определение 1. Дифференциальным уравнением называется уравнение, 
связывающее независимую переменную x , искомую функцию  )(xfy   и ее 
производные  ,...,, yyy    
      
     Символически дифференциальное уравнение можно записать так: 

 
.0,..),,,,(  yyyyxF  

 
      Определение 2. Порядком дифференциального уравнения называется 
порядок наивысшей производной, входящей в уравнение.  
    
      Определение 3. Решением дифференциального уравнения называется 
всякая функция ),(xfy   которая, при подстановке в уравнение, превращает 
его в тождество. 
 
    Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 
 

.0),,( yyxF  
      Если это уравнение можно разрешить относительно  ,y  то его можно 
записать в виде 

).,( yxfy   
 

      В этом случае мы говорим, что дифференциальное уравнение разрешено 
относительно производной. 
 
      Определение 4. Общим решением дифференциального уравнения 
первого порядка называется функция 

),,( Cxy   
 

которая зависит от одного произвольного постоянного С.  
 
      Определение 5. Частным решением называется любая функция  

),,( 0Cxy   которая получается из общего решения ),,( Cxy   если в 
последнем произвольному постоянному С придать определенное значение  

.0СС   
 
      С геометрической точки зрения общее решение представляет собой 
семейство кривых на координатной плоскости, зависящее от одной 
произвольной постоянной С. Частному решению соответствует одна кривая 
этого семейства, проходящая через некоторую заданную точку. 



 
     Рассмотрим  несколько видов  дифференциальных уравнений первого 
порядка: 
 

1. 1 Дифференциальные уравнения  первого порядка 
с разделяющимися переменными. 

 
Общий вид: 

)()( ygxfy  . 

Решение. Учитывая то, что  
dx
dyy    и  0)( yg , преобразуем 

уравнение к виду 
)()( xf

dx
yg

dy
 . Интегрируя левую часть по  y , а правую  по  x , 

получаем 

   .
)()(

C
xf

dx
yg

dy  

 
Пример 1. 1. Найти   решение уравнения  .22 xyxyy   
 

Решение 

      Выполним  следующие преобразования. Заменим   
dx
dyy  , умножим обе 

части уравнения на dx , в результате уравнение примет вид 
 

.)2( dxyxydy   

    Разделим обе части уравнения на  ,0)2( yy  получим  .
)2(

xdx
yy
dy




 

Проинтегрируем  обе  части  равенства    
.

)2(
xdx

yy
dy  В результате 

Cxyy 
2

2ln
2
1ln

2
1 2

 или  .
22

ln
2

Cx
y

y



 

 
      При делении  на  )2( yy   могли быть потеряны  решения  0y  и  2y . 
Непосредственной подстановкой убеждаемся,  что   0y   и  2y  являются   
особыми  решениями  уравнения, которые не могут быть получены из общего 
ни при каких значениях произвольной постоянной  С. 
 

                          Ответ:   ,
22

ln
2

Cx
y

y



  0y , 2y . 

 
 
 



Пример 1. 2. Найти частное решение уравнения    xx eyye  221 , 
удовлетворяющее начальному условию  .1)0( y  

 
Решение 

 
     Приведем уравнение к виду    ,1 22 dxedyye xx    а затем  разделим 
переменные   и  проинтегрируем обе части равенства.   Получим  
 

 


 .
1 2

2
x

x

e
dxedyy  

 
В  результате  общее решение имеет вид  Carctgey x 333    или            
 

.333 Carctgey x   
 

Найдем частное решение, подставив в общее начальные условия   

.331 3 0 Carctge    Отсюда   3 3
4

31 C
  или   .3

4
31 C
  Окончательно,  

.
43

1 
C  

                                                                             Ответ:  .
4

3133 
 xarctgey  

Задачи для самостоятельного решения 
 

  Найти общее решение уравнений: 

1. ,023 22  dyxydxyx  

2. ,023   yyxyx  

3. ,)()2( 22 dyyyxdxxyx   

4.   ,1 22 xx eyye   

5. .
ln

sin
y

yxy   

   Решить задачу Коши: 
1. ,1)0(;2  yyctgxy  

2. .1)0(;02)1( 22  yxyyx  
 

 
 
 



 
Лекция 2 

 
2. 1 Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 

 
   Определение.    Уравнение   ).,( yxfy   называется однородным 
относительно  x   и y , если функция   ).,( yxf  есть однородная функция 
нулевого измерения   относительно  x   и y . 
 
     Решение.  По условию  ),,(),( yxfkykxf   Решение ищем в виде  txy  , 
тогда  .txty   Подставив  y    и   y  в исходное уравнение, получим 
уравнение с разделяющимися переменные, решив которое и  сделав  в 

полученном решении замену  ,
x
yt   Получим искомый результат. 

 
  Пример 2. 1. Решить  дифференциальное уравнение 

.
2

22

xy
xyy 

  

Решение 
 

 Это однородное ДУ  первого порядка, т. к. при замене  x  и y  
соответственно на  kx   и   ky  уравнение не меняется. 

Используя замену  txy  , получаем  

;
2

1,
2

1 22

t
txt

t
ttxt 


  

.2lnln)1ln(,
1
2,

1
2 2

22   





Cxt
x

dx
t

tdt
x

dx
t

tdt
 

 

Окончательно,   

 
 

 

                                                                             Ответ: .222 Cxyx   

Задачи для самостоятельного решения 
 
    Найти общее решение уравнений: 

1.   ,xdydxxyy                         4. ),( 223 xyyyx   

.2,21,21 22
2

2
2 Cxyx

x
C

x
y

x
cu 



2. ,22 xyyyx                       5. ,0





  yxy

x
yxctg  

3. ,1 2

2

x
y

x
yy                            6. .22 yxyyxy   

     

2.2 Линейные дифференциальные  уравнения 

первого  порядка 
 

Определение. Дифференциальное уравнение (ДУ) вида 

,)()( xqyxpy      ( 7. 1) 
где р(х), q(x)   известные функции, называется линейным ДУ.  
 

Решение: Решение ищем в виде произведения  двух    функций  )(xuu   
и ),(xvv   т. е. uvy  , Тогда uvvuy  . Подставляя  uvy    и  

uvvuy   в уравнение  (7. 1), получаем 

 
uv + uv + p(x)uv = q(x). 

Или   
  ).()( xqvxpvuvu             (7. 2) 

Функцию v  подберем так, чтобы она удовлетворяла уравнению 
 

.,)(ln,)(

,)(,)(,)(

)(



  dxxpevdxxpvdxxp
v
dv

dxxp
v
dvvxp

dx
dvvxpv

 

Подставив найденную функцию в уравнение  (7. 2), получим 

.)(,)(,)( )()(1 Cdxexquexquvxqu dxxpdxxp     

Окончательно, 

.))(( )()(    dxxpdxxp eCdxexqy  

Пример 7. 4. Найти общее решение  дифференциального уравнения                            
.3 2xyyx   

Решение 

   Сделаем замену  uvy  , uvvuy  . Тогда    23)( xuvuvvux    или    

.3)( 2xvvxuvux                                           ( 7. 3) 



     Приравняем скобку 0, получим уравнение  0 vvx . Это уравнение с 

разделяющимися переменными. Решив его, получаем   .1
x

v   Подставляем его 
в уравнении (7. 3) и решаем полученное уравнение 

.3,3,31 3222 Cxdxxuxux
x

ux    

Итак, общее решение    .13
x

Cxy   

                                                                Ответ:  

  .13
x

Cxy   

Задачи для самостоятельного решения 
 
      Найти общее решение уравнений: 

1. ,22 xx
x
yy   

2. ,
cos

1
x

ytgxy   

3. ,sin xxyyx   

4. ,3
2

2 xx
x

yy 


  

5. .1 xe
x

x
x
yy 
  

Лекция 3 
 

  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

3. 1  Дифференциальные уравнения, не содержащие 
явным образом искомую функцию  .y  

 
Общий вид:  ).,( yxfy   
Решение: Введем замену  ,py   где  ).(xpp   Тогда  .py        

Подставляя выражения  производных в исходное уравнение, получаем 
уравнение первого порядка 

 
),( Cxpp   

 
относительно неизвестной функции  ).(xpp   Решив это уравнение, 

получим общее решение 
                                                      ),,( 1Cxpp    



А затем из соотношения  py    получаем общее решение исходного 
уравнения 

.),( 21 CdxCxpy    
 

Пример 3. 1. Найти общее решение уравнения  у + у = 0. 
 

Решение 
 

 Пусть у = p, у =p . Понижаем порядок ДУ и приходим  к ДУ первого 
порядка с разделяющимися переменными 

 
.0 pp  

Находим его решение 

,z
dx
dp

  ,dx
p

dp
    dx

p
dp

, 1lnln Cxp  , .1
xeCp   

Поскольку  у = р, получаем 
 

21211 ,, CeCyCdxeCyeCy xxx    . 
                                                         Ответ: 

.21 CeCy x    
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

1. ,02  yyx                           4. ,1)(2 2  yyyx  

2. ,ln
x
yyyx


                           5. ,0)1(  yyx   

3. ,1 ytgxy                           6. .sin
x
yxyyx


   

 
 

3. 2 Дифференциальные уравнения второго порядка, 
не содержащие явно  независимую переменную x  

 
Общий вид:  ).,( yyfy   

Решение: Положим  ,py   где   ).(ypp   Тогда  .ppy   Подставляя 
выражения производных, получим ДУ первого порядка, решив которой 
получим  ),,( 1Cypp   Затем, воспользовавшись тем,  что  ,py   решим 
уравнение 

).,( 1Cypy   
       Разделяя переменные, находим  

.
),( 1

dx
Cyp

dy
  

   Интегрируя это уравнение, получаем общее решение исходного уравнения 



.0),,,( 21 CCyxF  

Пример 8. 2. Найти общее решение уравнения  .)(2 22 yyyy   
 

Решение 
 

  Сделаем замену  ,py   .ppy   Исходное уравнение примет вид 

                              .2 22 pypyp                                        (7. 6) 
   Это однородное уравнение первого порядка относительно функции  

).( ypp   Положим  ,typ   тогда  .tytp   Подставив последние два 
равенства в уравнение  (7. 6), после элементарных преобразований получим 
уравнение с разделяющимися переменными 

.12 2tytt   
   После разделения переменных и интегрирования полученного уравнения 
получим 

 


.
1
2

2 y
dy

t
tdt

 

   В результате     

1
2 lnln1ln Cyt    или   .

1
1

12 yc
t

 

 

  Заменив в последнем равенстве  
y
pt  ,  после преобразований получим 

.
1

2
C
yyp   

 

  Поскольку ,py   то   .
1

2
C
yyy    

   Интегрируя это дифференциальное уравнение с разделяющимися 
переменными, получим 
 

 


,

1

2
dx

C
yy

dy
    











.

4
1

2
1

2

1

2

1

Cx

CC
y

dy
 

Откуда      .2
1

2

12
1ln Cx

C
yy

C
y   

                                                     Ответ:    .2
1

2

12
1ln Cx

C
yy

C
y   



 
 
 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

1. ,1)(2 2  yyy               4. ,8
3y

y   

2. ,1)( 2  yyy                  5. ,)(5)1( 2yyy   

3. ,2 yyy                             6. .)( 3yyy        

 

Лекция 4 
4. 1 Линейные однородные  уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами 
Общий вид:  ,0 cybya  где  cba ,, константы. 

Решение: Составляем характеристическое уравнение  .02  cbkak  
      Если  характеристическое уравнение  имеет два действительных простых 
корня  21, kk   (случай, когда  дискриминант  0D ), то общее решение 
уравнения имеет вид 

.21 21
xkxk eCeCy                          (8. 

1) 
      Если  характеристическое уравнение  имеет два действительных равных 
корня  kkk  21   (случай, когда  дискриминант  0D ), то общее решение 
уравнения имеет вид 

.21
kxkx xeCeCy            (8. 2) 

      Если  характеристическое уравнение  имеет два комплексно сопряженных 
корня  ikik   21 ,   (случай, когда  дискриминант  0D ), то 
общее решение уравнения имеет вид 

).cossin( 21 xCxCey x                                        (8. 3) 

 
Пример  4.1. Найти общее решение уравнения  .0102  yyy  

Решение 

   Составляем характеристическое уравнение  .01022  kk  Его решение 
,312,1 ik   т. е. .3,1    Общее решение найдем по формуле (8. 3). 



                                                                Ответ: ).3cos3sin( 21 xCxCey x    

 
Пример 4. 2 Решить задачу Коши  .2)0(,1)0(,023  yyyyy  

Решение 

     Составляем характеристическое уравнение  .0232  kk  Его решения 
.1,2 21  kk  Общее решение найдем по формуле  (8. 1). 

.2
2

1
xx eCeCy    

Отсюда  .2 2
2

1
xx eCeCy    Воспользуемся начальными условиями, что 

приводит к системе уравнений   








.22
1

21

21
CC

CC
 

Получаем .4,3 21  CC   

                                                                             Ответ: .43 2 xx eey    

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
    Найти общее решение уравнений: 

1. ,02  yyy  

2. ,04  yy  

3. ,0136  yyy  

     Найти частные решения уравнений: 
1. ,10)0(,6)0(,034  yyyyy  

2. ,15)0(,0)0(,0294  yyyyy  

3. .0)0(,2)0(,044  yyyyy  

 
Лекция 5 

 
Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 
 
Общий вид: ),(xfcybya   где  cba ,, постоянные величины. 

Решение:  Если  правая часть уравнения имеет специальный вид   



)sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn
x   ,                           (5.1) 

 то решение ищем в виде   yyy , где  y  - общее решение 

соответствующего однородного уравнения  ,0 cybya  а  y  - частное 
решение исходного неоднородного уравнения. 
 Пример 8. 5. Найти общее решение уравнения   

.121384 2  xxyyy  

Решение 

 Решение ищем в виде   yyy , 

 Сначала находим  y . Для этого решаем уравнение  .01384  yyy  

Соответствующее характеристическое уравнение  01384 2  kk  имеет 

корни  ik
2
312,1  , поэтому  ).

2
3sin

2
3cos( 21 xCxCey x    

Найдем частное решение  y  по виду правой части. В нашем случае 
правая часть исходного уравнения является многочленом второй степени. 
Составим число ir   . Числа   ,  находим, сравнив правую часть 
нашего уравнения  с функцией   (8. 4). В нашем случае  0,0   , поэтому  

.0r  Данное значение  r  не является корнем характеристического уравнения , 
поэтому частное решение будем искать в виде  CBxAxy  2 . 

 Найдем  BAxy 
 2   и   Ay 2

  и подставив в исходное уравнение, 
получим    

.12)(13)2(88 22  xxCBxAxBAxA  

 Раскроем скобки и приведем подобные члены 

.12138)1316(13 22  xxCAxBAAx  

 Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях  x  в правой и левой 
частях последнего равенства, получим систему 
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 Решив ее, находим  .
2197
529,

169
45,

13
2

 CBA  Тогда частное 

решение имеет вид  .
2197
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13
2 2  xxy  



Общее решение  .
2197
529

169
45
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2
3sin

2
3cos( 2

21   xxxCxCey x  

 Пример 5. 1. Найти общее решение уравнения .32 2 xexyyy   

Решение 

 Решение ищем в виде   yyy , 

 Сначала находим  y . Для этого решаем уравнение  .032  yyy  

Соответствующее характеристическое уравнение  0322  kk  имеет корни  
1,3 21  kk , поэтому  .2

3
1

xx eCeCy    

Найдем частное решение  y  по виду правой части. В нашем случае 
правая часть исходного уравнения является многочленом второй степени, 
умноженном на .xe . Составим число ir   . Числа   ,  находим, сравнив 
правую часть нашего уравнения  с функцией   (8. 4). В нашем случае  

0,1   , поэтому  .1r  Данное значение  r   является корнем 
характеристического уравнения, поэтому частное решение будем искать в виде  

xeCBxAxy x)( 2  . 

 Упростим  xeCxBxAxy )( 23   и найдем  первую и вторую 
производную от этой функции. Подставив функцию и ее производные в 
исходное уравнение, сократив полученное равенство на  0xe  и приравняв 
коэффициенты при одинаковых степенях  x , получим  
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Ответ: .
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 Пример 5.2. Решить задачу Коши для уравнения  xyy 2sin , если  

 .1)(,1)(   yy  

Решение 
Характеристическое уравнение 012 k  имеет корни  .2,1 ik   Поэтому  

.sincos 21 xCxCy   

      Частное решение ищем по виду правой части, учитывая то, что  число 
iir 2   не является корнем характеристического уравнения. 

Итак, .2sin2cos xBxAy   Находим  xBxAy 2cos22sin2   , 



xBxAy 2sin42cos4 
  и подставляем в исходное уравнение. Приравняв 

коэффициенты  при  x2sin  и  x2cos , получаем  .
3
1,0  BA  В результате  

частное решение  исходного уравнения   .2sin
3
1 xy   Тогда общее  решение 

.2sin
3
1sincos 21 xxCxCy   

    Найдем частное решение, удовлетворяющее начальным условиям.  
.1)(,1)(   yy  

.12sin
3
1sincos)( 21   CCy  

 Отсюда  .11 C   

 Найдем  .2cos
3
2cossin 21 xxCxCy   

                          .12cos
3
2cossin)( 21   CCy  

Отсюда  .
3
1

2 C  

                                       Ответ: .2sin
3
1sin

3
1cos xxxy   

 
Задачи для самостоятельного решения 

 

1. ,2 2xxeyyy                              5. ,cossin323 xxyyy   

2. 2365 2  xxyyy ,                6. ,2cos52 xyyy   

3. ,32  xyy                                    7.  ,)1(4 2xexyy   

4. ,42 xxeyyy                           8. .96 3xxeyyy   

 
 


