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using fuzzy logic is realized
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1. Двумерная модель кристаллизации с конвекцией. Процессы кристаллизации, кото-

рые встречаются в природе сопровождаются конвективным перемешиванием в жидкой фазе. В

статье рассматривается постановка задачи, в которой конвекция вызвана наличием заданного вих-

ря интенсивности µ. Исследование состоит в приближенном анализе свободной границы от ин-

тенсивности µ. Рассмотрим стационарный случай в полуполосе D = { − 1 < x < 1, H < y < 0}.

Обозначим через γ кривую, отделяющую жидкую фазу D+
γ от твердой D−γ , при этом концы γ

лежат на вертикалях x = ±1. Обе области D+
γ и D−γ предполагаются односвязными и симмет-

ричными относительно оси y. Пусть ψ(x, y) – функция тока, которая удовлетворяет условиям:

∆ψ = µ, (x, y) ∈ D+
γ , µ = const > 0, ψ = 0, (x, y) ∈ ∂D+

γ . Тут µ считается достаточно малым

численным параметром. Требуется определить кроме функции тока ψ(x, y), тройку (u±(x, y), γ) по

следующим условиям:

λ∆u+ − ψyu+
x + ψxu

+
y = 0, (x, y) ∈ D+

γ , λ = const,

u+(x, 0) = ϑ,−1 ≤ x ≤ 1, ϑ = const > 1,

u±x ± ω±0 u± = 0, x = ±1, (x, y) ∈ Γ+
γ

⋃
Γ−γ ,

∆u = 0, (x, y) ∈ D−γ , u(x,H) = 0, − 1 ≤ x ≤ 1, (1)

u(x, y) = u+(x, y) = 1,
∣∣∇u−∣∣2 − k2

∣∣∇u+
∣∣ = 0, (x, y) ∈ γ,

где Γ+
γ = ∂D+

γ

⋂
{x = ±1} , Γ−γ = ∂D−γ

⋂
{x = ±1} , ω±0 – числа Нусельта.

Предложен метод изучения нелинейной задачи (1), состоящий в разложении решения в ряд по

степеням малого параметра µ :

ψ(x, y;µ) =

∞∑
k=0

µkψk(x, y), u±(x, y;µ) =

∞∑
k=0

µku±k (x, y),

y(x;µ) =

∞∑
k=o

µkyk(x), γ:y = y(x;µ), −1 ≤ x ≤ 1.

Изучим теперь нулевые и первые приближения задачи (1).

2. Приближенное решение задачи (1). Нулевое приближение (u±o (x, y), γo) задачи (1) ищем

из условия минимума функционала: Y (u+, u−, γ0) =
∫∫
D−γ0

[
u−2
x + u−2

y

]
dxdy+k2

∫∫
D+
γ0

[
u+2
x + u+2

y

]
dxdy+

k2ω+
0

∫
Γ+
γ

[
u+2 − 1

]
dy + ω−0

∫
Γ−γ

[
u−2 − 1

]
dy на соответствующем множестве допустимых функций в

классе u+
y > 0в D±γ . Этот функционал может быть представлен следующим образом:

I(y1, y2) =
∫∫

∆1

1+y21x
y1u

dxdu+ k2
∫∫

∆2

1+y22x
y2u

dxdu+ ω+
0 k

2
∫ ϑ

1
(u2 − 1) [y2u(1, n) + y2u(−1, u)] du+

+ω−0
∫ 1

0
(u2 − 1) [y1u(1, u) + y1u(−1, u)] du,

,

2



где ∆1 = (−1 < x < 1, 0 < u < 1), ∆2 = (−1 < x < 1, 1 < u < ϑ), y1(x, u) и y2(x, u) − решения

уравнений u1(x, y)− u1 = 0, u2(x, y)− u2 = 0. Функционал I(y1, y2) минимизируется методом Ритца

[1].

Далее, пусть u(x.y) = u+
1 (x, y) при (x, y) ∈ D+

γ0 , и u(x.y) = u−1 (x, y), если (x, y) ∈ D−γ0 , где u(x, y)

– решение следующей задачи: ∆u = f(x, y), (x, y) ∈ D, u(x, 0) = 0,u(x,H) = 0, ux(0, y) = 0, H ≤

y ≤ 0, ux + ω±0 u = 0, x = 1, (x, y) ∈ ∂D±γ \γ. Справедливо утверждение.

Теорема 1. Пусть µ – достаточно малая величина. Тогда справедливо следующее представление:

y(x;µ) = y0(x)− µ u
±
1 (x, y)

u±0y(x, y)
+ 0(µ), (x, y) ∈ γ0,

где y0(x) – решение уравнения u0(x, y)− 1 = 0 в классе функций uoy > 0 в D.

3. Пространственная модель кристаллизации. Пусть Ω – заданная область в R3, пред-

ставляющая собой цилиндр Ω =
{

(x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 < R2
}
, и пусть Q – боковая поверхность Ω.

Обозначим через Γ – достаточно гладкую поверхность (поверхность кристаллизации, отделяющую

жидкую часть металла D+
γ от твердой D−γ ). Поверхность Γ разбивает боковую поверхность Q на два

куска Γ+и Γ−, т.е. Q = Γ+
⋃

Γ−. Задача Стефана при наличии конвективных движений в жидкой

фазе, состоит в нахождении поля скоростей в жидкой фазе
−→
V (x) = (V1(x), V2(x), V3(x)), давления

p(x), распределения температур u±(x) и свободной поверхности по следующим условиям:

λ(
−−→
V∇)u+(x) = k∇2u+(x), x ∈ Ω+

γ ,

∇2u(x) = 0, x ∈ Ω−γ

(
−→
V ∇)

−→
V (x) +∇p(x) =

1

Re
∇2−→V (x) +

−→
f (u+),

div
−→
V (x) = 0, x ∈ Ω+,

−→
V |∂Ω+ = 0,

∂

n
u+ |x∈H = h(x),

[
∂

∂n
u± + ω±0 u

±
]

= 0, u+ = u− = 1,
∂u−

∂u
−k∂u

+

∂u
= 0,

x∈ Γ,где x = (x1, x2, x3), Ω± – области соответственно жидкой и твердой фаз. H– верхнее основание

цилиндра Ω.

В задаче (2) параметры k, λ, Re допускаются постоянными величинами,∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3),

функция
−→
f (u+) принадлежит классу C2(R1),

−→
f
′
(u) – ограничена в R1. При малых числах Рейнольд-

са Re задача (2) имеет решение, при этом u± ∈ C3+α(Ω
±

),
−→
V (x) ∈ C1+α(Ω

+
), а Γ принадлежит

классу C3+α [2].

4. Приближенное решение задачи (2)

Пусть u±0 (x) – решение стационарной задачи (2) без конвекции в области Ω±0 с теми же усло-

виями из (2) при Re = 0, а Γ0 – свободная поверхность. Для точек поверхности Γ0 введем криво-
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линейные координаты ω = (ω1, ω2). Свободную поверхность Γ будем искать в следующем виде Γ =

{x = x(ω) +−→n (ω)ρ(ω), x(ω) ∈ Γ0} с некоторой функцией ρ(ω) класса C3+α(Γ0). Допустим, что неиз-

вестные величины нашей задачи можно искать в следующем виде: u±(x;Re) =
∑∞
k=0(Re)ku±k (x),

Vi(x;Re) =
∑∞
k=0(Re)kVik(x), p(x;Re) =

∑∞
k=0(Re)kpk(x), p(ω;Re) =

∑∞
k=1(Re)kpk(ω), i = 1, 2, 3.

Справедливо утверждение.

Теорема 2. Пусть u±1 (x) и u±2 (x)– решения следующих задач:

(
−→
V2∇)

−→
V1 +∇p1 = ∇2−→V2 +

−→
f
′
(u+

0 )u+
1 , div

−→
V 2 = 0, x ∈ Ω+

0 ,
−→
V 2

∣∣∣∂Ω+
0

= 0,

λ(
−→
V1∇)u+

1 + λ(
−→
V2∇)u+

0 = ∇2u+
2 , x ∈ Ω+

0 ; ∇2u−2 = 0,

x ∈ Ω−0 ; (
∂u±2
∂n

+ ω±0 u
±
2 )
∣∣
x∈Γ+

⋃
Γ− = 0,

∂u±2
∂n

= 0, x ∈ H;

∇2u1(x) = F1(x), x ∈ Ω;
∂u1

∂n

∣∣∣∣H = 0, (
∂u1

∂n
+ ω±0 u1) |x∈Γ = 0 ,

где F1(x) = λ(
−→
V1∇)u+

0 при x ∈ Ω
+

0 и F1(x) = 0 при x ∈ Ω
−
0 . Тогда при малых числах Re, справедлива

формула:

Γ : x = x(ω)−−→n (ω)Re
u±1 (x(ω))∣∣∇u±0 (x(ω))

∣∣ −−→n (ω)(Re)2u
±
2 (x(ω))− f1(x(ω))∣∣∇u±0 (x(ω))

∣∣ , x(ω) ∈ Γ0.

5. Управление процессом кристаллизации с применением нечеткой логики. Рассмот-

рим процесс кристаллизации металла, который имеет место в спецметаллургии [3]. Пусть u∗ –

температура, при которой происходит отделение слитка от стенок кристаллизатора. Эта темпера-

тура будет достигаться при воздействии потоков мощности w1, w2, w3, причем поток w3 равномерно

распределен в центре слитка. Далее рассматриваются все факторы X1, X2, ..., Xn, которые влияют

на процесс кристаллизации, а также условия Y1, Y2, ..., Yn, при которых происходит появление но-

вого слитка. Затем строится нечеткое управление с помощью метода Мамдани, который позволяет

осуществить процесс управления в задаче кристаллизации. Числовые параметры, участвующие в

построении управления задачи выбираются из [3].
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