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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 
 

Уравнением с одной переменной называется равенство, 
содержащее эту переменную. Чаще всего уравнение 
записывается в виде  

   xgxf  . 
В зависимости от характера функций  xf  и  xg  в 

элементарной математике рассматривают уравнение 
рациональное, иррациональное, тригонометрическое, 
показательное или логарифмическое. Если в уравнение входят 
различные типы функций, например тригонометрические и 
показательные, то его называют смешанным. Напомним 
некоторые общие понятия, связанные с решением всех типов 
уравнений. 

Множество всех значений переменной х, при которых 
имеют смысл (определены) левая и правая части уравнения 
   xgxf  , называется областью допустимых значений (ОДЗ) 

или областью определения уравнения и обозначается через D . 
Таким образом, областью допустимых значений уравнения 
   xgxf   называется множество    gDfD  , где  fD  и 
 gD  – области допустимых значений функций  xf  и  xg . 

Определенное значение переменной называется корнем 
или решением уравнения, если при подстановке его в уравнение 
получается тождество. 

Решить уравнение – это значит найти все его корни или 
доказать, что их нет. 
 Если из истинности высказывания А следует истинность 
высказывания В, то употребляют знак логического следования 
 , т.е. АВ (из А следует В). Если АВ и ВА, то такие 
высказывания называются равносильными или эквивалентными. 
Записывается это так: А В. 

Два уравнения называются эквивалентными или 
равносильными, если множества их решений совпадают, т.е. 
любое решение первого уравнения является решением второго. 
И обратно, любое решение второго уравнения является 
решением первого. Другими словами равносильными будут 
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уравнения, которые имеют одни и те же корни. Отметим, что 
равносильными будут  и уравнения, каждое из которых не имеет 
корней. 

Например, равносильны уравнения 82 3 x  и 
22 x , т.к. каждое из них имеет единственный корень 

6x . 
Преобразования, при которых уравнение переходит в 

равносильное ему уравнение, следующие: 1) перемена местами 
левой и правой частей уравнения; 2) перенос какого-либо 
слагаемого из одной части уравнения в другую с изменением его 
знака на противоположный; 3) умножение или деление обеих 
частей уравнения на отличное от нуля число; 4) добавление или 
вычитание из обеих частей уравнения одного и того же числа; 5) 
добавление или вычитание из обеих частей уравнения одной и 
той же функции при условии, что области определения 
полученного и исходного уравнения совпадают. 

Если к обеим частям уравнения 03 2  xx  добавить 

функцию  
x

x 1
 , то получим уравнение 

xx
xx 113 2  , 

которое неравносильно исходному, т.к. добавленное выражение 
имеет смысл не при всех х из ОДЗ уравнения, а только при 
значениях 0x . Данное преобразование сузило ОДЗ 
уравнения, что может привести к потере корней. В данном 
случае значение 0x  является корнем исходного уравнения, но 
не является корнем преобразованного уравнения. 

Если каждый корень уравнения    xgxf   является в 
то же время корнем уравнения    xgxf 11  , полученного с 
помощью некоторых преобразований из уравнения    xgxf  , 
то уравнение    xgxf 11   называют следствием уравнения 
   xgxf  . Так, уравнение 032  xx  является следствием 

уравнения 03 x , а уравнение 03 x  не является 
следствием уравнения 032  xx .  

Если каждое из двух уравнений является следствием 
другого из них, то такие уравнения являются равносильными. 
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Несколько уравнений с одной переменной образуют 
совокупность уравнений, если ставится задача об отыскании 
всех таких значений переменной, каждое из которых 
удовлетворяет по крайней мере одному из заданных уравнений. 
Уравнения, образующие совокупность, записывают либо в 
столбик с помощью квадратной скобки, например 










2

2

532
56
xx

xx
, либо в строку с помощью знака «;», например 

56 2  xx ; 2532 xx  .  
Решением совокупности уравнений является 

объединение множеств корней уравнений, образующих данную 
совокупность. Например, уравнение 
   032124 22  xxxx  равносильно совокупности 
уравнений: 

   032124 22  xxxx  










032
0124

2

2

xx
xx

  

Решая каждое из уравнений совокупности, получаем 

корни исходного уравнения: 
2
3  ;1  ;2  ;6 4321  xxxx . 

При решении уравнений приходится также применять 
«опасные» преобразования, которые могут привести к 
появлению посторонних корней или даже к потере корней. 
Причиной этого могут быть преобразования, выполняемые с 
помощью формул, изменяющих ОДЗ уравнений. Чаще всего это 
происходит при возведении в квадрат (или в любую четную 
степень) обеих частей уравнения, умножение (или деление) 
обеих  частей уравнения на алгебраическое выражение, 
содержащее переменную, и т.д.  

Во всех случаях, когда преобразование, выполняемое в 
процессе решения уравнения, приводит к уравнению, 
являющемуся следствием заданного уравнения, но не 
установлена равносильность полученного и заданного 
уравнений, необходима проверка найденных корней. Решение в 
этом случае не может считаться законченным, если не сделана 
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проверка. Зачастую, однако, оказывается, что проверка корней 
оказывается сложнее решения уравнения. Например, это 
происходит, если найденные корни иррациональны. В этом 
случае необходимо провести доказательство равносильности 
выполняемых преобразований уравнения на всех этапах 
решения, т.е. определить «опасные» выкладки и обосновать их. 
Так, при умножении обеих частей уравнения на выражение, 
содержащее неизвестную, нужно исследовать те значения 
переменной, при которых это  выражение обращается в нуль, а 
при возведении в четную степень обеих частей уравнения, 
необходимо потребовать перед этим преобразованием 
неотрицательности левой и правой части уравнения. Подробнее 
на этом остановимся далее при решении примеров. 

Таким образом, решение уравнения обычно 
осуществляется в следующем порядке: 1) отыскивается ОДЗ 
уравнения; 2) исходное уравнение путем различного рода 
преобразований сводится к уравнению (чаще всего 
квадратному), корни которого могут быть найдены по 
известным формулам или по известному алгоритму. Находятся 
корни преобразованного уравнения; 3) проверяется 
принадлежность найденных корней к ОДЗ исходного уравнения; 
4) выполняется проверка тех из найденных корней, которые 
принадлежат ОДЗ. 

 
Рациональные уравнения 

 
 Целое алгебраическое уравнение принято записывать в 
виде: 

  ,0... 1
1

10  


nn
nn axaxaxaxP  

где naaa ,..., 10  – заданные числа, x – неизвестное (переменная), 
n – степень алгебраического уравнения (наибольшая степень 
уравнения). Выражение  xP  называют многочленом степени п, 
если коэффициент при старшей степени неизвестной не равен 
нулю  00 a . Если 10 a , то целое алгебраическое уравнение 
называется приведенным. 
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 Уравнения, содержащие многочлены и алгебраические 

дроби (дроби вида 
 
 xQ
xP

, где  xP  и  xQ  – многочлены), 

называются дробными алгебраическими уравнениями или 
дробно-рациональными уравнениями. 
 При решении линейного уравнения bxa   возможны 
три случая: 

1) 0a , тогда 
a
bx   – единственный корень уравнения; 

2) 0 ,0  ba , тогда уравнение принимает вид 00  x , что 
верно при любом х, т.е. ответом является Rx  
3) 0 ,0  ba , тогда уравнение принимает вид bx 0 , оно 
не имеет корней. 

Уравнение вида  0 ,02  acbxax  называется 
квадратным уравнением с одной переменной. Его корни 
вычисляются по формулам 

.
2

42

2,1 a
acbbx 

  

 Выражение acbD 42   называют дискриминантом 
квадратного уравнения. Таким образом, квадратное уравнение 
имеет действительные корни только в случае 0D . 
 Если kb 2 , Zk  , т.е. b  – четное число, то 
квадратное уравнение можно записать в виде 022  ckxx . 
Тогда формулу для корней квадратного уравнения можно 
упростить и использовать в виде 

.
2

2,1 a
ackkx 

  

 Наконец, если к тому же 1a , то формулы для 
определения корней уравнения 022  ckxx  еще более 
упрощаются и принимают вид 

ckkx  2
2,1 . 
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При решении квадратных уравнений возможно 

использование теоремы Виета: .  , 2121 a
cxx

a
bxx   

Путем разложения на множители квадратное уравнение 
можно записать в виде:  

))(( 21
2 xxxxacbxax  , 

где 1x  и 2x  – корни уравнения 02  cbxax . 
 

Методы решения алгебраических уравнений 
 
 При решении целых алгебраических уравнений 
преобразования, выполняемые в процессе решения, приводят 
только к уравнениям, равносильным заданному. Поэтому 
найденные корни формально можно не проверять. При решении 

же дробно-рациональных уравнений вида 
 
  0
xQ
xP

 обе части 

уравнения умножают на одно и то же выражение  xQ , что 
может привести к появлению посторонних корней. Поэтому при 
решении дробно-рациональных уравнений необходима либо 
проверка, либо, если она затруднительна, отслеживание опасных 
выкладок и исключение тех значений неизвестной, при которых 
  0xQ .  

 Дадим полную классификацию методов решения 
рациональных уравнений. 

 
1. Метод преобразования алгебраических выражений 

 
Решение очень многих рациональных уравнений 

основано на удачной группировке и последующем приведении 
сгруппированных слагаемых к общему знаменателю. В более 
простых случаях группировка не требуется. При избавлении от 
общего знаменателя обе части уравнения по существу 
умножаются на функцию, содержащую неизвестную величину 
(«опасная» выкладка!). В связи с этим возникает опасность 
получения посторонних решений, которая купируется либо 
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проверкой, либо нахождением области допустимых значений 
(что, как правило, излишне), либо просто указанием 
соответствующих ограничений и дальнейшей проверкой их 
выполнения. 

Пример 1. Решить уравнение 

102
3

312
1










x
x

x
x

x
x

. 

Решение. ОДЗ находится легко, поэтому выпишем 
ограничения на неизвестную, при которых знаменатели дробей 
не обращаются в нуль 

















0102
03
012

x
x

x
Rx

   





















5
3
2
1

x
x

x

Rx

 

Теперь можно не сохранять общий знаменатель при 
проведении преобразований. Перенося все слагаемые в левую 
часть и умножая обе части уравнения на 
    0102312  xxx , получим: 
          031231021210231  xxxxxxxxx , 

         03235225322 222  xxxxxxxxx ,

     0372323252 2322  xxxxxxxx , 

     03723156 232  xxxxxx , 

     037254623 2323  xxxxxx , 

01055 2  xx , 
022  xx , 
2   ;1 21  xx . 

Оба решения принадлежат ОДЗ. Проверка формально не 
нужна, но ввиду того, что корни – целые числа, ее все же 
полезно сделать. 

Ответ: 2   ;1 21  xx . 
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2. Метод разложения на сомножители 

 
Данный метод состоит в том, чтобы, используя 

группировку слагаемых, а также формулы сокращенного 
умножения, привести исходное уравнение к виду, когда слева 
записано произведение сомножителей, а справа – нуль. Затем 
каждый из сомножителей приравнивается к нулю, и путем 
решения простейших уравнений находятся корни исходного 
уравнения.  

Другими словами, метод разложения на сомножители 
заключается в следующем: если        xfxfxfxf n 2`1 , то 
всякое решение уравнения  

  0xf    (2.1) 
является решением совокупности уравнений 

         0   ...;   ;0   ;0 21  xfxfxf n  (2.2) 
Представление уравнения (2.1) в виде (2.2) иногда 

называют факторизованным видом уравнения (2.1) (от 
английского слова «factor» – множитель).  

Метод разложения на сомножители является одним из 
основных методов решения абсолютно всех типов уравнений. 
При решении рациональных уравнений реализация этого метода 
проходит либо формально при помощи теоремы Безу, если речь 
идет о нахождении рациональных корней, либо при помощи 
группировки отдельных групп слагаемых с целью нахождения 
общего сомножителя в этих группах. 

 
2.1. Терема Безу и ее следствия 

 
 Теорема Безу находит применение не только при 
решении уравнений, но и в задачах, связанных с делимостью 
многочленов (нахождение  остатка  при  делении  многочленов, 
определение кратности многочленов и т.д.), с разложением 
многочленов на множители, с определением кратности корней и 
многих других . 
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Теорема 1 (теорема Безу). Остаток от деления 
полинома Pn(x) на двучлен (x-a) равен значению этого 
полинома при x=a. 

Следствие 1. Остаток от деления полинома Pп(x) на 
двучлен ax+b равен значению  этого  полинома при x = -b/a , т. 
е. R=Pп(-b/a). 

Следствие 2. Если число a является корнем 
многочлена Pп(x), то этот многочлен делится на (x-a) без 
остатка. 

Следствие 3. Если многочлен P(x) имеет попарно 
различные корни α1, α2,…,αп, то он делится на произведение 
двучленов (x-α1)   (x-αп) без остатка. 

Следствие 4. Многочлен степени n имеет не более n 
различных корней . 

Следствие 5. Для любого многочлена P(x) и числа α 
разность (P(x)-P(α)) делится без остатка на двучлен (x-α). 

Следствие 6. Число a является корнем многочлена 
P(x) степени не ниже первой тогда и только тогда, когда 
P(x) делится на (x-a) без остатка. 

Следствие 7. Многочлен, не  имеющий 
действительных корней, в разложении на множители 
линейных множителей не содержит. 

Следствие 8. Если коэффициенты приведенного 
целого алгебраического уравнения  

01
2

2
1

1  


nn
nnn axaxaxax  

являются целыми числами, то целые корни следует искать 
среди делителей свободного члена na . 

Пример 2. Найти  остаток  от  деления  многочлена 
563 23  xxx  на двучлен 2x . 

Решение. По теореме Безу 
  35262322 23

3  PR . 
Ответ: R = 3 . 
Пример 3. Найти остаток от деления многочлена 

четвертой степени 43686432 234  xxxx  на  двучлен 
12 x . 
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Решение. Согласно следствию 1 из теоремы Безу 

184
2
136

2
18

2
164

2
132

2
1 234

4 

































 PR

 
Ответ: R = 18 . 
Основное внимание при рассмотрении последующих 

задач рассмотрим решению целых алгебраических уравнений 
при помощи теоремы Безу. При этом будут использоваться 
следствия 2 и 3 из этой теоремы. Последовательность действий 
при этом формализована и содержит следующие этапы. 

1. Находим целый корень 1x  при помощи перебора 
делителей свободного члена и подстановки их в уравнение. 

2. Делим многочлен из левой части уравнения на 
двучлен 1xx  . Согласно следствию 6 после такого деления 
остаток будет равен нулю. Этот факт может служить контролем 
достоверности проводимых преобразований. Если остаток 
получается не равным нулю, то ошибку следует искать либо на 
этапе подбора корня, либо в процедуре деления многочлена на 
многочлен. 

3. Частное от деления в предыдущем пункте – многочлен 
 1n -й степени. Возвращаемся к пункту 1 и аналогично ищем 
его корень. 

4. Продолжаем процесс до того момента, когда 
полученный после деления многочлен не станет многочленом 
второй степени. Его корни находим, решая соответствующее 
квадратное уравнение. 
 Пример 4. Решить уравнение 

0161283 234  xxxx . 
 Решение.  
 1. Целые корни ищем среди делителей свободного члена, 
т.е. выбираем их из чисел ;1  ;2  ;4  ;8  16 . 
Подставляем поочередно эти числа в уравнение и определяем, 
что число 11 x  обращает его в тождество, т.е. является 
корнем уравнения.  
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2. Делим данный многочлен на двучлен   11  xx . 
Процедура деления многочлена на многочлен напоминает 
процедуру деления «в столбик» обычных чисел, только при 
подборе сомножителя в частном руководствуемся тем, чтобы в 
процессе вычитания сокращались только старшие степени x . 
Имеем: 
 161283 234  xxxx  1x  
 34 xx    1644 23  xxx  

     23 84 xx   
     23 44 xx   

    xx 124 2   
    xx 44 2   
      1616 x  
      1616 x  
    0  
 
 Тот факт, что остаток равен нулю, свидетельствует об 
отсутствии ошибок в преобразованиях. 
 3. Теперь уравнение перепишется в виде 

   016441 23  xxxx . 
 Перебираем делители свободного члена в многочлене 
третьего порядка 

  1644 23
3  xxxxP . 

 Приходим к выводу, что следующий корень уравнения 
22 x . Таким образом, можно записать, что  

     xPxxxxxP 2
23

3 21644   
 Для определения  xP2  производим еще одно деление 
многочлена  xP3  на двучлен  2x . 
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 1644 23  xxx  2x  
 23 2xx    862  xx  

     xx 46 2   
     xx 126 2   
       168 x  
       168 x  
    0  
 4. Собираем результаты. После подбора двух корней 
исходное уравнение принимает вид 

    08621 2  xxxx  
 Осталось решить квадратное уравнение 

0862  xx . 
 Его корни: 23 x  и 44 x . 
 Ответ: 4  ;2  ;1  ;2 4321  xxxx . 
 Реализация описанного алгоритма практически не 
претерпевает изменений при решении неполных уравнений. В 
этом случае в уравнении отсутствуют члены, содержащие 
некоторые степени неизвестной. 
 Пример 5. Решить уравнение  

0125 23  xx . 
 Решение. Для формализации процесса деления 
«неполного» многочлена на двучлен можно представить его 
полным, учитывая, что коэффициент при соответствующей 
степени неизвестной равен нулю. 
 Для нашего примера имеем 

1205125 2323  xxxxx  
 Проводим процедуру деления, учитывая, что значение 

2x  обращает многочлен в нуль. При этом следует особенно 
внимательно производить вычитание в процедуре деления 
«уголком» и контролировать процесс деления наличием 
нулевого остатка. 
 



 

 16 

 1205 23  xxx  2x  
 23 2xx    632  xx  

     xx 03 2   
     xx 63 2   
   126  x  
   126  x  
    0  
 Уравнение разбито на сомножители: 
   0632 2  xxx , приравниваем каждый из них нулю. 











063

02
2 xx

x
   














2
333

2

3,2

1

x

x
 

 Ответ: 
2

333  ;2 3,21


 xx . 

 Перейдем к процедуре определения рациональных 
корней целого алгебраического уравнения, у которого 
коэффициент при старшей степени неизвестной 10 a . В этом 
случае простое деление на этот коэффициент всего уравнения с 
целью сведения его к приведенному и последующему 
применению  рассмотренной процедуры не приведет к цели, 
поскольку коэффициенты уравнения становятся дробными, что 
нарушает условия следствия 8 из теоремы Безу. 
 Умножим обе части исходного уравнения на 1

0
na : 

01
0

1
01

11
010  




n
nn

n
nnnn aaxaaxaaxa . 

 Полученное уравнение после введения новой 
переменной xay 0  принимает вид приведенного 

01
0

2
01

1
1  




n
nn

n
nn aayaayay . 

 Если исходное уравнение имело рациональные корни, то 
полученное в терминах новой переменной y  приведенное 
уравнение имеет целые корни, которые, как и ранее, следует 
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искать среди делителей свободного члена. Решив приведенное  

уравнение, возвращаемся к исходной переменной 
0a
yx  . 

 Пример 6. Решить уравнение 
01573 23  xxx . 

 Решение. Умножаем обе части уравнения на 23 . Имеем: 
09315373 2233  xxx  

 Обозначим xy 3  и запишем уравнение в виде 

09157 23  yyy  
 Целые корни ищем среди делителей числа 9, т.е. среди 
чисел 3 ;1  . Имеем 11 y . Находим частное от деления 

многочлена 9157 23  yyy  на 1y : 

 9157 23  yyy  1y  

 23 yy     962  yy  

      yy 156 2   

      yy 66 2   

         99 y  
         99 y  

    0  
 Таким образом, после разложения на сомножители 
решаем уравнение  

   031 2  yy , 
которое имеет корни 11 y  и 33,2 y . Возвращаемся к 
переменной x  и получаем решение исходного уравнения. 

 Ответ: 1  ;
3
1

3,21  xx . 

 Уравнения, левая часть которых представляет собой 
многочлен с целыми коэффициентами и свободным членом, 
равным 1 или –1 (иногда 2 и –2), преобразуются в приведенные 
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уравнения с помощью почленного деления на x  в старшей 

степени и последующей замены t
x


1
. Нетрудно установить, 

что такое деление не приводит к потере корней, так как 0x  не 
является корнем уравнения, свободный член которого отличен 
от нуля.  
 Пример 7. Решить уравнение 

012310 23  xxx . 
 Решение. После деления на 3x  получаем 

012310 32 
xxx

. 

 Полагая t
x


1
, приходим у уравнению  

01032 23  ttt . 
Находим методом подбора целый корень этого 

уравнения 2t  и разделив многочлен 1032 23  ttt  на 
2t , получим квадратный трехчлен 542  tt , который 

действительных корней не имеет. Так как 
t

x 1
 , то 

2
1

x . 

Ответ: 
2
1

x . 

 В более сложных случаях может быть полезна 
следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть коэффициенты уравнения 
0... 1

1
10  


nn

nn axaxaxa  
 naaa ,...,, 10  являются целыми числами. Если несократимая 

дробь 
q
px   является корнем уравнения, то число р 

является делителем свободного члена ап, а число q – 
делителем старшего коэффициента а0. 
 Пример 8. Решить уравнение  

04853 23  xxx . 
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 Решение. Старший коэффициент уравнения равен трем, 
поэтому q может принимать значения 3 ;1  . Далее, свободный 
член уравнения равен четырем, т.е. в соответствии с теоремой 2, 
параметр р может принимать значения 4 ;2 ;1  . Таким 
образом, рациональные корни уравнения следует искать среди 
чисел 

3
4  ;

3
2  ;

3
1  ;4  ;2  ;1  , 

 Согласно теореме 2 никаких других рациональных 
корней данное уравнение иметь не может. Перебирая варианты, 

приходим к выводу, что 
3
2

x  действительно обращает 

уравнение в тождество. Разделив «уголком» левую часть 

уравнения на 
3
2

x  (а еще лучше – на 





 

3
2323 xx ), 

получим 
   0223 2  xxx . 

 Теперь легко убедиться, что 
3
2

x  – единственный 

действительный корень уравнения. 

 Ответ: 
3
2

x . 

 
2.2. Метод группировки 

 
Метод группировки слагаемых, как правило, 

применяется совместно с другими методами разложения на 
множители и чаще всего с методом вынесения за скобки. Суть 
метода состоит в том, что все слагаемые данного многочлена 
перегруппировываются таким образом, чтобы в каждой группе, 
возможно после вынесения общего множителя за скобки, 
образовалось бы одно и то же выражение. Это выражение можно 
вынести за скобки как общий для всех групп множитель. 
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Метод группировки может быть применен совместно с 
теоремой Безу. На первом этапе решения определяют подбором 
рациональный корень уравнения 1x . Тем самым определяется 
вид двучлена  1xx  , который можно вынести за знак всей 
левой части уравнения. После этого не представляет особого 
труда объединить в группы слагаемые левой части, которые 
содержат при разложении множитель  1xx  . 

Если же целое алгебраическое уравнение не имеет 
рациональных корней, реализация алгоритма метода 
группировки сильно усложняется, но остается единственным 
способом решения. 

Пример 9. Решить уравнение  
.0233  xx  

Решение. Распишем одночлен x3 , как .23 xxx   
Тогда исходное уравнение принимает вид: 

.0223  xxx  
Теперь группируем: 














.1,202

,101
,0)2)1()(1(
,0)1(2)1(

32
2

1

2

xxxx

xx
xxx

xxx
 

Ответ: .2,1 231  xxx  
Пример 10. Решить уравнение  

.0223 234  xxxx  
Решение. Попробуем какой-нибудь член уравнения 

представить в виде суммы нескольких слагаемых таким образом, 
чтобы осуществить группировку, позволяющую получить 
удачное разложение на сомножители. Положим 222 23 xxx  . 
Тогда получим 

    0222 2234  xxxxx . 
И далее  
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     0121 222  xxxxx  
    021 22  xxx  
 Задача сведена к решению совокупности уравнений 

012  xx ;  022 x . 
 Каждое из полученных квадратных уравнений имеет 
отрицательный дискриминант и поэтому действительных корней 
не имеет. Следовательно, не имеет решений и исходное 
уравнение. 

Ответ: x . 
 В следующей задаче для успешного решения 
необходимо увидеть общий сомножитель после операции 
приведения к общему знаменателю. 
 Пример 11. Решить уравнение 

03106
12

3 2
2

2




xx
x

x
. 

 Решение. Данное уравнение формально относится к 
классу дробно-рациональных уравнений. Поэтому 
предварительно находим его ОДЗ: 012 2 x , т.е. Rx . 

Избавление от знаменателя и сведение задачи к целому 
алгебраическому уравнению с последующим применением 
рассмотренных выше стандартных методов требует большого 
количества преобразований. Например, только избавление от 
знаменателя существенно усложняет уравнение. К тому же, 
проводя эти выкладки, нужно быть уверенным в наличии как 
минимум двух рациональных корней исходного уравнения, что 
вовсе не обязательно. 

Внимательное изучение условия должно навести на 
мысль позаимствовать из заключительных трех слагаемых левой 
части некоторое выражение. Данное преобразование должно 
преследовать две цели: во-первых, после его выделения 
желательно, чтобы оставшийся квадратный трехчлен упрощался 
или раскладывался на сомножители и, во-вторых, что более 
важно, после сложения этого выражения с дробью, в числителе 
образовывался тот же квадратный трехчлен. 

Реализация этих действий потребует, очевидно, 
нескольких попыток. Приведем в решении нужный вариант. 
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Именно, заметим, что три заключительных слагаемых будут 
пропорциональны тройке, если мы представим линейное 
слагаемое в виде xxx  910 . Теперь реализация 
приведенных выше рассуждений приведет к записи уравнения в 
виде 

0396
12

3 2
2

2












xxx

x
x

. 

Приводим выражение в скобках к общему знаменателю и 
выносим тройку из оставшихся членов уравнения: 

  01323
12

23 2
2

32



 xx

x
xxx

. 

Теперь уже видно, что за знак левой части уравнения 
выносится общий сомножитель 132 2  xx . Завершаем 
решение: 

    01323
12

132 2
2

2




 xx
x

xxx
   

  0
12

3132 2
2 











x
xxx    

  
12

36132
2

22




x
xxxx

   











036
0132

2

2

xx
xx

  











x

xx
2
1  ;1 21 . 

 Ответ: 
2
1  ;1 21  xx . 

 В сложных уравнениях, где действия по группировке 
слагаемых далеко не очевидны, приходится предугадывать 
преобразования, как минимум на два шага вперед, чтобы 
увидеть общий сомножитель в левой части уравнения. 
 Пример 12. Решить уравнение 

068742 234  xxxx . 
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 Решение. Подбор корней уравнения по старшему 
коэффициенту и свободному члену займет много времени и ни к 
чему не приведет, поскольку данное уравнение рациональных 
корней не имеет.  

Применяем метод группировки в «чистом» виде: 
объединяем в одну группу первое, третье и пятое, а во вторую – 
второе и четвертое слагаемое. Цель этого преобразования – 
выделить в этих группах слагаемых общий сомножитель, 
который является кваратным трехчленом. Имеем: 

    084672 324  xxxx . 
 Выражение в первых скобках – биквадратный трехчлен. 
Обозначив zx 2 , можно свести его к квадратному трехчлену и 
разложить на сомножители 

  232672 2  zzzz  
Возвращаемся к переменной x  и получаем разложение 

биквадратного трехчлена 
  232672 2224  xxxx . 

Теперь понятно, что нужно сделать со второй группой 
слагаемых – выделить сомножитель  22 x . Имеем 

     024232 222  xxxx . 
Остальные преобразования можно не комментировать: 

   03422 22  xxx   










0342

02
2

2

xx

x
  














2
102

;2

4,3

2,1

x

x
. 

 Ответ: ;22,1 x  
2

102
4,3


x . 
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2.4. Применение формул сокращенного умножения 
 

Довольно эффективно применяются при разложении 
многочлена на множители формулы сокращенного умножения. 
Полезно помнить следующие формулы: 

222 2)( bababa   
)(333)( 3332233 baabbababbaaba   
)(333)( 3332233 baabbababbaaba   

  4322344 464 babbabaaba   

  543223455 510105 babbababaaba   
))((22 bababa   

))(( 2233 babababa    
      babababababa  22222244  
  43223455 babbabaababa   
  1221   nnnnnn babbaababa , Zn . 

Пример 13. Решить уравнение  
  22 212254  xxx  

Решение. Этот пример характеризует большую роль 
формул сокращенного умножения при группировке слагаемых. 
Раскрытие скобок при решении данного примера приведет к 
сложному уравнению четвертого порядка, решение которого 
практически невозможно. К тому же подобная выкладка 
«уничтожит» структуру исходного уравнения. Если переписать 
уравнение в виде 

   22 2152  xx , 
то можно увидеть, что мы имеем уравнение вида  

   xgxf 22   
Этот тип уравнений будет достаточно часто встречаться 

в последующем. Решение предполагает перенесение всех 
слагаемых в одну часть и разложения ее на сомножители при 
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помощи формулы для разности квадратов. В общем случае 
имеем  

    022  xgxf                0 xgxfxgxf  
 Таким образом, получены готовые формулы для 
рассматриваемого типа уравнений: 

   xgxf 22      
   
   







xgxf

xgxf
 

 Вернемся к нашему примеру и конкретизируем для него 
функции   2xf  и    235 2  xxxg . Имеем  

      023522352 22  xxxx , 
    0121558155 22  xxxx  

 Равенство нулю первого сомножителя дает корни 

10
6515

2,1


x . Второй сомножитель имеет отрицательный 

дискриминант и действительных корней не имеет. 
 Для формального обоснования решения нужно сделать 
проверку, но, поскольку она очень сложна, то убеждаемся в 
равносильности всех преобразований, находим ОДЗ: Rx  и 
записываем ответ. 

 Ответ: 
10

6515
2,1


x . 

 Левая часть формулы разности квадратов может быть 
«скрыта» в условии. Особенно трудно привести уравнение к 
виду    xgxf 22  , если в качестве функций  xf  и (или) 
 xg  подразумеваются квадратные трехчлены. В этом случае 

придется делать, скорее всего, несколько попыток подбора 
указанных функций. 
 Пример 14. Решить уравнение  

0232222 234  xxxx . 
 Решение. Прежде всего, при решении этого уравнения 
нужно попробовать подобрать рациональные корни уравнения. 
Свободный член имеет всего четыре делителя ( 1  и 23 ), 
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поэтому эти попытки займут мало времени, однако к успеху не 
приведут. Далее ориентируясь на выражение 34 2xx  , можно 
сделать попытку дополнить его до полного квадрата 

  23422 2 xxxxx  , вычитая и добавляя 2x . Например, 

  023222 2234  xxxxx , т.е.,  

   2322222  xxxx . 
 Наши ожидания не оправдались: правая часть 
выписанного уравнения не сводится к полному квадрату. 
Расширим поле поиска функций  xf  и  xg , взяв в качестве 
одной из них квадратный трехчлен. Сделав несколько попыток, 
остановимся на трехчлене 22  xx . Действительно, возведем 
этот трехчлен в квадрат, чтобы выделить этот квадрат в левой 
части уравнения. Имеем 

        44222 22342222 xxxxxxxxx  
4452 234  xxxx  

 Ориентируясь на полученное выражение, перепишем 
исходное уравнение в виде 

    0274184352 2234  xxxxxx . 
Таким образом, 

271834452 2234  xxxxxx . 
 Цель достигнута: уравнение можно представить в 
нужном виде, а именно 

    222 332  xxx . 
 Заканчиваем решение: 

 
 










332

332
2

2

xxx

xxx
   

 
 










0332

0332
2

2

xxx

xxx
   
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   
   










023313

033213
2

2

xx

xx
   

 












0 
2

3101113
2,1

Dx

x . 

Ответ: 
2

3101113
2,1


x . 

 В следующем примере иллюстрируется применение 
формулы для разности кубов. 

Пример15 . Решить уравнение  
02423  xx . 

Решение. Представляем свободный член уравнения в 
виде 222224  . Тогда, имея в виду формулу для 
разности кубов, возможно сгруппировать члены уравнения 
таким образом  

    022223  xx . 
Дальнейшие преобразования очевидны: 

     022222 2  xxxx , 

   0422 2  xxx  
 Второй сомножитель в нуль не обращается 
(отрицательный дискриминант). 
 Ответ: 2x . 
 Гораздо сложнее увидеть в условии структуру формул 
для куба суммы или куба разности. Задачи такого рода 
относятся к усложненным, поскольку догадаться по структуре 
уравнения о применении этих формул  или можно только 
хорошо ориентируясь в методах решения алгебраических 
уравнений. Все же полезно написать формулы для  31x , 

 32x ,  33x  и увидеть их составляющие в условии задачи. 
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Если же удастся свести уравнение к виду    xgxf 33  , то его 
решение элементарно и имеет вид    xgxf  . 
 Иллюстрацию решений подобных задач начнем с 
примеров наиболее простой структуры. 
 Пример 16. Решить уравнение  

013328 23  xxx . 
Решение. Запишем формулу   1331 233  xxxx . 

Видим, что уравнение содержит в левой части выражение 
133 2  xx , присутствующее и в приведенной формуле. Не 

достает только слагаемого 3x . Позаимствуем его из слагаемого 
328x . Последующие преобразования комментариев не требуют: 

  013327 233  xxxx   

   33 31 xx    
xx 31    

14 x   

4
1

x . 

Ответ: 
4
1

x . 

Пример 17 . Решить уравнение  

04
3
123  xxx . 

Решение. Первые три слагаемых в левой части уравнения 
напоминают структуру формулы куба суммы. Воспользуемся 
этим для построения алгоритма решения. Вначале умножаем обе 
части на три: 

01233 23  xxx . 
Приравниваем степени коэффициентов и неизвестных 

так, как мы это делали при решении целых алгебраических 
уравнений для случая 10 a . Именно, еще раз умножаем обе 

части на 23 : 
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      010833333 2233  xxx . 
Наконец, пришло время выделить полный куб суммы, 

добавляя и вычитая единицу: 
      0107133333 2233  xxx   

  10713 3 x . 
Извлекаем кубический корень из обеих частей уравнения 

и решаем полученное уравнение относительно x : 
3 10713 x     1107

3
1 3 x . 

Ответ:  1107
3
1 3 x . 

В следующей задаче, несмотря на идентичность идеи 
решения, реализация ее происходит намного сложнее. 

Пример 18. Решить уравнение 
012189 23  xxx . 

Решение. Рациональных корней данное уравнение не 
имеет, в чем можно убедиться, перебирая делители числа 12. 
Группировка слагаемых также к цели не приводит. Попробуем 
выделить в одной из частей уравнения полный куб разности. 
Предпосылки для этого есть: левая часть уравнения немного 
напоминает формулу для куба суммы. Однако, сходу выделение 
куба суммы в левой части уравнения к цели не приводит. 
Например, напрашиваются следующие преобразования, 
выделяющие куб двучлена  33x : 

154527279 23  xxxx   
   13153 3  xx . 

Видим, что правая часть уравнения при данных 
преобразованиях не отвечает нашим ожиданиям и не может 
быть сведена к кубу двучлена. 

Вернемся к исходному уравнению и попробуем 
выделить в нем куб разности. Поскольку в формуле для куба 
разности двух чисел знаки чередуются, то первое, что нужно 
сделать – это продублировать нужное сочетание знаков в 
указанной формуле, в соответствии с которой коэффициент при 
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2x  должен быть отрицательным и далее с уменьшением 
показателя степени чередоваться. Такого сочетания знаков мы 
добьемся, если перенесем в правую часть второе, третье и 
четвертое слагаемые. Имеем 

12189 23  xxx . 
В правой части выписанного уравнения не хватает 

первого слагаемого, содержащего 3x , и число –12 не является 
кубом никакого числа. Начнем со второго несоответствия, 
поскольку слагаемое, содержащее 3x , можно всегда добавить в 
левую и правую часть уравнения, что мы и сделаем позднее. 
Итак, ближайшее к –12 число, представляющее собой куб, это –
8. Сделаем преобразование правой части таким образом, чтобы 

она содержала –8. Учитываем, что  8
2
312   и записываем 

наше уравнение в виде 

 8126
2
3 23  xxx  или  812632 23  xxx . 

Теперь подошла очередь выписать формулу для полного 
куба разности   81262 233  xxxx  и увидеть в ней 
слагаемые, присутствующие в правой части нашего уравнения. 
Остается дополнить правую часть недостающим слагаемым, 
содержащим 3x . Для этого добавляем в левую и правую части 
уравнения слагаемое 33x . Имеем: 

 812635 233  xxxx   

 33 235  xx . 
Цель достигнута: уравнение приведено к виду 

   xgxf 33  , а именно 

    3333 235  xx . 
Таким образом, 

 235 33  xx . 
Отсюда находим x : 

 

 31

33

3

53
32


x  

 Ответ: 
33

3

53
32


x . 

 
2.4. Специфическая структура уравнения 

 
 В сложных алгебраических уравнениях зачастую очень 
трудно провести удачную группировку слагаемых. В этом 
случае, возможно, уравнение имеет специфическую структуру, 
позволяющую провести либо специальную группировку 
слагаемых, либо специальную замену переменных (об этом речь 
будет идти ниже при рассмотрении возвратно-симметрических 
уравнений). 
 Теорема 3. Если в уравнении  

ах4+bx3+cx2+dx+e=0 
выполняется следующие зависимости между 
коэффициентами 

a+b=b+c+d=d+e, 
то левая часть уравнения раскладывается на множители, 
одним из которых будет х2-х+1, а второй находится 
делением левой части уравнения на х2-х+1. 

Пример 19. Решить уравнение  

03642 234  xxxx . 
Решение. Проверка условий теоремы 2 о существовании 

рациональных корней позволяет сделать вывод о том, что 
данное уравнение рациональных корней не имеет. 

Проверим выполнение условий теоремы 3. В нашем 
уравнении коэффициенты при неизвестных равны 

2a , 1b , 4c , 6d , 3e . 
Соотношение из теоремы 3 выполняется, поэтому левая 

часть уравнения нацело делится на трехчлен 12  xx . 
Производим процедуру деления уголком 
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 364   2 234  xxxx  12  xx  
 234 222 xxx    332 2  xx  

         xxx 663 23   
         xxx 333 23   

     333 2  xx  
     333 2  xx  
      0  
 Уравнение примет вид: 

   03321 22  xxxx . 
Первый сомножитель не имеет действительных корней, а 

второй сомножитель имеет два корня, которые и представляют 
ответ. 

 Ответ: 
4

333
2,1


x . 

 
2.5. Решение уравнений относительно коэффициентов. 

 
 Этот прием состоит в том, что уравнение 
рассматривается не относительно неизвестной, а записывается в 
виде квадратного уравнения относительно какого-либо 
коэффициента, входящего в уравнение. Естественно, этот метод 
приведет к цели, если дискриминант получающегося 
квадратного уравнения будет представлять полный квадрат 
некоторой функции от x . Суть этого метода легче всего понять 
на примере. 

Пример 20. Решить уравнение 
04525544 23  xxx . 

Решение. Введем вспомогательный параметр, обозначив 
a5 . Уравнение примет вид: 

04244 223  axaaxx . 
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Рассмотрим и решим это уравнение как квадратное 
относительно коэффициента a  (при этом учитываем, что 0x  
не является корнем уравнения): 

    01424 322  xaxxa . 

 





x
xxxxxa 1414412 3242

2,1  





x

xxx 14412 22

 

   
x

xx
x

xx 12121212 222 



 . 

Данное уравнение равносильно совокупности двух 
уравнений 
















x
xxa

x
xxa

222

22

2

2

, т.е, 
 










0222

22
2 xax

xa
. 

При преобразованиях важно помнить, что сокращение на 
x  в первом уравнении и умножение на x  обеих частей второго 
уравнения не нарушает их равносильности, поскольку 0x . 
Возвращаемся к подстановке a5  и решаем полученные 
уравнения относительно неизвестной x : 

 









02522

0522
2 xx

x
  
















4
75452

2
25

3,2

1

x

x
. 
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Отв.: 
4

75452  ;
2

25
3,21





 xx . 

 
2.6. Метод неопределенных коэффициентов 

 
Существует еще один, достаточно общий способ 

разложения многочленов на сомножители – метод 
неопределенных коэффициентов. Суть этого метода состоит в 
том, что вид сомножителей, на которые разлагается данный 
многочлен, угадывается, а коэффициенты этих сомножителей 
(также многочленов) определятся путём перемножения 
сомножителей и приравнивания коэффициентов при одинаковых 
степенях переменной. 

Теоретической основой метода являются следующие 
утверждения: 

1. Два многочлена равны тогда и только тогда, когда 
равны их коэффициенты при одинаковых степенях x . Так, если 
выполняется равенство  

 


nn
nn axaxaxa 1

1
10 nn

nn bxbxbxb  


1
1

10 , 
то из него вытекают следующие соотношения между 
коэффициентами 

nnnn babababa     ;  ...;  ;  ; 111100 . 
2. Любой многочлен третьей степени имеет хотя бы один 

действительный корень, а потому разлагается в произведение 
линейного и квадратичного сомножителя.  

3. Любой многочлен четвёртой степени разлагается в 
произведение многочленов второй степени.  

Пусть известно, что в результате некоторых 
преобразований образуется многочлен, коэффициенты которого 
неизвестны. Эти коэффициенты нужно обозначить буквами и 
считать их неизвестными. Далее для определения этих 
неизвестных составляется система уравнений. Поясним 
алгоритм метода на примерах. 

Пример 21. Решить уравнение  
0133 23  xxx . 
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Решение. Поскольку многочлен третьей степени 
разлагается в произведение линейного и квадратичного 
сомножителей, то будем искать многочлены px   и 

cbxax 2  такие, что справедливо равенство 
  cbxaxpxxxx  223 133  

Раскрывая скобки и группируя слагаемые с одинаковыми 
степенями x , получим  

    pcxbpcxapbaxxxx  2323 133 . 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в 

левой и правой частях этого равенства, получаем систему 
четырёх уравнений для определения четырёх неизвестных 
коэффициентов: 

















pc
bpc
apb

a

1
3
1

3

 

Выражаем все неизвестные системы через параметр b . 
Имеем 

;3a  ;
3

1


bp  
3

92 


bbc . 

Теперь  из четвертого уравнения системы после 
некоторых преобразований получаем уравнение для 
определения b  

  0822  bbb . 
Это уравнение имеет три корня: 4  ;2  ;0 321  bbb , 

однако, легко проверить, что в каждом из этих трех случаев 
будем иметь после нахождения параметров p  и c  одно и то же 
разложение левой части уравнения: 

    01131  xxx . 

Ответ: 1  ;
3
1  ;1 321  xxx . 
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Легко заметить, что рассмотренный пример гораздо 
легче решать при помощи теоремы Безу, подбирая, например, 
корень 1x  и производя процедуру деления. В следующем 
примере приходится столкнуться с гораздо большими 
техническими трудностями. 

Пример 22. Решить уравнение 
    0232312 23  xxx . 

Решение. Поступая аналогично решению предыдущему 
примера, в конечном итоге придем к системе 





















pc

bpc

apb

a

23

23

21

1

. 

Выражаем параметры p  и c  через b . В результате 
после некоторых преобразований приходим к разрешающему 
кубическому уравнению относительно параметра b . 

  0122122 23  bbb . 
Подбором подбираем корень этого уравнения 1b . 

После деления «уголком» приходим к разложению левой части 
на сомножители: 

       0121221 2  bbb . 
Таким образом, имеем три возможных значения 

параметра b : 
2

13221  ;1 3,21


 bb , однако, после 

нахождения параметров p  и c , приходим к одному и тому же 
разложению левой части исходного уравнения, которое можно 
теперь записать в виде 

   0232  xxx . 

Ответ: 2  ;
2

131
32,1 


 xx . 
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Отметим, что решение кубических уравнений методом 
неопределенных коэффициентов в общем случае сводится к 
решению также кубического уравнения относительно одного из 
параметров разложения. Естественно, если мы не сможем 
подобрать корень этого уравнения (в предыдущем примере, 
например, 1b ), то метод неопределенных коэффициентов не 
приведет к цели. Поэтому чаще всего этот метод применяется 
при решении примеров следующей структуры. 

Пример 23. При каких значениях а и b многочлен 
109 234  axxxx  делится без остатка на трехчлен 

bxx  22 ? 
Решение. Представим многочлен четвертого порядка в 

виде произведения двух квадратных трехчленов: 
  qpxxbxxaxxxx  22234 2109  

Раскрываем скобки в правой части написанного 
равенства и группируем слагаемые с одинаковыми степенями x . 
После некоторых преобразований получим: 

 109 234 axxxx  
      bqxbpqxbpqxpx  222 234 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  
и свободные члены, получаем систему 

















10
2

92
12

bq
abpq

bpq
p

. 

Решение этой системы не представляет особых 
трудностей. Выражаем из первого уравнения 3p . После 
этого из второго уравнения имеем связь между q  и b : 

bq  3 , что после подстановки в четвертое уравнение 
системы приведет к квадратному уравнению относительно b : 

01032  bb . 
Корни этого уравнения 2  ;5 21  bb  позволяют из 

третьего уравнения системы найти параметр a . 
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Ответ: 5  ;19 11  ba  или 2  ;16 22  ba . 
 
3. Применение общих формул и методов решения 

рациональных уравнений 3-й и 4-й степени. 
 

Переходим к обзору наиболее общих методов решения 
целых алгебраических уравнений, большинство которых 
выходит за рамки школьной программы. Начнем с т.н. 
«замечательного тождества», или, как его еще называют, 
формулы разложения суммы трех кубов. Она имеет следующий 
вид 

 abccba 3333  
   bcacabcbacba  222  (3.1) 

Приведем доказательство этого равенства, поскольку оно 
методически полезно. Разложим левую часть формулы (3.1) на 
множители так, чтобы выделить сомножитель cba  , 
входящий в правую часть. Воспользовавшись известными 
разложениями кубических выражений, имеем 

 abccba 3333  
      abccbaabbbaaba 333 333  

     abccbaabba 33 33  

      abcbaabcba 3333  

          cbaabccbabacba 322  
    abcbcacbabacba 32 222  

   bcacabcbacba  222 . 
Формула (3.1) доказана. Заметим, что «замечательное 

тождество» может иметь различные применения в элементарной 
математике. В частности это происходит при решении 
приведенных кубических уравнений вида 03  rqxx , при 
выяснении вопросов о равносильности уравнений, содержащих 
кубические радикалы и т.д. 

Пример 24. Решить уравнение 
0562 3  xx . 
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Решение. Данное уравнение рациональных корней не 
имеет, в чем можно убедиться, проверив условия теоремы 2. 
Попытки выделения полного куба суммы или разности двух 
выражений займут много времени и также к цели не приведут. 
Попробуем применить формулу (3.1). С этой целью представим 
левую часть уравнения  в виде левой части формулы (3.1): 

0
2
533  xx  0

2
123

2
123  xx   

  0
2
123

2
12 33

3

3
333 








 xx . 

Цель достигнута. Теперь можно применить 
«замечательное тождество» и разложить левую часть уравнения 
на множители. Имеем 

01
2
12

4
14

2
12 3333233 

















 xxxx   































01
4
14

2
12

0
2
12

33332

33

xx

x

. 

 Первое уравнение совокупности дает корень 

33

2
12 x , а второе представляет собой квадратное 

уравнение, которое не имеет действительных решений. Для 
доказательства этого утверждения вычислим его дискриминант: 


















 1

4
144

2
12 33

2

33D  











 3333

4
1

4236
4
1

343 . 
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Рассмотрим выражение в скобках и убедимся, что оно 
отрицательно, т.е. докажем неравенство 

33

4
142  . 

Поскольку обе части неравенства положительны, 
возведем их в квадрат: 

33

16
12164  , т.е., 33

16
1162  . 

Заключительное неравенство является очевидным, 
поскольку 34 16162  . Производя все действия в обратном 
порядке, приходим к доказательству исходного неравенства. 

 Ответ: 33

2
12 x . 

В общем случае кубичное уравнение  
023  cbxaxx  

подстановкой 
3
ayx   приводится к неполному виду 

03  qpyy ,  (3.2) 

где bap 
3

3

, cabaq 







33
2

3

. 

 Уравнение (3.2) имеет или один действительный и два 
сопряженных комплексных корня (их определение не 
рассматривается в школьном курсе математики), или три 
действительных корня, по крайней мере, два из которых равны, 
или три различных действительных корня в зависимости от того, 
будет ли выражение  

23

23















qpQ  

соответственно положительно, равно нулю или отрицательно. 
 В первом случае ( 0Q ) единственный действительный 
корень уравнения (3.2) находится по формуле Кардано 

 

 41

33
1 22

QqQqy  . 

 Во втором случае ( 0Q ) кроме выписанного корня 
имеем еще два одинаковых действительных корня 

3
3,2 2

qy  . 

 Если же кубическое уравнение имеет три 
действительных корня, то они всегда могут быть выражены 
через тригонометрические функции. Действительно, сделаем в 
приведенном уравнении 03  qpxx  замену kyx  . При 
этом коэффициент k  подберем так, чтобы отношение 
коэффициентов при 3y  и y  в полученном в результате этой 

замены уравнении было бы равно 
3
4

 . Таким образом, в 

уравнении  
033  qkpyyk  

потребуем, чтобы 
3
423


p

k
kp
k

, так что 
3

42 pk  . 

Следовательно, уравнение преобразуется к виду 

 0
3

4 3 





  qpyypk  

   qyykp
 34

3
3 . 

 Теперь после замены ty cos  получим уравнение 

  qttkp
 cos3cos4

3
3 . 

 С помощью тригонометрической формулы для синуса 
тройного угла это уравнение перепишется в виде 

kp
qt 33cos  . 
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 Полученное тригонометрическое уравнение имеет 

решение, если 13


kp
q

. Учитывая неотрицательность обеих 

частей этого неравенства, после возведения в квадрат, получим 
условие  

3222

3
49 ppkq  . 

 Таким образом, имеем условие 0
3
49 32  pq , что 

после деления на 36 приведет к знакомому ограничению 

0
274

32


pq

, т.е. 0Q . Это неравенство, как было указано 

выше, имеет место как раз тогда, когда исходное уравнение 
имеет три действительных корня. Приведем окончательный 
ответ 



















3
2

2

33
arccos

3
1cos

3
4

3

n
p

qpx 
, 2,1,0n . 

 Формулы Кардано можно вывести и иначе. 
Проиллюстрируем этот  способ на примере. 
 Пример 25. Решить уравнение 

13186 3  xx . 
 Решение. В том случае, когда не подходят 
вышеприведенные способы решения, целесообразно 
попробовать провести замену 

tyx  . 
Тогда уравнение примет вид  

   
6

1333  tyty , 

Возводим в куб и приводим уравнение к виду 

   
6

133333  tytytyty . 
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Поскольку вместо одной переменной введено две, то 
одну из них можно выбрать произвольно. В нашем случае 
имеется возможность выбрать значения y  и t  так, чтобы 
выполнялось соотношение 1yt . Тогда имеем систему двух 
уравнений с двумя неизвестными 











6
13

1

33 yt

ty
. 

Решение этой системы труда не представляет. Оно имеет 
вид 











3
2  ;

2
3

1

3
2

3
1 yy

ty
.  

Окончательно имеем 3
1

3
1 3

2  ;
2
3

 ty  или 

3
2

3
2 2

3  ;
3
2

 ty . 

Возвращаемся к исходной переменной: 

33

3
2

2
3
 tyx . 

Ответ.: 33

3
2

2
3
x . 

 
4. Метод введения новой переменной 

 
Предполагается обозначение новой переменной 

некоторого повторяющегося выражения. Самое трудное при 
решении уравнений догадаться, какое выражение заменить 
новой переменной. Но для некоторых видов уравнений 
подстановки всегда одни и те же. Рассмотрим некоторые из этих 
уравнений. 
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4.1. Простейшая замена переменной 
 

В несложных задачах увидеть замену переменной 
достаточно легко. Чаще всего за новую неизвестную 
принимается либо квадратный трехчлен, либо дробно-
рациональная функция от старой переменной. 

Пример 26. Решить уравнение  

    
2
913478 2  xxx . 

Решение. Уравнение существует при всех 
действительных значениях неизвестной: Rx . После 
раскрытия скобок имеем уравнение в виде 

   
2
93744911264 22  xxxx .  

Теперь нужно заметить, что коэффициенты при 2x  и x  в 
обеих скобках пропорциональны. Это дает возможность ввести 
переменную 

yxx  374 2 . 
Преобразуем все остальные выражения, входящие в 

уравнение, через новую переменную. Последовательно находим: 
yxx 164811264 2  , 

1164911264 2  yxx . 
Теперь уравнение примет вид квадратного уравнения 

относительно новой переменной y : 

 
2
9116  yy . 

Его решение труда не представляет: 

0
2
916 2  yy      09232 2  yy      

32
171

32
93211

2,1





y     

16
9

1 y ;   
2
1

2 y . 

 

 45

Возвращаемся к старой переменной: 














2
1374

16
9374

2

2

xx

xx
   














0
2
574

0
16
5774

2

2

xx

xx

 
 












2
1  ;

4
5

0  

21 xx

Dx
 

Ответ: 
2
1  ;

4
5

21  xx  

Пример 27. Решить уравнение 

.04
5

35
2

2







xx
x

x
xx

 

Решение. 
Определим область допустимых значений переменной x:  

.05
,0

2














Rx
xx

x
   


















Rx

x

x

2
211

0

 

 Обозначим ,52

t
x
xx




 тогда исходное уравнение 

примет вид: 0,043
 t

t
t (следует из вышеопределенной 

области допустимых значений). Корни полученного уравнения: 
.1,3 21  tt  Возвращаясь к исходной переменной, получим 

ответ: 

.6115

,1,535

4,3

2

21

2







x
x
xx

xx
x
xx
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 Ответ: .61,1,5 4,321  xxx  
 

4.2. Дробно-рациональная замена переменной 
 
Основным «внешним» признаком необходимости 

применения дробно-рациональной замены переменной является 
тот факт, что в уравнении присутствуют квадратные трехчлены, 
у которых коэффициенты при 2x  и свободные члены равны (или 
пропорциональны). 

Пример 28. Решить уравнение  

.12)2)(1)(3)(6( 2xxxxx   
Решение. Перепишем уравнение в виде: 

.12)2)(3()1)(6( 2xxxxx   
Раскроем скобки в левой части: 

222 12)6)(65( xxxxx  . 
Разделим обе части уравнения на 02 x (можно путем 

подстановки проверить, что х=0 не является корнем уравнения). 
Тогда уравнение примет вид: 

.126165 





 





 

x
x

x
x  

Вводим новую переменную: .61
x

xt   Получаем 

квадратное уравнение относительно t  и решаем его: 

.2,6
,0124

,12)4(

21

2






tt
tt

tt
 

 В терминах исходной переменной: 
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












,261

661

x
x

x
x












06
067

2

2

xx
xx















.3,2
2

737

43

2,1

xx

x  

Ответ: .3,2,
2

737
432,1 


 xxx  

 
4.3. Возвратно-симметрические уравнения 

 
Алгебраическое уравнение четвертой степени вида  

0234  edxcxbxax   (4.1) 

при 0e  называется возвратно-симметрическим, если 
коэффициенты уравнения, edba ,,,  связаны соотношениями 

2









d
b

e
a

, 

или иначе  

bd  , ae 2 . 

Здесь   – некоторое отличное от нуля число. 
Используя эту связь между коэффициентами, уравнение 

(4.1) можно записать в виде  
02234  abxcxbxax    (4.2) 

Так как 0x  не является корнем уравнения (4.1), то, 
разделив почленно обе части уравнения (4.2) на 2x  и проведя 
соответствующую группировку членов левой части уравнения, 
получим уравнение, эквивалентное уравнению (4.2): 
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02

2
2 






 










 c

x
xb

x
xa 

 

Вводим новую переменную по формуле  

y
x

x 


   (4.3) 

Для того, чтобы записать уравнение в терминах новой 
переменной y , необходимо выразить через y  выражение 

2

2
2

x
x 

 . С этой целью возводим обе части формулы (4.3) в 

квадрат: 

2
2

2
2 2 y

xx
xx 


. 

Таким образом, 

 22
2

2
2  y

x
x , 

и уравнение перепишется в виде квадратного уравнения 
относительно y : 

  022  cbyya     (4.4) 
Решая уравнение (4.4), и возвращаясь по формуле (4.3) к 

исходной переменной, получаем ответ. 
Следует отметить, что возведение в квадрат обеих частей 

выражения (4.3) может привести к появлению посторонних 
корней, поскольку переменная y  может быть любого знака. 
Поэтому перед формулировкой ответа необходимо сделать 
проверку полученных значений x . 

Частным случаем возвратно-симметрического уравнения 
является симметрическое уравнение, соответствующее значению 

1  и кососимметрическое, соответствующее значению 
1 . 
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Заменой y
x

x 
1

 для симметрического и y
x

x 
1

 

для кососимметрического уравнений эти уравнения вводятся к 
квадратным уравнениям относительно неизвестной y . 

Пример 29. Решить уравнение 
016327164 234  xxxx . 

Решение. ОДЗ: Rx . 
Для нашего уравнения коэффициенты 

edcba ,,,, принимают значения 4a , 16b , 7c , 
32d , 16e . Таким образом, 

4
1

16
4


e
a

, 
4
1

32
16 22



















d
b

. 

Соотношение 
2









d
b

e
a

 выполняется, т.е., уравнение 

является возвратно-симметрическим. Подстановкой убеждаемся, 
что значение 0x  не является корнем, поэтому можно обе 

части исходного уравнения разделить на 2x  и записать 
уравнение в виде 

0721644 2
2 






 







 
x

x
x

x . 

Вводим новую переменную y
x

x 
2

. Тогда 

2
2

2 422 y
xx

xx  , откуда 44 2
2

2  y
x

x . Подставляем 

эти соотношения в выписанное уравнение: 
  071644 2  yy , или 09164 2  yy . 
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Корни полученного квадратного уравнения 
2
9

1 y , 

2
1

2 y . Возвращаемся к исходной переменной и решаем 

совокупность уравнений 














2
12

2
92

x
x

x
x

   










042

0492
2

2

xx

xx
 

 
 











0 
2
1;4 21

Dx

xx
. 

Проверкой убеждаемся, что полученные значения корней 
удовлетворяют исходному уравнению. 

Ответ: 
2
1;4 21  xx . 

К возвратно-симметрическим уравнениям шестой 
степени относят уравнения вида 

023456  jfxexdxcxbxax ,  (д) 
в которых выполняются следующие соотношения между 
коэффициентами: 

632

























e
c

f
b

j
a

. 

 В этом случае, если 0j , нужно разделить все 

уравнение (д) на 3x и ввести переменную y
x

x
e
c


1

. 

 
4.4. Однородные уравнения 

 
Уравнения 2го порядка данного типа можно представить 

в виде: 
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,022   cvvbuau  
где a, b, c,  – заданные (отличные от нуля) числа, 

)(),( xvvxuu   – некоторые функции от х. Для решения 
уравнения необходимо разделить обе части уравнения на 

02 v  и получить уравнение вида, 

0
2














 c

v
ub

v
ua


, 

которое является квадратным уравнением относительно новой 

переменной 










v
ut . 

Пример 30. Решить уравнение  
.06)12()12( 42222  xxxxxx  

Решение. 
Делим обе части уравнения на 04 x (можно проверить 

путем подстановки). Получаем: 

.061212
2

22

2

2













 

x
xx

x
xx

 

Обозначаем: .12
2

2

x
xxt 

  Тогда уравнение принимает 

вид: 
.2,306 21

2  tttt  
Получаем: 
















 212

 312

2

2

2

2

x
xx

x
xx

 







01
015 2

x
xx

 






1

0) ( 
x

Dx
 

 
Ответ: .1x  
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4.5. Метод дополнения до полного квадрата 
 

В основе решения уравнений такого типа – 
использование формул: abbaba 2)( 222   и 

abbaba 2)( 222  . 

Пример 31. Решить уравнение .7
)3(

9
2

2
2 




x
xx  

Решение. Определим область допустимых значений 
переменной х: .3x  

Используя упомянутую в этом подразделе формулу 












3
3  ;

x
xbxa , получаем: 

.07
3

6
3

,07
3

32
3

3

222

2































x
x

x
x

x
xx

x
xx

 

Обозначим: .
3

2




x
xt  Тогда имеем квадратное 

уравнение: 
.1,7076 21

2  tttt  
Таким образом: 
















1
3

7
3

2

2

x
x

x
x

     










03
0217

2

2

xx
xx

     
 














2
131

0  

2,1x

Dx
  

 

Ответ: .
2

131
2,1


x  
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4.6. Уравнения вида cbxax  44 )()(  и 
cbxax  55 )()(  

 

Подстановка вида 
2

batx 
  сводит эти уравнения к 

биквадратным. Для решения уравнений данного типа 
необходимо также использование следующих формул: 

.510105)(
,464)(

543223455

4322344

axaaxaxaxxax
axaaxaxxax




 

 
Пример 32. Решить уравнение  

.64)1()3( 55  xx  

Решение. Производим замену .1
2

13



 ttx  

Получаем уравнение вида: 

). 0(  08

,10,020
,0)8(20
,016020

,0)3280804010(3280804010
,64)2()2(

,64)11()31(

22

2,1
2

22

24

23452345

55

55

ttнетрешенийt

xtt
tt

tt
tttttttttt

tt
tt















 Ответ: .12,1 x  

Пример 33. Решить уравнение .82)5()1( 44  xx  
Решение. Пусть ,3 tx  тогда исходное уравнение 

можно переписать как: 
,82)2()2( 44  tt  
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.02524
,8232482

,8216322481632248

24

24

234234







tt
tt

tttttttt
 











1

25
2

2

t

t
     







1t
t

. 

 По формуле 3 tx  возвращаемся к первоначальной 
переменной и получаем решение 2,4 21  xx . 

Ответ: .2,4 21  xx  
 

5. Метод выделения целой части 
 

При решении примеров данным методом необходимо 
сначала в каждой из дробей уравнения выделить целую часть, 
затем произвести группировку полученных дробей. 

Пример 34. Решить уравнение 

.
6
5

5
4

3
2

2
1
















x
x

x
x

x
x

x
x

 

Решение. Так как в условии присутствуют дробные 
выражения, то определим область допустимых значений 
переменной x: .6,5,3,2  xxxx  

Выделяем целую часть у каждой из дробей уравнения: 

.
6

111
5

91
3

51
2

31

,
6
116

5
95

3
53

2
32




























xxxx

x
x

x
x

x
x

x
x

 

Группируем полученные дроби: 

,
5

9
2

3
6

11
3

5









 xxxx

 

,
107

189153
189

3311305
22 







xx
xx

xx
xx
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,
107

12
189

12

,
107

36
189

36

22

22















xx
x

xx
x

xx
x

xx
x

 

Учитывая ограничения, приведенные выше и 
определяющие ОДЗ, уравнение можно переписать в виде: 

.4,5.0
,0)107189)(12(

21

22




xx
xxxxx

 

Ответ: .4,5.0 21  xx  
 

6. Использование теоремы о пределе монотонной 
последовательности 

 
 При решении уравнений данного типа используется 
теорема, доказываемая в курсе высшей математики: если 
последовательность монотонна и ограничена, то она имеет 
предел. 

Сформулированная теорема сводится к тому, что если из 
бесконечного числа объектов удалить конечное их число, то 
бесконечность останется неизменной. 

Пример 35. Решить уравнение 
.3...)1()1()1( 32222  xxx  

Решение. Обозначим 
...)1()1()1( 32222  xxxy =3 

и вынесем общий множитель в левой части за скобки: 
 

 
 

.
2
7

4
3)1(

,331)1(
,31)1(

,3...)1()1()1(1)1(

2,1
2

2

2

322222









xx

x
yx

xxxx

 

Ответ: .
2
7

2,1 x  
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Пример 36. Решить уравнение  

.6... xxx  
Решение. Определим область допустимых значений 

переменной x: .0x  
Возведем обе части уравнения во вторую степень:  

.6366
,36...



xx

xxxx  

Найденный корень удовлетворяет определенной выше 
области допустимых значений переменной. 

Ответ: х .6  
 

7. Использование свойств монотонных функций 
 
 Решение уравнений с использованием свойств 
монотонности основывается на следующих утверждениях. 
 1. Если  xf  – непрерывная и строго монотонная 
функция на промежутке Х, то уравнение   Cxf  , где C  – 
данная константа, может иметь не более одного решения на 
промежутке Х. 
 2. Пусть  xf  и  xg  – непрерывные на промежутке Х 
функции, причем  xf  строго возрастает, а  xg  строго 
убывает на этом промежутке. Тогда уравнение    xgxf   
может иметь не более одного решения на промежутке Х. 
 В качестве промежутка Х могут быть бесконечный 
промежуток   ; , промежутки  ;a ,  a; ,  ;a , 
 a; , отрезки, интервалы и полуинтервалы. 
 Пример 39. Решить уравнение 

.0769  xx  
Решение. ОДЗ: Rx . Перепишем уравнение в виде: 

.679 xx   
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Функция  9xy монотонно возрастающая, а функция 
 xy 67 монотонно убывающая. Значит, данное 

уравнение имеет только один корень, который можно найти 
перебором: x=1. 

Ответ: x=1. 
 Пример 40. Решить уравнение  

07535  xxx . 
 Решение. ОДЗ: Rx . 

Исследование делителей свободного члена дают одно 
решение уравнения 1x . Однако, после деления левой части на 
двучлен 1x  получается уравнение 

0722 234  xxxx , 
решение которого весьма проблематично. Поэтому изберем 
другой путь и представим исходное уравнение в виде 

35 75 xxx  .   (7.1) 
 Легко заметить, что на всей числовой оси функция 
  xxxf 55   непрерывна и возрастает 

(   Rxxxf   055 4/ ), а функция   37 xxg   – 

непрерывна и убывает (   Rxxxg   03 2/ ). 
Поэтому уравнение (7.1) имеет единственное решение 

1x . 
 Ответ: 1x . 
 

8. Метод оценок 
 

 При решении задач методом оценок используется 
ограниченность функций, входящих в уравнения. Практическая 
реализация этого метода основывается на следующих фактах. 
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 1. Если 0a , то 21


a
a  ( 21


a

a , только 

при 1a ). Если 0a , то 21


a
a  ( 21


a

a , только при 

1a ). 
 2. Функция   cbxaxxf  2  ограничена значением 









a
bf
2

 снизу при 0a  и сверху при 0a . 

 3. Если   0xf  и   0xg , то уравнение 

    0 xgxf  равносильно системе уравнений 
 
 







0
0

xg
xf

. 

 4. Если   mxf  , а   mxg  , то уравнение    xgxf   

равносильно системе 
 
 







mxg
mxf

. 

 5. Если   axf  , а   bxg  , 0a , 0b , то 

уравнение     baxgxf   равносильно системе 
 
 









bxg

axf
, 

причем  xf  и  xg  одного знака. 
 6. Если   axf  , а   bxg  , 0a , 0b , то 

уравнение 
 
  b

a
xg
xf
  равносильно системе 

 
 









bxg

axf
, причем 

 xf  и  xg  одного знака. 
 Пример 41. Решить уравнение 

    9108642 1011 xxxxxx  . 
 Решение. ОДЗ: Rx . Воспользуемся очевидными 
неравенствами 11 8642  xxxx , 1110 x , которые 
выполняются для всех Rx . Тогда для правой части уравнения 
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справедлива оценка 110 9 x , т.е. 0
10
1

9 x . Итак, корни 

исходного уравнения должны быть положительны. 
 Перемножаем скобки в левой части уравнения и, 
используя тот факт, что значение 0x  не удовлетворяет 
уравнению, делим обе его части на 09 x . Имеем: 

924681012141618 101 xxxxxxxxxx  , 

1011111
3

3
5

5
7

7
9

9 





 






 






 






 






 

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x . 

 В силу положительности x  можно утверждать, что 
каждая скобка не превышает двух. Тогда заключительное 
равенство возможно лишь тогда когда каждая скобка равна 
точно двум, а это будет только при 1x . 
 Ответ: 1x . 
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Задания для самостоятельной работы 
 

Метод преобразования алгебраических выражений 
 

1. 1
3

4
3

4





 xx
    Отв.: 9 ;1 . 

2. 
16

20
4

4
4 2 





 xxx
x

   Отв.: 2 . 

3. 
25

25
5

5
5

2
2 





 xxx
x

   Отв.: 
2
5  ;0 . 

4. 
9

18
3

5
3 2 





 xxx
x

   Отв.: 11. 

5. 
26

8
13
1

12
2












x
x

x
x

x
x

   Отв.: 2. 

6. 
4
43

3
12

1
2












x
x

x
x

x
x

   Отв.: ;2  
3
2

 . 

7. 
4

3
13

12









x
x

x
x

x
x

   Отв.: ;2  
2
1

. 

8. 
16

7
4

2
4

4
4 2 








 xxxx
x

  Отв.: 5; -3. 

9. 
1
1

9
7

1
1

2

2








x
x

xx
xx

   Отв.: 2. 

10. 
   

    2
6272
4327





xxx
xxx

  Отв.: 
11
38  5;  ;0 . 

11.     0
2

4
2

1
4

2
2 








 xx

x
xxx

  Отв.: 3. 

12.   0
3
1

32
1

9 22 








 xx
x

xxx
x

 Отв.: 1. 

13.     2
2

1
4

2
1

2 







 xxxxxx
  Отв.: -1. 
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Метод разложения на сомножители 

 
Теорема Безу и следствия из нее 

 
14. 081023  xxx    Отв.: -4; 1; 2. 
15. 01256 23  xxx    Отв.: -1; 3;4. 
16. 064 23  xxx    Отв.: -1; 2; 3. 
17. 06116 35363738  xxxx   

Отв.: 0. 3;- 2;- ;1  
18. 067234  xxxx    Отв.: -1; 2. 
19. 22 34  xxx     Отв.: 1; -2. 
20. 01228134 234  xxxx   

Отв.: 2; -3; .
2

335 
 

21. 0123432 23456  xxxxxx  
     Отв.: 1. 
22. 012198 246  xxx  
     Отв.: 2 ;3 ;1  . 
23. 0233  xx     Отв.: -2; 1. 
24. 063  xx     Отв.: 2. 
25. 043 23  xx     Отв.: -1; 2. 

26. 01548 23  xxx    Отв.: .
4

31  ;1 
 

27. 0734 23  xx     Отв.: -1. 

28. 0122 23  xxx    Отв.: .
2
1-  ;1  

29. 021165 23  xxx    Отв.: 
5
1

. 
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30. 03774 23  xxx    Отв.: 
4
3

 . 

31. 0192624 23  xxx    Отв.: .
2
1 ;

3
1 ;

4
1

 

32. 0611373636 234  xxxx     

    Отв.: .
2
3 ;

2
1 ;

3
1 ;

3
2

  

33. 02048927 23  xxx   Отв.: 
3
5 ;

3
2

 . 

34. 01521 23  xxx   Отв.: 
221

1  ;
3
1


 . 

 
Метод группировки  

 

35. 08648 34  xxx   Отв.: 
8
1 ;2  . 

36. 022 234  xxxx   Отв.: 0; -2; -1; 1. 

37.   01161 22  xx   Отв.: 
2

21  ;
2
1 

. 

38. 
2

2

2

2

2

4
5

4
6


























x
x

x
x

  Отв.: 3 . 

39.    2223 131  xxxx  Отв.: 0; 1; 2 . 

40.    2222 1254  xxxx  Отв.: 1; 2; 3. 

41. 0343 24  xxx   Отв.: 
2

131
. 

42. 014 34  xx    Отв.: 
22

1221



. 
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43. 0144  xx    Отв.: 
22

1221



. 

44. 0784  xx    Отв.: .
2

2282 
 

45. 0323124  xx   Отв.: .  
46. 01544 24  xxx   Отв.: .  
47. 012784 234  xxxx  

Отв.: 
4

75425 
. 

48. 0122 234  xxxx  

    Отв.: 
2

12221 
. 

49. 04
3
1 23  xxx   Отв.: 1113  . 

50. 01
3
13 23  xxx   Отв.: 

3 801
3


 . 

51. 01
3
123  xxx   Отв.: 

3
1263 

 . 

52. 0
3
15 23  xxx   Отв.: 

114
1

3 
 . 

53. 0
3
15 23  xxx   Отв.: 

3 141
1


 . 

54. 013312 23  xxx   Отв.: 
3 111
1


 . 

55. 0399 23  xxx   Отв.: 
33

3

23
3


. 

56. 0162412 23  xxx   Отв.: 
33

3

32
22


. 
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57. 081269 23  xxx   Отв.: 
3
2

 . 

58. 01
3
12 23  xxx   Отв.: 

155
3

3 
. 

59.    44 132  xx   Отв.: 
4
1 ;

2
3

 . 

60.    44 121 xx       

    Отв.: 32331  . 

61. 03523  xx    Отв.: 3 . 

62. 05723  xx    Отв.: 5 . 

63.   0221 23  xx   Отв.: 
2

2411  ;2 
. 

64. 03772 234  xxxx  Отв.: 
2
1 ;3 ;1 . 

65. 0142 234  xxx   Отв.: 
2

51 ;
2
1 ;1 

 . 

66.    2222 181 xxxx   Отв.: 31  ;2  . 

67.         02682    0462 33  xxxxxx . 

    Отв.: 31  ;2  . 

68.     0181 2222  xxxx  Отв.: 31  ;2  . 

69.      323232 13325232  xxxxxx  

Отв.: -3; 1; 2; 
2

213 ;
2
1 

. 

70. 041716
14

4 2
2

2




xx
x

x
 Отв.: 

2
1

. 

71. 041712
13

4 2
2

2




xx
x

x
 Отв.: 1  ;

3
1

. 
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Специальная структура уравнений 

 
72. 05232 234  xxxx  Отв.: x . 

73. 0911635 234  xxxx  Отв.: 
5

461
. 

 
Уравнения, квадратные относительно 

коэффициентов 
 

74. 03332 24  xxx  

Отв.: 
2

3341 ;
2

3411 
. 

75. 02222 24  xxx  

Отв.: 
2

3241 ;
2

2411 
. 

76.      0134131
22  xx  

Отв.: 311  . 

77. 0874772 23  xxx   Отв.: 72  . 
 

Метод неопределенных коэффициентов 
 
78. При каких значениях а и b многочлен 

baxxxx  234 33  делится без остатка на трехчлен 
432  xx ?  Отв.: 4  ,3  ba . 

79. При каких значениях а и b многочлен 
bxaxxx  32 234  делится без остатка на трехчлен 

332  xx ?  Отв.: 6  ,2  ba . 
80. При каком значении а многочлен 56 23  axxx  делится 
без остатка на 12  xx ? 
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     Отв.: 6a . 
 

Общие методы решения рациональных уравнений 

81. 01093 3  xx    Отв.: 33

3
13  . 

82. 416020 3  xx    Отв.: 33

5
4

4
5
x . 

 
Метод введения новой переменной 

 
Простейшие замены переменной 

 
83.     02333 24  xx   

Отв.: 32 ;32 ;2 ;4  . 

84.    1221 22  xxxx   Отв.: 1 ;2 . 

85. 
 

01
32

2
32

2

2

4





 x
x

x
x

   Отв.: 3  ;1 . 

86. 64
104

21 2
2 


xx

xx
  Отв.:  .3  ;1  

87. 2
63

863
2

2







xx
x

x
xx

    

    Отв.:  .6  ;2  ;1  ;3   

88. 3
3

12
2

93
2

2







xx
xx

   Отв.: 4 2; ;1 . 

89.     81326 222  xxx   Отв.: 203 ;3  . 

90.     5512 222  xxx    Отв.: 2  ;4 . 

91.      114376 2  xxx   Отв.: ;
2
3


6
5

 . 
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92.      3512356 2  xxx   Отв.: 
18

18915 
. 

93.     232752  xxxx   Отв.: 
2

55 
. 

94.      167513  xxxx   Отв.: 54  . 
95.      402471  xxxx    

Отв.: 
2

895 ;3 ;2 
. 

96. 
42

6
32

2
22

1
222 





 xxxxxx

  

Отв.: .1  

97. 1
2
2

1 2

2

2

2









xx
xx

xx
xx

   Отв.: .1  ;0  

98. 
6
7

32
22

22
12

2

2

2

2









xx
xx

xx
xx

  Отв.: .2  ;0   

99. 11232)138( 222  xxxx   

Отв.: 
16

733  ;
8
3  ;0 

. 

100. 0133)1( 222  xxxx   

Отв.:  .
2

51-  ;0  ;1 
  

101. 
12
1

)1(
1

)2(
1

2 



 xxx

   Отв.:  1  ;3 . 

102. 1
)4)(1(

8
)2)(1(

6





 xxxx
 

Отв.:  
2

733  0;  ;3 
 . 

103. 24)2)(1()1(  xxxx   Отв.:  .2  ;3  
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104. 1680)7)(6)(5)(4(  xxxx  Отв.:  .12  ;1  

105. 5)13)(14)(16)(112(  xxxx  Отв.: 
2
1  ;

12
1

 . 

106. 36)2)(1)(12)(32(  xxxx  Отв.: 2.  ;
2
5

  

107. 
5
1

3
1

1
1

6
1

2
1











 xxxx

 Отв.: -4;  -1. 

108. 2
1

2
1

33
2

2








 xxxx
  

Отв.: -2;  3;  .
2

31
 

109.     302092313 222  xxxxxx  

Отв.: 
2

304253 ;
2

304253  ;
2

293 
. 

110.     52092363 222  xxxxxx  

Отв.: 
2

292393 ;
2

292393  ;
2

293 
. 

 
Дробно-рациональные замены переменных 

111. 222 9)152)(132( xxxxx   

    Отв.:  .
2

73-  ;
2

22 
 

112. 22 20)272)(2)(12( xxxxx   

Отв.: 2.- ;
2
1

  

113.      2412823 xxxxx   

Отв.: 
2

12915 ;4 ;6 
 . 
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114.      2122163 xxxxx   

Отв.: 
2

737 ;3 ;2 
 . 

115. 1
7104

3
784

4
22 




 xx
x

xx
x

 

Отв.: 
2
7 ;

2
1

. 

116.    9496 222  xxxxx  

Отв.: 
2

615 ;9 ;1 
 . 

117. 
24
1

2523 22 



 xx

x
xx

x
 

    Отв.: .
2

11311  2;  ;1 
 

118. 
158

3
156
1510

22

2







xx
x

xx
xx

  Отв.: .347   

119. 
2
7

12
213

2

2







xx
x

x
xx

  

Отв.: .223  2;  ;
2
1

  

120. 
6342

2
3

32
2

22 x
xx

xxx






 

Отв.: .
4
3  ;2  

121. 
1
232

33
22

2

2

2

2








xx
xx

xx
xx

  Отв.: .1  

122.    9496 222  xxxxx  
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    Отв.: 
2

615 ;9 ;1 
 . 

 
Возвратно-симметрические уравнения 

 

123. 411
2

2 
xx

xx   Отв.: .
2

53  ;1 
 

124. 91217 2
2 






 






 

x
x

x
x  Отв.: .2  ;

2
1

 

125. 47412124 2
2 

xx
xx  Отв.: .

2
10511-  ;2  ;

2
1 

 

126. 
3
4

18
2

3
22

2

2 





 

x
x

x
x

  Отв.: .153  

127. 





 

x
x

x
x 3

25
11236

2
2   Отв.: .

5
1593  ;315 

  

128. 





 










x
x

x
x 4

3
1016

9
3 2

2

 Отв.: .213  6;  ;2   

129. 
9
2

)1(
)1(

22

2





xx

xx
  Отв.: .32  2;  ;

2
1

  

130. 
112
625

)1(
)1(

2

22





xx
x

   Отв.: .7  ;
7
1

 

131. 





 






 

x
x

x
x 151

3
3   Отв.: .12  ;12   

132. 6111
2

2
3

3 





 






 






 

x
x

x
x

x
x  

     Отв.: 1. 

133. 011
3
1210

3
112 2

2 





 

x
x

x
x  
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Отв.: 
6
1 ;1  . 

134. 04810024253 234  xxxx  

     Отв.: 6 ;4 ;
3
2 ;1  . 

135. 04643 234  xxxx  
     Отв.: -2; -1. 
136. 0161283 234  xxxx     
     Отв.: -2;  -1;  2;  4. 
137. 096182 234  xxxx  
     Отв.: -3;  -1;  .63  
138. 048384 234  xxxx  

     Отв.: .2  ;
2
1

 

 
Однородные алгебраические уравнения 

 
139. 2222 10)22(3)22( xxxxxx     

     Отв.: -2;  -1;  .22   
140. )1(13)1(7)1(2 3222  xxxx    

     Отв.: -1;  2;  4;  .
2
1

  

141. 06)12()12( 42222  xxxxxx   
     Отв.: 1. 
142. 06)(5)( 422242  xxxxxx    

     Отв.: 31  ;21  ;0  . 
143. 2222 )1(4)13)(1(3)13(  xxxxxx   

     Отв.: .
2

131  ;22 
  
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144.    224 1615  xxxx  Отв.: 
2

51 ;33 
 . 

145.        02221212 22  xxxx  

     Отв.: 3 ;
4
3

 . 

146.      2223 13112  xxxx  
Отв.: 2; 0. 

147. 0
1
448

1
25

1
220 2

222


































x
x

x
x

x
x

 

     Отв.: 3.  ;
3
2

 

148. )13()1( 2222  xxxxx     

     Отв.: .
2

51
 

 
Дополнение до полного квадрата 

 

149. 40
)9(

81
2

2
2 




x
xx   Отв.: 191 . 

150. 3
)1( 2

2
2 




x
xx    Отв.: 

2
51

. 

151. 8
1

2
2 











x
xx   Отв.: 2;  .31  

152. 2
12

2
2 











x
xx   Отв.: 1;  .

2
31

 

153. 3
1

2
2 











x
xx   Отв.: 

2
51

. 
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154. 90
11

22



















 x
x

x
x

 Отв.: 
11

113 ;
2

5 
. 

155. 
9
40

2
11 22


















 

x
x

x
x

 Отв.: -1;  3;  .
11

5511
 

156. 42222 9
40

)2(
1

)2(
1

xxx






 

     Отв.: .
11
20  ;2 4  

157. 05412510 34  xxx  

Отв.: .
2

175  ;
2

1335 
 

158. 010276 34  xxx  

    Отв.: -5;  2;  .
2

53
 

159. 0302 34  xxx   Отв.: -2;  3. 
 

Уравнения вида (х+а)4+(х+b)4=c 
 и (х+а)5-(х+b)5=c 

 
160. 32)1()1( 44  xx   Отв.: -3;1. 

161. 20)1()3( 44  xx   Отв: .3232   
162. 2)2( 44  xx    Отв.: 1. 
163. 17)1()2( 44  xx   Отв.: 0; 1. 
164. 97)1( 44  xx   Отв.: -2; 3. 
165. 64)1()3( 55  xx   Отв.: -1. 
166. 1056)6( 55  xx   Отв.: 2; 4. 
167. )1(242)3()1( 55  xxx   

Отв.: -2; -1; 0. 
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168. 0)52()2()3( 444  xxx  
     Отв.: 2; 3. 
 

Использование теоремы о пределе монотонной 
последовательности 

 

169. 632  xxx    Отв.: 
7
6

. 

170. 3)1()1(1 32222  xxx  Отв.: .
2
7

  

171. 6xxx     Отв.: 6. 

172. 3 xxx    Отв.: 6. 

173. xx  222   Отв.: 2. 

174. xxxxx  333   Отв.: 4; 0. 

175. 22  xxx    Отв.: 2. 

176. xx  2222   Отв.: 2. 

177. 3
3

xx      Отв.: .33  
 

Выделение целой части 
 

178. 4
4
4

3
3

2
2

1
1

















x
x

x
x

x
x

x
x

 

Отв.:  .
10

3455 
 

179. 
6
5

5
4

3
2

2
1
















x
x

x
x

x
x

x
x
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     Отв.:  .
2
1  ;4   

180. 4
1
7

2
13

1
12













x
x

x
x

x
x

 

     Отв.: .5   ;
4
5

  

181. 
3
92

1
1

2
62

4
44 22
















x
x

x
xx

x
x

x
xx

 

     Отв.:  .
2

35   ;0 
 

182. 
3

126
2

64
4

208
1

22 2222

















x

xx
x

xx
x

xx
x

xx

     Отв.:  .0  ;
2
5

  

183. 






























3
558

2
71729370

4
65

1
52431

x
x

x
x

x
x

x
x

     Отв.:  .
2
5

  

184. 






























6
231

4
1517

7
23

3
3819112

x
x

x
x

x
x

x
x

 

     Отв.:  .5  
 

Использование свойств монотонных функций 
 

185. 1099  xx    Отв.: 1. 
186. 37359  xxx   Отв.: .3  
187. Сколько действительных корней имеет уравнение 

0125  xx ? 
     Отв.: один корень. 
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Метод оценок 
 

188. 4
2

2 2
)1(

1)1( x
x

x 


  Отв.: 0. 

189. 82816 )(21 xxxx    Отв.: -1. 
190.    1222422 211   kkk kxxxxx  
     Отв.: 1. 
191.     100200200 161116 xyyx   

     Отв.: 
50 2
1

x , 1y . 

 
Уравнения вида f(f(x))=x 

192.     xxxxx  223323 222  

Отв.: 22 ;31  . 

193.     xxxxx  552252 222  

Отв.: 
2

173 ;
2

211 
. 

 
Тригонометрические замены переменной 
 

194. 0168 3  xx   Отв.: 
9

7cos  ;
9

5cos  ;
9

cos 
. 

195.    1188218 242  xxxx  

Отв.: ; ,9 , ,
9

2cos1 ZmmnZnnx 








 

ZmmkZkkx 





   ,73 , ,

7
2

7
cos2


. 

196.    1188128 242  xxxx  
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Отв.: ; ,7 , ,
7

2cos1 ZmmnZnnx 








ZmmkZkkx 





   ,94 , ,

9
2

9
cos2


. 

 
Разные уравнения 

 

197. xx
xxxx

54
61712

1
276

1 2
22 





  

      Отв.: .
8

335 
 

198. 
127
1051523 2

2
2





xx
xxxx   Отв.: -7; 2. 

199. 09)3)(16( 222  xxx   Отв.: .71  

200. 016)4)(20( 222  xxx   Отв.: -4; 2. 

201. 049)7)(32( 222  xxx   Отв.: .151  
202. 222 )1(6)4)(15(  xxxx  

Отв.: .
2

211  ;73 
  

203. 024143)84( 2322  xxxxx    
      Отв.: -4; -2. 
204. 04233 234  xxxx     

    Отв.: .
4

251035 
 

205. 0
3
1 23  axxx    Отв.: .1313  a  

206. 01
3
1 23  xxax  
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    Отв.: 
1271

3
3  a

. 

207. 0
3
1 223  axxx   Отв.:  .1271

3
1 3  a  

208. 0
3
123  xxax   Отв.: .

131
1

3  a
 

209. 01)1(2)2()1( 2242  xxxx    

   Отв.:  




  12221

2
11 . 

210. xxxxx  7)75(5)75( 222    

     Отв.: .23 3; ;1   
211. xxxxx  6)64(4)64( 222    

   Отв.: .
2

295 ;
2

333 
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