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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

ВСТУП 

 

Курс багатовимірного статистичного аналізу є розділом прикладної 

статистики, що призначений для рішення наступних задач: 

1) вивчення структури та сили статистичного зв’язку між системами 

випадкових величин;  

2) заміна вихідного набору статистичних даних великої розмірності 

значно меньшим масивом даних без істотної втрати інформації – 

зменшення розмірності; 

3) розбиття сукупності статистичних величин на однорідні в деякому 

відношенні групи – класифікація. 

Аналіз та моделювання економічних систем, які є основними цілями 

економічної кібернетики, неможливі без вирішення перелічених задач. 

Оскільки аналіз системи полягає у розкладанні іі на складові частини та 

встановленні структури взаємодії між ними, а моделювання  - це передусім 

максимально точне формулювання досліджуваного процесу або явища у 

якомога компактному вигляді методи багатовимірного аналізу є вкрай 

необхідними для підготовки фахівців із економічної кібернетики.    

Дані методичні вказівки призначені для формування навичок 

розв’язання всіх проблем, які зустрічаються у багатовимірному 

статистичному аналізі: перша робота присвячена методам вимірювання 

кореляційних зв’язків між випадковими величинами, наступні три роботи – 

компонентний, факторний аналіз та шкалювання розв’язують задачу 

зниження розмірності та останні дві задачі – дискримінантний та кластерний 

аналізи формують навички автоматичної класифікації.   

У зв’язку з тим, що більшість методів багатовимірного статистичного 

аналізу є досить трудомісткіми вкрай необхідним є застосування 

спеціалізованих математичних пакетів, в якості якого була обрана 

популярна програма MathCad.      
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Розподіл робочого часу на виконання робіт 

 

№ 

з/п 
Робота Витрати часу 

1 Дослідження статистичних зв’язків 

багатовимірних випадкових величин. 

6 

2 Зменшення розмірності признакового 

простору за допомогою метода головних 

компонент. 

6 

3  Виявлення загальних латентних факторів 

за допомогою методу найменших 

залишків. 

6 

4 Використання алгоритму Торгесона для 

поновлення геометричної структури 

об’єктів у шкальній системі координат 

6 

5 Класифікація за допомогою лінійного 

дискримінантного аналізу 

5 

6 Розбиття сукупності об'єктів на 

типообразуючі множини за методами 

кластерного аналізу 

5 

Усього 34 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Практична робота № 1 

Дослідження статистичних зв'язків багатовимірних випадкових 

величин методами кореляційного аналізу 

 

Теоретичні відомості 

 

Однією із задач статистичного аналізу є вимірювання тісности зв`язку 

між випадковимим величинами. Найпоширенішим з таких вимірювачів є 

коефіцієнт кореляціїї. Його застосування засновано на теоремі: 

 

Необхідною й достатньою умовою незалежності двох підмножин 

нормально-розподілених випадкових величин є рівність нулю всіх 

коваріацій між величинами з різних підмножин: 

 

         0xMxxMxMx,xcov jjiiji  . 

 

На практиці використовують не коваріацію, а більш зручний 

коефіцієнт кореляції: 

 

 
   

 
ji

ji

jjii

ji x,xcov

x,xcovx,xcov

x,xcov


  , 

 

значення якого знаходиться в інтервалі [-1;1] (тобто є безрозмірним), 

що дозволяє порівнювати силу зв’язку між парами змінних. Так як 

коефіцієнт кореляції (як і коваріація) взагалі є невідомим параметром 

генеральної сукупності, постає задача його оцінки. Оцінку коефіцієнта 

кореляції одержують за формулою: 

 
  

   
2

k k
jjk

2
iik

k
jjkiik

ij

xxxx

xxxx

r

 







 . 

 

Перевірка на значущість цього показника (тобто перевірка гіпотези 

H0:=0) може бути виконана за допомогою статистики: 

 

2r1

2n
rt




 , 
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де t – випадкова величина, що розподілена за законом Стьюдента із n-2 

ступенями вільності; 

n – кількість спостережень. 

 

Гіпотеза про незначущость коефіцієнта кореляціїї (неістотності зв’язку 

між змінними) приймають, якщо розрахункове значення t виявляється не 

більше критичного.  

Більш точними вимірювачами статистичного зв’язку є часткові 

коефіцієнти кореляції, які враховують, що на зв’язок між двома величинами 

можуть впливати інші змінні та виключають цей вплив. Часткові 

коефіцієнти можуть бути обчислені за допомогою наступних рекурентних 

співвідношень: 

 

- коефіцієнти першого порядку: 

 

  22 11 jkik

jkikij
kij

rr

rrr
r




  

 

- коефіцієнти другого порядку: 

 

  2
kjl

2
kik

kjlkilkij
l,kij

r1r1

rrr
r









  

 

і т. д. 

 

Де kijr   - частковий коефіцієнт між i-ю та j-ю змінними при фіксованій 

(при виключеному впливу) k-й змінній. 

Частковий коефіцієнт при фіксованих всіх змінних (окрім тих, між 

якими він розраховується) може бути обчислений одразу: 

 

1i,1ii,i

1i,i
p,...2i1i,i

RR

R
r




  , 

 

де 1i,iR   - алгебраїчне доповнення до (i,i+1) елементу кореляційної 

матриці. 

Перевірка на значущість часткових коефіцієнтів кореляції виконується 

за допомогою статистики: 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

 

2r1

qn
rt




  

 

де q – кількість зафіксованих змінних. 

 

Приклад виконання роботи 

 

 

 

 

 

 

… 

 

 

 

 

 

 

 

 

Задаємо розмірність вихідних даних:  

 

 
 

Матриця оцінок коефіцієнтів кореляції 
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Для  перевірки на значущість кореляцій обчислимо t-статистики та 

порівняємо їх з критичним значенням на 5% рівні значущості: 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

… 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для наочного представлення результатів побудуємо схему значущих 

зв`язків (рисунок 1.1). 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

 

 

 

 

 … 

  

 

 

 

           … 

 

 

 

 

Рисунок 1.1 – Схема кореляційних зв`язків 

 

Як видно, між більшістю змінних є тісні зв’язки. Для встановлення 

структури зв’язків обчислимо часткові коефіцієнти кореляції фіксуючі всі 

змінні. Результати наведені на рисунку 1.2. 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

x1 x3 x5 

 

x6 

 

x2 x4 x7 

 

x10 x9 x8 
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Рисунок 1.2 – Схема значущих «чистих» зв’язків 

 

Отримана схема дає передумови зменшення розмірності насамперед за 

рахунок змінної x2, яка акумулює варіацію п’яти інших змінних. 

 

Завдання 

 

1. Побудувати кореляційну матрицю семи показників та визначити 

пари змінних, між якими на рівні значущості 5 % є значущі зв’язки. 

2. Побудувати матрицю часткових коефіцієнтів кореляції та 

проаналізувати зміну структури значущих зв`язків при варіації рівня 

значущості від 10 % до 1 %. 

3. Обґрунтувати передумови зменшення розмірності ознакового 

простору. 

x1 

x3 x5 

 
x6 

 

x2 

x4 

x7 

 

x10 x9 

x8 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Практична робота № 2 

 Зменшення розмірності признакового простору за допомогою метода 

головних компонент 

 

Теоретичні відомості 

 

Однією із важливих задач у статистичній практиці є представлення 

даних у зручній формі, яка дозволяє наочно побачити структуру даних та 

полегшує ії аналіз та обробку. У зв`язку з тим, що досліджувані масиви 

змінних часто мають досить значні кореляції з`являється можливість такого 

перетворення змінних, при якому нові змінні не корелюють один з одним. 

Так як при цьому загальна варіація  залишається незмінною можуть 

з`явитися змінні з досить невеликою дисперсією й це дає привід для 

виключення цих змінних із подальшого аналізу. При лінійному  

перетворенні нові змінні визначаються як: 

 
AXz  , 

 

де X – матриця, у стовпцях якої знаходяться значення вихідних 

змінних; 

А – матриця, що складена із одиничних і ортогональних векторів 

(головних компонент), які відповідають новим змінним. 

 

Головні компоненти визначають таким чином, щоб дисперсія нових 

змінних була найбільшою. Можна показати, що при цьому стовпці матриці 

А повинні бути власними векторами матриці X
T
X, причому перша 

компонента є тим власним вектором, якому відповідає найбільше власне 

значення, друга – вектором з другим за величиною власним значенням і т. д. 

Рішення про необхідну кількість головних компонент приймають за 

допомогою декількох критеріїв. Згідно з першим (критерій кам’янистого 

осипу) виділення змінних закінчують, коли інформативність нової виділеної 

компоненти значно меньше попередніх. Другий критерій визначає необхідну 

кількість компонент, як таку, при якій виділена дисперсія досягає визначеної 

досить великої величини. Якщо вихідними даними є нормовані значення, то 

замість матриці X
T
X використовують кореляційну матрицю R.  

У зв`язку з труднощами точного визначення власних векторів і значень 

використовують чисельний алгоритм Хотеллінга. У його основу покладений 

той факт, що при перемноженні будь-якого вектора на матрицю той 

повертається таким чином, що зменьшується кут між ним та тим власним 

вектором, якому відповідає найбільше власне значення. Тому при достатній 



13 

 

АДІ ДВНЗ ДонНТУ 
 

кількості поворотів можна отримати скільки завгодно точне наближення до 

власного вектора. 

 

Приклад виконання роботи 

 

Кореляційну матрицю беремо з першої роботи. 

Задаємо кількість спостережень, змінних та діапазони змін індексів: 

 

 
 

Стандартизуємо дані 

 

 
 

Переходимо до виділення першої головної компоненти 

 
 

Виконаємо перевірку та обчислимо перше власне значення 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

 
Для отримання досить точного наближення вистачило зведення 

кореляційної матриці у чотирнадцяту ступінь, оскільки відношення 

компонент вектора Ra до компонент вектора а є постійним. 

Обчислюємо залишкову матрицю та виділяємо другу та третю головні 

компоненти: 
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Так як накоплена сума власних значень практично співпадає з 

загальною дисперсією (рівною сумі діагональних елементів кореляційної 

матриці) немає необхідності у виділенні інших головних компонент. 

 3

R a( )
1

a1
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

 

Рисунок 2.1 – Розподіл дисперсії по компонентах 

 

Із рисунка 2.1 видно, що оптимальною кількістю головних компонент 

за критерієм кам`янистого осипу буде дві компоненти. 

Коефіцієнти кореляції між признаками та компонентами: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Виділення другої компоненти обумовлене першим та дев`ятим 

признаками, варіація останніх признаків досить точно пояснюється першою 

компонентою.  

Для оцінки якості стиску даних обчислимо координати об`єктів у 

системі головних компонент та виконаємо зворотне перетворення за 

допомогою лише направляючих векторів головних компонент: 
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Рисунок 2.2 – Відновлення першої та десятої змінних за даними головних 

компонент 

 

Як можна бачити при п’ятикратному стиску даних вдається зберегти 

більшість інформації, що міститься у змінних. 

 

Завдання 

 

1. За допомогою алгоритму Хотеллінга виділити головні компоненти 

системи семивимірного випадкового вектора. 

2. Визначити доцільну кількість головних компонент на основі методу 

«кам’янистого осипу» та проаналізувати розподіл варіації змінних по 

компонентах. 

3. Обчислити значення головних компонент у кожному спостереженні та 

оцініти точність самовідтворення всіх вихідних ознак.   
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Практична робота № 3 

 Виявлення загальних латентних факторів за допомогою методу 

послідовних замін 

 

Теоретичні відомості 

 

Факторний аналіз, як і компонентний аналіз відноситься до методів 

зменшення розмірностей, але завданням методу є не перехід до меньшої 

кількості нових змінних, які б акумулювали якомога більшу частину 

дисперсії системи, а пошук факторів, які б пояснювали взаємозв`язки. 

Лінійна модель факторного аналізу записується у вигляді: 

 

..1 1 2 2x q f q f uij iji j i j    , 

 

де xij  – значення i-й змінной в j-му спостереженні; 

1 jf  – значення першого фактора в j-му спостереженні; 

1qi  - коефіцієнт, що характеризує вплив 1-го фактора на i-у змінну; 

uij  - специфічність i-ї змінноі в j-му спостереженні. 

Наявність специфічності викликана тим, що кожній змінній властива 

варіація, яка не може бути пояснена тільки факторами. Для спрощення 

загальної моделі коваріаційну матрицю факторів вважають одиничною, а 

коваріаційну матрицю специфічностей вважають діагональною. 

Наявність зв`язків між змінними відображається на елементах кореляційної 

матриці, яка при зроблених припущеннях розкладається на: 

 

VQQR T   

 

Згідно з цим рівнянням завданням факторного аналізу є пошук такої 

матриці Q найменьшої розмірності, яка б мінімізувала елементи матриці V. 

Ця модель є більш загальною та більш гнучкою в порівнянні з методом 

головних компонент, що відображається й на ії складності – кількості 

невідомих. Найбільш точно задачу побудови такої моделі вирішує метод 

найменших залишків. Одночасне оцінювання всієї матриці навантажень 

призводить до складної системи рівнянь, тому був запропонований 

наближений метод послідовних замін (метод Гаусса – Зейделя). Він являє 

собою ітераційний процес, на кожному кроці якого знаходяться елементи 

одного рядка матриці навантажень Q, які мінімізують расходження 

недіагональних елементів матриць R та TQQ . Цей процес повторюється для 

кожного рядка поки значення критерію не перестане змінюватися. Рядки 
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матриці навантажень, що мінімізують поточне розходження між оціненою та 

вихідною кореляційними матрицями обчислюють за наступною формулою: 

 

 
10 Tr Q Q Qj j


  

 

де 0rj  – залишкові коефіцієнти кореляції в j-му рядку: 

 
0 ; 1,2..r r q q k pjtjk ktjk

t
    

 

p – кількість змінних; 

Q
~

 – матриця навантажень, в якій елементи j-го рядка замінені нулями. 

Недоліком цієї процедури є можливість отримати оцінені дисперсії, що 

перевищують 1 (так званий варіант Хевісайда). Можна показати, що у тому 

випадку, коли рішення без обмеження на дисперсії призводить до варіанта 

Хевісайда, рішення з обмеженням буде знаходитися точно на межі області 
'

2 1
1

p
qit

t



 (де p’ – кількість факторів), тому для корегування рішення можна 

пропорційно зменшити елементи i-го рядка таким чином, щоб 
'

2 1
1

p
qit

t



 і 

повторити оптимізацію інших рядків. 

 

Приклад виконання роботи 

 

Вихідні дані – кореляційну матрицю беремо з першої роботи. На 

початку задаємо розмірність та обираємо начальне наближення матриці Q 

таким чином, щоб матриця Q
~

Q
~T

 була не виродженою: 

 

 
 

На першій ітерації послідовно обчислюємо елементи рядків матриці 

навантажень та одночасно оцінюємо розходження кореляційної матриці та ії 

оцінки (яке повинно монотонно зменшуватися). 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

 
 … 

 

 
 

Так як початкове значення критерію збіжності на початку ітерації не 

співпадає зі значенням на останньому кроці (28.808 і 18.311) переходимо до 

наступної ітерації, на якій в якості початкового наближення використовуємо 

матрицю Q, що отримана на попередній ітерації. Таким чином повторюємо 

ітерації поки критерій збіжності не стабілізується: 

 

 
 

Серед спільності признаків – діагональних елементів матриці QQT ~~  

деякі перевищують одиницю. Найбільшим серед них є перший елемент. З 

метою корегування рішення зменшимо довжину першого вектор-рядка 
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матриці Q залишаючи незмінним його напрямок та виконаємо процедуру 

мінімізації не перераховуючи більше елементи першого рядка: 

 

 
 

 
 

… 

 

За результатами мінімізації оцінюємо матрицю кореляцій: 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Порівняємо результати компонентного аналізу (для двох компонент) та 

факторного аналізу й побудуємо діаграму векторів-признаків: 

 

 
 

 
 

 
 

 
Рисунок 3.1 – Діаграма розподілу вектор-признаків 

 

Можна зробити висновок, що метод мінімальних залишків майже в 4 

рази краще пояснює кореляції й показує, що за допомогою двох факторів 

дуже добре моделюються зв`язки між дев’ятьма признаками – признаки з 

другого по восьмий тісно пов`язані з першим фактором, а перший – з 

другим. Варіацію дев`ятого признака в рамках двохфакторної моделі 

пояснити не вдається.  

 

Завдання 

 

1. Оцінити матрицю навантажень однофакторної моделі методом 

послідовних замін. В якості початкового наближення обрати першу 

головну компоненту із практичної роботи № 2. 

2. Скорегувати рішення у випадку, якщо оцінені дисперсії перевищують 

одиницю. 
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3. Повторити пункти 1 і 2 для двофакторної моделі та обрати найбільш 

придатну. 

4. Проаналізувати розподіл варіації признаків та порівняти результати 

аналізу з результатами метода головних компонент. 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Практична робота № 4 

 Використання алгоритму Торгесона для поновлення геометричної 

структури об'єктів у шкальній системі координат 

 

Теоретичні відомості 

 

Методи шкалювання використовують у ситуаціях, коли вихідні дані 

подані не у вигляді таблиці «спостереження–змінна», а як міри розбіжності 

між об’єктами – спостереженнями. Завданням шкалювання у цьому випадку 

є встановлення змінних (шкал), на основі яких можуть бути пояснені 

зареєстровані розбіжності спостережень. Якщо розбіжності досить точно 

підпорядковані декартовій метриці 

 

2( )x xij it jt
t

   , 

 

то основою для шкалювання є теорема Торгесона: 

 

Якщо 

 1 2 2 2 2

2
ij ij j i          

 

12 2
j ijn i

   , 
12 2

i ijn j
   , 

12 2
2

,
ij

n i j
   , 

 

де n – кількість об’єктів, 

то 
TX X    

 

Так як будь-яка симетрична матриця може бути представлена у 

вигляді: 

 

   1/2 1/2
T

TC C C C       , 

 

то для вирішення задачі шкалювання необхідно знайти власні вектори 

та власні числа матриці  , що можна зробити за допомогою алгоритма 

Хотеллінга. 
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Приклад виконання роботи: 

 

 
 

Перевіримо виконання третьої аксіоми відстаней 

 

 
 

Так як найбільша різниця позитивна коректуємо матрицю розрізнень: 

 

 
 

Обчислимо матрицю із подвійним центруванням: 

 

 
 

Перевірка: 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

За  результатами алгоритму Хотеллінга отримали наступні результати: 

 

 
Рисунок 3.1 – Накопичена дисперсія 

 

Видно, що серед власних значень є одно негативне, тому виділити 

можна не більше трьох шкал. Оптимальною кількістю шкал буде 2, тому що 

вони пояснюють більше 95 % варіації. 

Координати об`єктів у шкальному просторі: 

 

 
 

Оцінені розрізнення 
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Порівнюючи оцінені та зареєстровані розрізнення видно, що 

шкалювання виконано досить точно. 

 

Завдання 

 

1. Перевірити виконання аксіом відстаней та у разі необхідності 

скорегувати елементи матриці розрізнень. 

2. Побудувати матрицю з подвійним центруванням та знайти координати 

об’єктів у шкальному просторі. 

3. Визначити доцільну кількість шкал та оцінити точність шкалювання.  
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Практична робота № 5 

 Класифікація за допомогою лінійного дискримінантного аналізу 

 

Теоретичні відомості 

 

Дискримінантний аналіз відноситься до однієї із двох великих груп 

методів класифікації – класифікації з навчанням. Призначення цих методів  - 

розбиття усієї сукупності даних на однорідні множини. Методи 

дискримінантного аналізу базуються на теоретико –імовірнісному або 

геометричному підходах. Критерієм розбиття у першому випадку є 

мінімальне математичне очікування витрат від помилкової класифікації. Для 

двох класів правило класифікації (дискримінант не правило) виглядає як: 

 

( ) (1| 2)1 2:1
( ) (2 |1)2 1

f x c p
R

f x c p
 ; 

 

( ) (1| 2)1 2:2
( ) (2 |1)2 1

f x c p
R

f x c p
 , 

 

де 1R  , 2R  – множини, до яких відносять спостереження з першого та 

другого класів; 

1f , 2f  – щільності розподілу в класах; 

(1| 2)c , )1|2(c  – штрафи за помилкову класифікацію спостереження з 

другого класу, як спостереження з першого та на навпаки; 

1p , 2p  – імовірність отримати спостереження з першого або другого 

класу. 

Критерієм розбиття при використанні геометричного підходу є 

відношення  внутрішньокласової дисперсії до міжкласової. Якщо обидва 

класи розподілені за нормальним законом і відрізняються тільки 

математичним очікуванням, то дискримінант виявляється однаковим при 

геометричному і імовірнісному підходах: 

 

 
1

: ' '1 1 2
2

R x       

 
1

: ' '1 1 2
2

R x       

 1
1 2      

 

де   – коваріаційна матриця; 
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1 , 2  – математичні очікування в класах. 

Для оцінки параметрів генеральних сукупностей 1 , 2  та   

використовують допоміжну вибірку, яку називають навчальною. 

Якщо крім навчальної вибірки є екзаменуюча, то помилку класифікації 

можна оцінити як: 

 

1 2
1 2

1 2

n n
p p

m m
  

 

Приклад виконання роботи 

 

Вибірка з першого класу              Вибірка з другого класу 

 

 
 

Центровані спостереження 
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Екзаменуюча вибірка 

 

 
 

Прокласифікуємо елементи екзаменуючої вибірки: 

 

 
 

На об`єктах з першого класу дискримінаційна функція повинна 

приймати позитивні значення, а на об`єктах з другого – негативні. Тому при 

рівних імовірностях отримати спостереження з різних класів імовірність 

помилкової класифікації дорівнює:   
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Завдання 

 

1. По заданій навчальній вибірці семи показників побудувати лінійне 

дискримінантне правило та оцінити його точність. 

2. Повторити п.1, використовуючи в якості вихідних даних координати 

об’єктів у системі головних компонент. 
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Методичні вказівки до практичних робіт з «Багатовимірного статистичного аналізу» 

Практична робота № 6 

Розбиття сукупності об'єктів на типообразуючі множини за 

методами кластерного аналізу 

 

Теоретичні відомості 

 

До кластерного аналізу відносять методи класифікації без наявності 

навчаючої вибірки. Як правило, кількість класів (кластерів) з’ясовується 

також під час класифікації. Існує велика кількість методів кластерного 

аналізу, яку умовно можна поділити на такі підгрупи: 

 Ієрархічні – на кожному кроці відбувається злиття двох 

найбільш близьких кластерів (агломеративні методи) або поділ 

кластера на два найбільш несхожих (дивізімні методи). 

Класифікація завершується, коли поєднуються два дуже 

несхожих кластери (або кластер розбивається на два дуже 

близьких кластери). 

 Ітеративні методи. Спочатку вся множина об’єктів розбивається 

на деяку кількість кластерів, для кожного з яких обчислюється 

їхній центр ваги. На другому кроці об'єкти перерозподіляються 

по кластерах з урахуванням їх близькості до центрів ваг, що 

служить базою для визначення нових центрів. Такий 

перерозподіл виконується до стабілізації центрів.  

 Методи пошуку модальних значень щільності націлені на 

відшукання таких областей, в яких щільність об’єктів 

максимальна. 

 Методи, що використовують теорію графів. 

Використання кластерного аналізу потребує оцінки міри 

розходження кластерів та об`єктів (метрик). Використовують 

наступні види метрик об’єктів: 

а) коефіцієнт кореляції  – оцінює форму (характер зміни показника), 

але не чутливий до розрізнень у величинах; 

б) міри відстаней – чутливі до абсолютних розрізнень та схильні 

нехтувати динамікою. Використовують такі міри відстаней: 

1. Евклідова 

 

 
2

d x xij ik jk
k

   

 

2. Манхетенська 
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d x xij ik jk
k

   

 

3. Мінковського – є узагальненням більшості мір відстаней: 

 

 
1/ r

rrd x xij ik jk
k

 
  
 

 

 

в) коефіцієнти асоціативності – призначені для даних, що мають 

дискретну природу. 

Найбільш поширеними на сьогодні є ієрархічні агломеративні методи, 

які відрізняються між собою мірою розбіжності кластерів. У залежності від 

неї можуть використовуватися методи одиночного зв`язку, повного зв`язку 

та середнього зв`язку. У методі одиночного зв`язку розбіжність між 

кластерами оцінюється як відстань між найближчими його представниками, 

в методі повного зв`язку – як відстань між найвіддаленішими й в методі 

середнього зв`язку – середня відстань між усіма парами об`єктів із різних 

кластерів. Перевагою методу одиночного зв`язку є стійкість його результатів 

до вихідних даних, недоліком – схильність до утворювання одного довгого 

кластера, що ускладнює визначення кількості кластерів. Результати методу 

повного зв`язку більш наочно відображають кластерну структуру, але не є 

інваріантними до перетворень матриці розбіжностей. Метод середнього 

зв`язку сполучає позитивні сторони обох методів.  

 

Приклад виконання роботи 

 

 

 

 

 

 

 

 

Мінімальною є відстань між другим та п`ятим об`єктами, тому 

об`єднуємо їх в один кластер та розраховуємо відстані до нового кластера, 

як середню відстань, наприклад відстань між кластерами (2,5) і 1 є середнє 

між 2,1  і 5,1 . Інші відстані переносимо без змін. В отриманій матриці 

знову знаходимо мінімальний елемент – це відстань між об`єктами 1 і 4, 

тому об`єднуємо їх та перераховуємо відстані. На останньому кроці 

об`єднуємо кластер (2,5) з об`єктом 3 та обчислюємо середню відстань між 
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елементами кластерів (2,3,5) і (1,4). За результатами побудуємо дендограму, 

з якої можна зробити висновок, що оптимальним буде розбиття на два 

кластери. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6.1 – Дендограма розподілу по кластерах 

 

Завдання 

 

1. Виконати ієрархічну агломеративну кластеризацію п’ятнадцяти 

об’єктів, використовуючи в якості метрики розходження кластерів відстань 

середнього зв’язку. 

2. Повторити кластеризацію, використовуючи метрики одиночного та 

повного зв’язку й порівняти результати. 

    

 Кластери 

 (2,5) 1 3 4 

(2,5) 0 6 6 9 

1 6 0 9 5 

3 6 9 0 13 

4 9 15 13 0 

 Кластери 

 (2,5) (1,4) 3 

(2,5) 0 7.5 6 

(1,4) 6 0 11 

3 6 9 0 

 Кластери 

 (2,5,3) (1,4) 

(2,5,3) 0 8.25 

(1,4) 8.25 0 

8 

2 

6 

4 

 

2 5 3 1 3 
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ДОДАТОК А 

Варіанти завдань 

 

Номера варіантів співпадають із номером по журналу. Вихідні дані до 

першої, другої та третьої робіт отримують із таблиці 1. Номера признаків 

обирають згідно з таблицею 2. Вихідні дані на п`яту роботу співпадають з 

даними на першу роботу. При цьому перші 10 спостережень відносять до 

навчальної вибірки, а останні – до екзаменуючої. До першого класу 

відносять ті спостереження, всі признаки в якому від`ємні.  

 

Таблиця 1 – Вихідні дані 

 

 

X
T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

-3.17 -33.85 -217.04 -54.14 77.43 -18.95 44.66 -50.3 -110.15 102.35

-21.81 -30.9 -143.17 -11.91 85.32 -14.56 24.06 -51.62 -74.61 119.91

6.73 1.73 9.21 -14.99 -21.66 2.15 -5.19 48.69 24.92 -38.86

-15.32 -13.97 -32.46 0.94 30.78 -3.76 -2.24 17.04 0.71 38.58

-33.06 -27.19 -60.04 9.95 66.99 -7.63 -4.06 16.23 -4.42 88.48

-12.85 -1.57 19.6 24.71 18.76 0.06 -5.47 -24.86 0.35 32.88

-11.42 5.32 69.15 32.03 -3.25 4.75 -17.75 5.36 34.33 0

17.34 9.42 7 -16.03 -30.18 2.2 4.93 4.65 -1.1 -43.58

23.59 14.41 -20.92 -7.65 -14.45 -1.18 25.28 -96.85 -63.74 -5.52

12.35 -2.19 -69.42 -23.17 9.18 -5.38 23.55 -48.06 -55.49 15.95

36.15 7.6 -64.82 -55.2 -37.03 -2.18 26.62 -5.19 -41.3 -57.53

-1.71 -4.07 -49.32 3.61 30.23 -5.44 17.92 -76.07 -56.04 52.7

11.84 4.97 -20.98 -9.13 -5.62 -1.32 13.52 -40.11 -32.06 -2.76

28.71 20.09 50.33 -20.93 -66.33 7.3 -2.55 36.64 27.73 -97.55

3.03 -1.73 10.64 -17.65 -21.28 2.41 -10.6 78.04 41.05 -43.33



 
 

X
T

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

98.32 83.23 1.02 87.12 -8.46 -60.93 -27.54 19.34 102.76 122.88

62.8 79.06 35.68 31.57 -12.51 -57.54 -46.79 11.11 41.38 98.52

38.93 -30.16 -39.04 14.31 13.81 10.99 5.95 15.54 40.67 19.41

53.53 12.99 0.54 2.43 4.12 -19.7 -30.24 16.7 29.95 60.53

87.1 34.8 16.72 -4.23 2.96 -41.29 -61.49 26.23 39.32 107.94

-28.22 16.45 34.8 -29.09 -8.57 -7.16 -14.56 -9.54 -42.22 -12.37

-31.61 -11.73 21.08 -43.85 -1.4 8.54 -9.38 -6.83 -48.52 -27.42

-15.12 -17.79 -21.78 16.8 2.72 16.28 27.46 -4.3 8.04 -29.1

-108.12 31.25 34.93 13.32 -23.94 7.79 45.62 -40.88 -60.59 -95.58

-13.86 30.67 6.65 35.12 -10.27 -10.6 15.87 -10.1 10.9 -6.07

7.12 -9.18 -48.75 68.98 3.65 12.83 48.58 -0.85 58.08 -14.91

-44.67 49.38 45.03 3.76 -19.83 -18.82 -0.13 -20.62 -35.08 -19.26

-38.17 14.56 10.03 13.59 -9.4 1.79 20.5 -15.35 -15.58 -34.03

-21.13 -53.03 -49.09 16.26 11.46 38.66 47.13 -2.61 12.56 -54.17

72.01 -41.07 -54.4 16.37 21.51 10.21 -3.12 27.81 64.14 46.4



 

Номера признаків 
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Вихідні дані на шосту роботу – елементи матриці відстаней 

обчислюють, як евклідові відстані між спостереженнями, що увійшли до 

вибірки в першому завданні. 

 

Таблиця 2 – Розподіл признаків по варіантах  

 

Номер варіанта Номера признаків 

1 2,8,11,15,17,18,20 

2 3,6,9,13,15,18,19 

3 1,2,5,9,10,15,17 

4 1,3,5,6,9,12,18 

5 4,6,8,9,13,15,19 

6 3,6,8,10,16,18,20 

7 5,7,11,15,18,19,20 

8 2,5,7,9,11,16,20 

9 3,4,8,10,15,17,19 

10 2,6,10,13,14,16,18 

 

Вихідні дані для четвертої роботи: 

 

Варіант 1    Варіант 2   Варіант 3 
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Варіант 4    Варіант 5   Варіант 6 
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Варіант 7    Варіант 8   Варіант 9 
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Варіант 10 
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