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������������ 	������-��
������� ������� �������	���� ��������
��������� ����������� ���� ������ ����������� ����������� �������

���	��	�����	�����������	�
��������������
����������������������

���	�����������
��������������������������������������	����������

������ ���������� ���	����	����� ��"�������� ������ ����� ��������

��������������� 
 

������������� ��$������ �������� �������� ����� �������� ������

������� �� ���	�� �� �����	�$���� ���� ����������� �
�������� �������� �����

����������� ��!
���� ���� �� ��� �������!"�
� �������
� �� 	��������� �� ��

 ��������
���������������������
����������������������������������

��:
���� ��$������ ������� 	��������������� �� �� ����� �������� ������ ���

��	
������/�.�������	�����������������������������	����������������

�������������
�������������������������	������������������
������� 
/� ������� ������� ������������ ��	����������� �������-��	��������


������������������� ��������
������������������ ����������������

	����!"������������������������-�����
���������������������������
�

�������
���������
��������������� 
/���"�
����������������$������������������-�����
����������

���������� �� ������ �����
�$��� ��� �������� ������������ ���
�� ��
��

�����
�����	���������������σx, σy, τ�>������
����
������
����������

���������*����*>���������������������!����������$������
����������

�
��	 �� 
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1����������� �����������������
����
�������$���������	������

�����
��������	��-������������������������4����
����! � 

xyxy H

K
S εµ �





 += ,                                               (3) 

���� Sxy -�������������������� 
µ -�����
����������	������ 
%�–��������������������� 
*�–������������������������������
�$��� 

xyε�  -����	������������������
�$��� 

 
,�����4����
����0�������������������������������-��	�������������

��������������������������������������
���������
���������������������

������	���������������.���������������	�����!�



�+=′ µµ . 

������������������
�����������������!�������!���
��	�����������

����������� ��������!"��� ���������� ����������� %��
�� ������ �������

������� �����
� ����$�! ������������� ������ ω�� �������� ����������


��������!� ��������� ���"����� 
������������ �����$�� �� ������� ������

�����������
�$��� 
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∂
=
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�ω ,                                         (4) 

 
/� ���������
�� ������� ����
����$��
� ������� �" �� �����
�� �������

�������������	������
�������� 
 

�=





∂

′∂−
∂

′∂
∂
∂+





∂

′∂−
∂

′∂
∂
∂+





∂
∂′

∂
∂+







∂
∂′

∂
∂

����������
������

µγµεµεµγϖµϖµ ���� ,  (5) 

 
/���	�
������������������
�������*����*>�����	�����$�!������ψ, 

������������������������!"�!�������!������
��
�����	�� 
 

�
	

�
	 �� ∂

∂−=
∂
∂= ψψ

� ,     (6) 

 
���������� ��� ������������ "�������
���������$���������������

������������$�������� 
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�	
�

�

�

�

=+
∂
∂+

∂
∂ ωψψ

��
,    (7) 

 
����������������
����������$������������������ 
���� ��������

�������	��-��������������������
���������������
�$��� 
��������������������
���������������������������������������
��

����������� �� �������� ���
����������� �����$�� ������ �����
�$��� �����

��!���������������
�������
��������	���������"������������������	��

���������������������������������������������1���������������������

�����������������������
�������������������������������������
�����

���������
 � 
,��
���������������������������
�������������ξ���η�����������

�����������������,��	�����������������������6���Y�����������
�������

������������������
�� 

ξη
η

ξη
ξ

sin
;

cos

sin

−
=

−
=

ch

sh
Y

ch
aX ,    (8) 

������–������������������������������������������������� 6������

�!���'� 

8�����ξ��8&71�����!��������������
������!��!"�
��������''′����

������η=const –�������������
������������
���������
�
η�


�
�

±= . 

3��
���������������������
�$�����������������������������������

����������������ξ0�����������������–�������������ξ1�� �����������������

����!���������������
�������
��±η. 
/��������a,η0���ξ0��������!����	�����
����
�� 
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�η ;                              (9) 







−=

0

0
00 arccos

h

sh
ach

ηηξ ;                                   (10) 

( )�� 	 ��� +=                                        (11) 

���� 2h1 –����"���������������������	������������
�$��� 
2h2 –����"�������������������������������
�$��� 
R –��������������� 
 
������������������� ����������������������� ���������� �����
��

���������������!"���������������������
�����������������������	�����



�
����
-���
�������
��� ����������	
�
���������������������
	��	��� 

 116

���� 6���
���!����������F���F′�����	���������������������������������
�������$�����
��������� #��+���
���	
����������������η���������η0������

������
� ����
�� �������!���� �������� �������������� ������������ r. 
�����������.�������
�������������������	���������������������������

������������
�������������3��
���������������������
�$������������

���������
���������������������!���������������?�≤η≤η0; -π≤ξ≤ξ0}. 

����������–�,��
���������������������������
������������ 

,�"�������������
�"���������������������
���������������	��

�������
�������������������$�������������
�$��������������	����������!�

�����������������
����
�������	��������
�����������������������	���

�������� ��
��� ������� �� ����������� �����
�� ����������� ���� �	�������

����������������������!������
�$�!������������������������[6]. 
/�����������������������������������
������
��������������������

����������������������������������������!"������� 

�	 �

�

�

�

�

=+
∂
∂+

∂
∂ ω

η
ψ

ξ
ψ


      (12) 

( ) ( )
�

�

�

�

�

=
∂

′∂+
∂

′∂
η

ωµ
ξ

ωµ
     (13) 

1����������������������������������
�$��������	�!�����������

���� 
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γ
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ξηξ

ξηξ

γ
εξ
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εηξ

ω
εη

γ
εη

ε
εξη

ω
εξ
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�
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�
�

�
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�
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�

   (17) 

���� ( )πξ
µ

+
=

��

	
�� �  -������	
�����������������,��-/������ 

 
,����
�� ���������� �
��� ���� ��������� �������-��	������
� 
����

��
�� ���������������������� Ω ������������������������������������


���������� 
{ }����� ηηξ ≤≤≤≤=Ω . 

,������� �≤ξ ≤�� ��	��������� ��� N� ������� ������� ������
� h=1/N���

�������� 00 ηη ≤≤  -� ���'� ������� ������� ������
� Md 0η= ������������
�

�����������
�����������������������"����	��������
�������������������

������������������������
���������������������������ξI,ηj������!����

�	��
����	�������������������
�ξI=?⋅h���ηj=j⋅d , ���� i=0.1,….N; j=0.1,…, 
'��������������������
���������
����������������������
������ 

,� 	�
����� ������� �	� ������ �� ������� ���	�������� �����"��� ��

�����������
���������������	������
�����������
�����a: 
 

�
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�

� 	

�

������ −+ +−
≈

∂
∂ ψψξ

ξ
ψ
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d

PPP ijji 21, −
=

∂
∂ +

ξ  
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���� �����!"���
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2

,1,1

dh

H
dh

jiijjijiijji

ijij
jiijjijiijji

ωµωµωµωµωµωµ

ω
ψψψψψψ

  (18) 

 
+�
������������$��������������������	������
�� ��������������

�����������������
�$���������������������	��������������������	���

�����������������������������������������������������	����������	�

������!��*����������������������
������������������	��������������

���������
������������������
������.��
�����
��	�
�������������������

$���������	��������������
����������������� [7]. ,�"����� ��� 	���!���
���� � ��
, ��� ��������
�� ����������� ��������� ����
���������� ��� 
��	������ ������������ ��	����!"����� �� ���
��� ��$����. 

/� ����
 ������ 
���� ������������ ���������� ������� ���-
��!"�� 	�����: 
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,    (19) 
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µ
τωω

ω
ψψψψψψ

τψψ

(20) 

���� ��- ��
��������$��� 
τ  -������$����������
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�
����
-���
�������
��� ����������	
�
���������������������
	��	��� 

 119

1����������������
����	������������������	�����
�������������

$�������
�����+�������� 	���!��!"���������
�����������������
�������

$�����
������ �������������� ����������������� �� 	�������
� ψ�
��� ω�, 

��������
����������"�
������$�����
�$�����������	�!����	��������

ψ���
� ���ω���, ������������ ��������
 �����$�����
 ����. �����$������ 

��$��� ������� �����
� ���������� � 	������ ������ ���������� ��� 
����$�� ���� � ������������ �����. / ������"�� ������ 	� ����� ���
�������� ������ �������� ������������ ����$�� ���� ����� ���������
�� ξ����	��������ψ���ω �� �����$�� η=0 �� 	������� ψ=ψ(ξ,η0). ������ 	��
��������� ���� ��������� ������� �����
����:  

∑ ∑
= =

++

∆<










 −
+

−�

�

�

�
�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�� � � �

�
��

�

�
���

ω
ωω

ψ
ψψ

,  (21) 

��� ∆ - 	������
�� �������� ��������. 

+������ ��������� ������� ��� ��������� �������-��	��������

����� ������������ ������� ����
�������� �� ������� ��������������, 
���������!"�� ����� ������� ���
����������� ����� �����
�$��� � 
������������ �����������
� �����
� η=0 (���� ��

�����), η=η0� �����

���������� �����), ξ=ξ0 (������� �������), ξ=-π (�������� �������). *� 
���	����� �����$�� ��������� 	������� � ��������� ��� ����$�� ���� 
ψ � �������������������ω. 

*� ����� ��� ��

������η=0), ������, ��� ����$�� ������
��� ��
�������� 	�������, ��������� ������� ��������: 

�
�

==ηψ ,      (22) 

��������� ������� ��� ������������ �����: 

�
�

==ηω ,      (23) 

3���������	������������$��������������������������������
�η=η0) 
������������������������������
�������Q��������
���������������������


�$���ξ: 

( ) ( )[ ] ηηξηξψ
η

ηη �

	
�� ∫ −−==

�

�
�

��
	

�
,  (24) 

����ξ� -��������������������
�$������������
����������������������
��

������ 
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+�������������������������������η=η0���������������������
����

������	��������������������������,��������[5] ������������	��������
���
�� 
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�
�


��

������

ω

ψψψ
ψψω

ηηη

ξ

, (25) 

����
��

	
�ξ  - ���������������������������
��������������
� 

����������� ���������� �������� ��� ������
� �� �������
� ���������

�����������
�$���ξ=ξ0; ξ=-π����������������������������������	������

����� ����������� ������ ���� ������������ �����
�$��� 
������� �����������

��������������� �������� ���
�����������������������
�$����(�����
� [5] 
��������������������������������������������������������������������

��������1�������������*��
�����#�����������������������������������

�������� ����� �� ld/Hcp<�� ���������� ������������� ��	��������� ��������

.�����
��������
� �����
� ������������ ��� �����	������� ����������

������������*��
���� 










=
∂
∂

=
∂
∂

�

�

ξ
ω
ξ
ψ

      (26) 

������� ���
������ ���������-�����
����������� ���������� �� ���
���	������
� �������-��	�������� 
������ ������������� �������� �����
������ �� �����
� �������
������� ������������� ��
�������� �� ������!�

���������
����������,��$��������� ��
�������������� ������������

�����
��������������������������������
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Φ−=
∂
∂⋅−

∂
∂⋅−






∂
∂+

∂
∂⋅
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�

�
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��

��
 ηξξη ξη , (27) 

���� Pe,E,Re –��������������-�������������������� 
t –���	��	
��������
��������
�������� 

�	 ε�⋅=Φ ,  

����
� 

µ
πξρµ

′
+⋅

′
=⋅=

�
@( �

�

��

��
��� �

� ;   (28) 
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��@( �

�

πξρ
µ

+
′

⋅
−

=
�����

��

���

� ,    (29) 

���� Pr –����������������� 
%��– ��.���$��������������������
�������� 
,��–������
������
������� 
t
�–�������������	�����	����������
��������
������������������

����� 
t��–���
��������������� 
ρ – ���������
������� 

3��������� �������� ���� ��
�������� ����
������ �����!"����*��

������������������
�$�����
���������
�����	��������	���������������

��������������!����������
��������� 
��

�

ηξξ �� == ,     (30) 

*��������

������ 

�
�

=
∂
∂

=ηη
�

,      (31) 

*����������	������������
�$��� 

�

�

=
∂
∂

=ξξξ
�

,      (32) 

*�� �����$�� 
������� �� �����
� ��
������ ���������� �������� ����

*��
���� 








−
−=

∂
∂⋅

= ���

���
��

�



�

�

ηηη
,     (33) 

��� 
λ

πξα � +⋅⋅= �
��  -�������*����������� 

α –���.���$����������������� 
λ -�������������������������
����
������� 

������������� ��
���������� ������!����������
��������� 	��

����������������������.�����
������������������������������� 
�������� �����
�� ��	�������� ���������� 	��� �	������� ��������


����$��	������������$�����������	������	�������������������
��������

����� ��������$��������� ���������� ������� ����$��� ����� �� �
�"�!�

��	��������������������������� �����������
�	����������
����������

�����������������	������	����������������������������
�-����������������



�
����
-���
�������
��� ����������	
�
���������������������
	��	��� 

 122


�$��� 
,�����������
�$���������������������������
���� 

∫=Λ
τ

τ
�


�       (34) 

��������������� ����������� ������ ����� ����������� ���������
��

����������� �����$�� ��� ��� ������ �� ����� �����
�$��� τ = 0) ��� �������
(τ=τ1��� ���� ��"��������� ��������������
������
�������� �����
� ���
�������, �.�. ������������ ������η����������� ���	�� � �����
 ����. / 
���	� � .��
 �������� Λ ��������� ��������
 ��������������
 ����� 
���������� η�� ����
���������������� 

��
�

�
 ��

��
ξ

τ =∆       (35) 

,������� ��������! (3) ��� ���������� ����������� ��������� 
��������
�
� ����
��������
� ���
����
� ����!��� �������� ������

�$�� � ������ �����
�$�� ������ Λ � ������ ������!"���� �����. 
��� .��
 ��
������ ���	��� ��������� � ������������ �������!��� 
�	 	����� �������� � ��������! �� ����������������� �������� �. ���
��
������ �����!"�� ���
� �������. 

*� ����
 .��� ������� ����������� ��������� � �����������
��
$�� �	 ��������� �����
��"� ��������� ������������������������� �� 
������ ��

������ ����� �����
�$��. ��������� ��� ������ ��

������

�=
∂
∂

η
µ

��� �=ξηγ� ���������
� ξε
ξ
µ
�

∂
∂

 
���� ���������, �� ������ �  �� ����� 

��

����� ���"�������� � ��������!: 

ξε
ξ
µ

η
ωµ

ξ
�

∂
′∂+

∂
∂⋅−=

∂
∂�

,      (36) 
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� �������� ���
������ ���������-�����
����������� ���

�������������	������������������

�������.��
���	������������������

��
���������������-�����
���������������������
������������������
�����������������������������������������	����������������������.!��

������������� ���
������ ������ ��������� �������� ������ �����
�$���

(ξ��8&71��� 1��� ����������� ������������� ���������� �����
�$��� �� �����
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