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ÌÅÒÎÄ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÁÀËÀÍÑÀ ÏÐÈÌÅÍÈÒÅËÜÍÎ Ê
ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÞÁÈÔÓÐÊÀÖÈÎÍÍÛÕÄÈÀÃÐÀÌÌÊÎËÅÁÀÒÅËÜ-
ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ

Ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ àíàëèçà äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì è îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ýòèõ öåëåé, â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé, âîñõîäÿùèé ê Ïóàíêàðå. Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ òðàäèöèîííûé äëÿ 50-õ
ãîäîâ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Èçëîæåíû êîíöåïòóàëüíûå îñî-
áåííîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè ó÷åòå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ãàðìîíèê, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû åãî
èñïîëüçîâàíèÿ ê àíàëèçó êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è ïîëèíîìèàëüíîé
óïðóãîé è äèññèïàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðîâåäåí àíàëèç êîëåáàíèé ñèñòåìû â çîíàõ ñóá- è
ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ, îòìå÷åíû íåêîòîðûå íîâûå îñîáåííîñòè â èõ âîçáóæäåíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèôóðêàöèÿ, ìíîãîðåæèìíîñòü, ðåçîíàíñ, ïîëèãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, ïå-

ðèîäè÷åñêèé ðåæèì, ÷èñëåííûé àíàëèç.

Ââåäåíèå. Åùå 50-60 ëåò íàçàä ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà (ÌÃÁ) áûë îä-
íèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì,
øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ áèôóðêàöèîííûõ, â ÷àñòíîñòè, àìïëè-
òóäíî- è ôàçî÷àñòîòíûõ äèàãðàìì [1, 2]. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû öåíòð òÿæåñòè èñ-
ñëåäîâàíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïåðåìåñòèëñÿ â îáëàñòü áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ
ÿâëåíèé ìíîãîðåæèìíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ [2], èçó-
÷åíèÿ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ [3] è ðàçðàáîòêè ïîäõîäîâ ê êëàññèôèêàöèè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ [4]. Ýòî âîñòðåáîâàëî èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ èëè, îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå ïî ñîâðåìåííîé òåðìè-
íîëîãèè, êîòîðûå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, è ÿâëÿþòñÿ äîìèíèðóþùèìè ïðè èññëåäî-
âàíèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [5]. Âìåñòå ñ òåì, ÌÃÁ ïîçâîëÿåò ñâåñòè
ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ, à ýòî
ïîçâîëÿåò, èñïîëüçîâàâ òåîðåìó Áåðøòåéíà [6, 7], îïðåäåëèòü ÷èñëî ðåøåíèé òà-
êèõ ñèñòåì. À ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå äëÿ èõ àíàëèçà ïîäõîäîâ òðîïè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è, ðàçâèâàþùèõñÿ â íåé, ìåòîäîâ ïðîäîëæåíèÿ ê ðåøåíèþ ïîëèíîìè-
àëüíûõ óðàâíåíèé [8] èëè æå ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè [9], îòêðûâàåò
ðåàëüíóþ ïåðñïåêòèâó âûïîëíåíèÿ ãëîáàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïåðâûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî, äëÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñ òàêèì òèïîì íåëèíåéíîñòè, óñïåøíî ðåàëèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
êîìïëåêñíîé âåðñèè ÌÃÁ. Íèæå äåìîíñòðèðóåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ
ðåàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Îïèñàíèå ïîäõîäà, ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

d2ξ

dτ2
+ µω0(1 + βξ + γξ2)

dξ

dτ
+ (1 + βξ + γξ2)ξ = P cos ητ , (1)

êîòîðîå â áåçðàçìåðíîé ôîðìå îïèñûâàåò äâèæåíèå îäíîìàññíîé âèáðîìàøèíû ñ
ñèëîâûì èëè êèíåìàòè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì [10]. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ
êóáè÷åñêèé õàðàêòåð óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè è êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ â
ñèñòåìå ïðîïîðöèîíàëüíûì êîýôôèöèåíòó æåñòêîñòè óïðóãèõ ñâÿçåé [11].

Ïîëàãàÿ ðåøåíèå â âèäå

ξ(τ) =

N∑
n=−N

cne
inητ , (2)

ãäå N � ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ãàðìîíèê, cn = c−n. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2) â (1),
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è ïîñëåäóþùåãî
ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ einητ , ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(

1 + iµω0n
1
qη − n

2 1
q2
η2
)
cn + β

∑N
k=−N ckcn−k

(
1 + iµω0(n− k)1qη

)
+

+γ
∑N

k=−N
∑N

m=−N ckcmcn−k−m

(
1 + iµω0(n− k −m)1qη

)
=

=

{
P/2, n = ±q
0, n 6= ±q

,

(3)

ãäå n, n− k, n− k−m ∈ [−N,N ], à q � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð. Åñëè q = 1, òîãäà
àíàëèçèðóåòñÿ ðåæèìû ïåðèîäà T , ò.å. îñíîâíûå è ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå, åñëè æå
q = 2, 3, ..., � ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåæèìû ïîðÿäêà 1 : q. Ïðåäïîëàãàÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêóþ ôîðìó ðåøåíèÿ (2) â âèäå

ξ(τ) =

N∑
n=0

An cos (nητ − ϕn), (4)

ïîëó÷èì, ÷òî àìïëèòóäà n-îé ãàðìîíèêè An = 2
√
cnc−n, à íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕn =

arccos cn+c−n

2
√
cnc−n

èëè ϕn = − arccos cn+c−n

2
√
cnc−n

, åñëè = c−n < 0, ãäå ϕn ∈ [−π, π).
Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ cn, c−n â ñèñòåìå (3) ðàâíî (2N + 1).

Äàëüíåéøåå ÷èñëåííîå åå ðåøåíèå ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èçìåíåíèè ÷àñòîòû η
èëè èíîãî ïàðàìåòðà ñèñòåìû, äàëåå, � áèôóðêàöèîííîãî, è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó.

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû. Îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.
Èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçðàáîòàííûõ ïðèëîæåíèé ñðåäû MATLAB äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ, â
÷àñòíîñòè, àìïëèòóäíî- è ôàçî÷àñòîòíûõ (À×Õ è Ô×Õ), õàðàêòåðèñòèê, àíàëèçà
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Ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

ñïåêòðàëüíîãî è ôàçîâîãî ñîñòàâà ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ [12]. Áûñòðîäåéñòâèå ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ
MATLAB ñèëüíî çàâèñèò îò èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàììàõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé.
Ïî ýòèì ñîîáðàæåíèÿì, äëÿ îïèñàíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé èñïîëüçî-
âàí ñïåöèàëüíûé âèä ìàòðèöû Òåïëèöà. Äåëî â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÌÃÁ, íàïðèìåð, ñèñòåìà (3), ñîäåðæàò ðåñóðñîåìêèå îïå-
ðàöèè ñóììèðîâàíèÿ. Ïðè îïèñàíèè òàêèõ ñóìì â âèäå âëîæåííûõ ïðîãðàììíûõ
öèêëîâ, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû çàìåòíî óâåëè÷èâàåòñÿ è, â ðÿäå ñëó÷àåâ
ïðèìåðíî â 300 ðàç ìîæåò ïðåâûøàòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî
ìàòðèöû Òåïëèöà.

Â íàñòîÿùåé âåðñèè ïàêåòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé â îáëàñòè ïîèñêà èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòîä ìóëüòèñòàðòà, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ îïðåäåëåííûì îáúåìîì íà÷àëü-
íûõ ïðîáíûõ òî÷åê, ôîðìèðîâàíèå êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì Quasi-
Random LpTau ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [13]. Ïðåäïîëîæèòåëüíûå òî÷êè áèôóðêàöèè
äèàãðàìì óñòàíàâëèâàþòñÿ ïóòåì êîíòðîëÿ ñìåíû çíàêà ÿêîáèàíà ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (3) èëè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îòñëåæèâàåìîãî ðåæèìà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî âåëè÷èíå ìîäóëåé ìóëüòèïëèêàòîðîâ åãî óðàâíåíèÿ â âàðèà-
öèÿõ [14]. Ïðîãðàììà ñïåêòðàëüíîãî è ôàçîâîãî àíàëèçà áàçèðóåòñÿ íà ÷èñëåííîì
ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåíèè åãî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
è ïîñëåäóþùåì èõ ÷èñëåííîì ðàçëîæåíèè â êîíå÷íûå ðÿäû Ôóðüå âèäà (4).

Ðåçóëüòàòû, àíàëèç. Íà ðèñ. 1�4 ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Â
ðàçëîæåíèÿõ (2) ó÷èòûâàëèñü ïÿòü ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ è ïðè âèçóàëè-
çàöèè íà ðèñóíêàõ óêàçàíû ëèøü òå èç íèõ, àìïëèòóäû êîòîðûõ ñîñòàâëÿëè íå
ìåíåå 1% îò íàèáîëüøåé. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè.

Ïðåæäå âñåãî, îáðàòèì âíèìàíèå íà ÿðêî âûðàæåííûé ïîëèãàðìîíè÷åñêèé õà-
ðàêòåð êîëåáàíèé â çîíàõ ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðå-
çîíàíñå ïîðÿäêà 2 : 1 àìïëèòóäà áèãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ìîæåò ñîñòàâ-
ëÿòü äî ïîëîâèíû îñíîâíîé (ñì. ðèñ. 1). Íåñîìíåííî, ýòà îñîáåííîñòü â ïîâåäåíèè
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîãëà áû áûòü èçó÷åíà ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ ôàê-
òîðîâ, îäíàêî, óæå è ýòî êîëè÷åñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò îá îïðå-
äåëåííîì ïðàêòè÷åñêîì ïîäòåêñòå [14] è ìîãëà áû ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå
âèáðàöèîííûõ ìàøèí òåõíîëîãè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ.

Ïðè äàííîì óðîâíå ñîïðîòèâëåíèÿ è ñèììåòðè÷íîé õàðàêòåðèñòèêå óïðóãîé
ñèëû (β = 0) èç ÷èñëà ìëàäøèõ óäàëîñü îáíàðóæèòü ëèøü ñóáðåçîíàíñû ïîðÿäêà
1 : 3 (ñì. ðèñ. 1à, 1á). Õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òðåõ ïàð ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèõ ðåæèìîâ, ïðè÷åì ðåæèìû êàæäîé ãðóïïû (óñòîé÷èâûå, � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ,
íåóñòîé÷èâûå, � ïóíêòèðíàÿ) îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñäâèãîì ôàç ñîñòàâëÿþùèõ ãàð-
ìîíèê è ñîâïàäàþò ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, ò.å. ξ(τ) = ξ(τ−s). Ýëåìåíòàðíûé
àíàëèç äàåò îñíîâàíèÿ äëÿ îáîáùåíèÿ ýòîé îñîáåííîñòè è ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðî-
âàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæèòåëüíîå çàêëþ÷åíèå: Â íåëèíåéíîé ñèñòåìå (1) ìíîæå-
ñòâî ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïîðÿäêà 1 : n ìîæåò áûòü ðàçäåëåíî íà îäèí èëè
íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ. Êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò ïî 2n ðåæèìîâ,
èç êîòîðûõ òîëüêî n ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Ðåæèìû óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷è-
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Ðèñ. 1. À×Õ (à), Ô×Õ (á) è îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ (â) äëÿ µω0 = 0.1, β = 0, γ = 0.5, P = 10, ãäå

A
(m)
k , ϕ

(m)
k � àìïëèòóäà è íà÷àëüíàÿ ôàçà k-îé ãàðìîíèêè m-îãî ðåæèìà

âûõ ãðóïï èäåíòè÷íû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà è ñîâïàäàþò ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé
τ := τ + 2πm/ω, ãäå m = 0, 1, ..., (n− 1). Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ôàçû èõ ãàðìîíèê
îòëè÷àþòñÿ íà 2πkm/n, ãäå k � íîìåð ãàðìîíèêè, m � íîìåð ðåæèìà.

Îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ (ñì. ðèñ. 1â) ñâèäåòåëüñòâóþò î ñóùåñòâåííîì çàïàñå
óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ ïîðÿäêà 1 : 3. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî
ðàçìåðû ÿäåð ñå÷åíèé τ = 0 èõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ëåæàò â äèàïàçîíå 0.5 .. 0.6
è âïîëíå ñðàâíèìû ñ ÿäðîì îñíîâíîãî ðåæèìà. Â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàêëþ-
÷åíèÿ, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñå÷åíèÿ τ = τ0 + 2π/n îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ
ëþáîãî èç ðåæèìîâ óñòîé÷èâîé ãðóïïû.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ðåçîíàíñà 1 : 3. Èç
÷èñëà îñîáåííîñòåé îòìåòèì åãî îáîñòðåíèå ïðè ââåäåíèè àñèììåòðèè β õàðàê-
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òåðèñòèêè (ðèñ. 2à), à òàêæå ýêñòðåìàëüíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ïðè èçìåíå-
íèè P (ðèñ. 2á).

Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííûå êðèâûå äëÿ ðåæèìîâ ïîðÿäêà 1 : 3 ïðè âàðüèðîâàíèè: à) β; á) P

Ïîñëå ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ â ñèñòåìå áûëè îáíàðóæåíû è ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèå ðåæèìû ïîðÿäêà 1 : 2 (ñì. ðèñ. 3). Èõ ÷èñëî è õàðàêòåð ïîäòâåðæäàþò ñôîð-
ìóëèðîâàííóþ âûøå ãèïîòåçó.

Àñèììåòðèþ óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè (ðèñ. 4à) è àñèììåòðèþ âîçáóæäåíèÿ
(ðèñ. 4á) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôàêòîðû, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ïîÿâëåíèþ
ðåçîíàíñà 1 : 2. Ïîñëåäíèé ðèñóíîê ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíîãî
äîïîëíèòåëüíîãî âîçìóùåíèÿ íà ÷àñòîòå ñóáãàðìîíèêè ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòà-
òî÷íûì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èíòåíñèâíûõ ðåæèìîâ ïîðÿäêà 1 : 2.

Îòìåòèì
”
ýíåðãåòè÷åñêèå“ îñîáåííîñòè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Âûïîë-

íèì ñëåäóþùèé óìîçðèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çíà÷åíèå
η = 3.65 (ðèñ. 3). Åìó ñîîòâåòñòâóþò A1/2 ≈ 2.16, A2/2 ≈ 1.08. Ïîëîæèâ â (1)
β = γ = 0, ìû ïîëó÷èì ëèíåéíóþ âèáðîìàøèíó. Èñïîëüçóåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå
àìïëèòóäû êîëåáàíèé ðàñ÷åòíîå ñîîòíîøåíèå A ≈ P/(η2 − 1), ñïðàâåäëèâîå ïðè
η � 1. Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî ñîñòàâà êîëåáàíèé â
ëèíåéíîé âèáðîìàøèíå, ñôîðìèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî áèãàðìîíè-
÷åñêîå âîçáóæäåíèå ñî çíà÷åíèÿìè åãî ñèëîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ðàâíûõ P1/2 ≈ 5.03,
P1 ≈ 13.31. Òàêèì îáðàçîì, èõ ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò 18.34 åäèíèö, ïðî-
òèâ 10 åäèíèö â íåëèíåéíîé. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ è íà îùó-
òèìîå ñíèæåíèå ýíåðãîåìêîñòè âèáðîìàøèí, ðàáîòàþùèõ â ðåæèìå ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèõ ðåçîíàíñîâ. Äîïîëíèòåëüíîå óïðîùåíèå êîíñòðóêöèè, êîòîðîå ñîïðîâîæäàåò
èñïîëüçîâàíèå îäíîãî âèáðîâîçáóäèòåëÿ âìåñòî äâóõ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

Ðèñ. 5 äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòè ÌÃÁ â èññëåäîâàíèè áîëåå òîíêèõ îñîáåí-
íîñòåé â ïîâåäåíèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íà ðèñ. 5à ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû, ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåííûå íàì àâòîðîì [16], ïîëó÷åííûå ïóòåì ðåà-
ëèçàöèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Íà ðèñ. 5á ïðåäñòàâëåíû áèôóðêàöèîííûå äèà-
ãðàììû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÃÁ, ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ
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Ðèñ. 3. À×Õ (à), Ô×Õ (á) è îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ (â) äëÿ ðåæèìîâ ïîðÿäêà 1 : 2 è µω0 = 0.05

ãàðìîíèê â ðàçëîæåíèÿõ (2) ñîñòàâëÿëî 12. Îáà ðàñ÷åòà âûïîëíåíû äëÿ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ µω0 = 0.05, β = 0, γ = 0.5, P = 10, q = 12.

Íà ðèñ. 5á ïîêàçàíû ðåæèìû ïîðÿäêîâ 1 : 1, 1 : 2, 1 : 3, 1 : 6, 1 : 12 è íå
óêàçàíû � 1 : 3, ñóùåñòâóþùèå ïðè η > 3.7, è 1 : 5. Â çîíå ñóáãàðìîíè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà 1 : 3 ïðèñóòñòâóåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, íà ðèñ. 5à îí îáîçíà÷åí
êàê UPI-3, Unstable Periodic In�nitium, îòðàæàþùèé ôàêò áåñêîíå÷íîãî óäâîåíèÿ
ïåðèîäîâ ðåæèìîâ, êðàòíûõ 3, íà ðèñ. 5á ïðîöåññ óäâîåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé îò-
ðàæåí ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ðåæèìîâ 1 : 3, 1 : 6 è 1 : 12. Êðîìå ýòîãî, â äèàïàçîíå
3.075 ≤ η ≤ 3.325 ñ ïîìîùüþ ÌÃÁ áûëè îïðåäåëåíû äîïîëíèòåëüíûå 48 ðåæèìîâ,
îíè ïîêàçàíû íà ðèñ. 5á ïóíêòèðîì.

Çàêëþ÷åíèå. Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíû âîçìîæíîñòè ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà â ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ ñòà-
öèîíàðíûõ äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ. Â
äàííîì ñëó÷àå åãî èñïîëüçîâàíèå ïîìîãëî îáðàòèòü âíèìàíèå è âñêðûòü íåêîòîðûå
íîâûå îñîáåííîñòè â âîçáóæäåíèè êîìáèíàöèîííûõ ðåçîíàíñîâ. Êîíöåïòóàëüíîå
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Ðèñ. 4. À×Õ è Ô×Õ äëÿ ðåæèìîâ ïîðÿäêà 1 : 2 ïðè ââåäåíèè: à) àñèììåòðèè õàðàêòåðèñòèêè
β = 0.1; á) àñèììåòðèè âîçáóæäåíèÿ P1/2 cos (0.5ητ), ãäå P1/2 = 0.5

îáîáùåíèå èçëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áîëåå âûñîêîé
ðàçìåðíîñòè, â ïðèíöèïèàëüíîì ïëàíå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå î÷åâèäíûì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû äåìîí-
ñòðèðóþò ïîëèãàðìîíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè êîìáèíàöèîííûõ ðåçîíàíñîâ è íåêîòî-
ðûå ðåçåðâû èõ óïðàâëåíèÿ ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñèëîâûõ è äèññèïàòèâíûõ
ôàêòîðîâ. Ê ÷èñëó î÷åðåäíûõ âîïðîñîâ íà ïóòè ê ïðàêòè÷åñêîìó èõ èñïîëüçîâà-
íèþ ìîæíî îòíåñòè ïðîáëåìó âûõîäà âèáðàöèîííûõ ìàøèí íà ïðîåêòíûé ðåæèì
â óñëîâèÿõ åãî îãðàíè÷åííîé óñòîé÷èâîñòè. Èäåàëüíûì âûõîäîì èç ýòîãî ïîëî-
æåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàðèàíò óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè, äëÿ êîòîðîé âûáðàííûé
êîìáèíàöèîííûé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì.

Â ÷àñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÌÃÁ äëÿ ãëîáàëüíîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
òàêîãî òèïà îäíà èç ïðîáëåì çàêëþ÷àåòñÿ â îòäåëåíèè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Äåëî â òîì, ÷òî äâèæåíèÿì äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, â äàííîì ñëó÷àå, � ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâóþò
ëèøü ñîïðÿæåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3), â òî âðåìÿ, êàê òåîðåìà Áåðíøòåéíà, ïî
ñóùåñòâó, ïðåäëàãàåò ìåòîä îïðåäåëåíèÿ èõ îáùåãî ÷èñëà. Íàñêîëüêî ýòî ìîæåò
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Ðèñ. 5. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûå: à) â [16]; á) ÌÃÁ

îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûì, ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïðè òðåõ ó÷èòûâàåìûõ
ãàðìîíèêàõ â ðàçëîæåíèÿõ (2) è η = 4.0 îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (3), îïðå-
äåëåííîå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû MixedVol [17], ðåàëèçóþùåé ðàñ÷åò ñìåøàííûõ
îáúåìîâ ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà, ðàâíî 414, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ðåøåíèé ïðè q = 3, îïðåäåëåííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìóëüòèñòàðòà,
îêàçàëîñü ðàâíûì âñåãî 6.
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V.N. Belovodskiy, M.Y. Sukhorukov

The harmonic balance method for the �nding of bifurcation diagrams of oscillatory

systems with polynomial nonlinearity.

Plotting of the bifurcation diagrams is one of the important problems in the analysis of dynamical

systems. In recent decades the main instrument for this purpose is the method of point transformations,

which goes back to Poincare. In paper we develop a traditional for 50'ies approach based on the

harmonic balance method. The conceptual features of its application, taking into account a large

number of harmonics, are considered, the results of its use for analysis of the oscillatory system with

one degree of freedom and polynomial elastic and dissipative characteristics are presented. Oscillations

of the system in areas of sub- and superharmonic resonances are studied, new features in their behavior

are discovered.

Keywords: bifurcation, multi-regime, resonance, polyharmonic oscillation, periodic regime, numerical

analysis.

Â.Ì. Á¹ëîâîäñüêèé, Ì.Þ. Ñóõîðóêîâ

Ìåòîä ãàðìîíiéíîãî áàëàíñó ñòîñîâíî äî ïîáóäîâè áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì êîëèâàëü-

íèõ ñèñòåì ç ïîëiíîìiàëüíîþ íåëiíiéíiñòþ.

Ïîáóäîâà áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ àíàëiçó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì i îñíîâíèì

iíñòðóìåíòîì äëÿ öèõ öiëåé, â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ, ¹ ìåòîä òî÷êîâèõ âiäîáðàæåíü, âèñõiäíèé äî

Ïóàíêàðå. Ó ðîáîòi ðîçâèâà¹òüñÿ òðàäèöiéíèé äëÿ 50-õ ðîêiâ ïiäõiä, çàñíîâàíèé íà ìåòîäi ãàð-

ìîíiéíîãî áàëàíñó. Âèêëàäåíî êîíöåïòóàëüíi îñîáëèâîñòi éîãî çàñòîñóâàííÿ ïðè îáëiêó âåëèêî¨

êiëüêîñòi ãàðìîíiê, íàâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè éîãî âèêîðèñòàííÿ äî àíàëiçó êîëèâàëüíî¨ ñèñòåìè ç
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Â.Í. Áåëîâîäñêèé, Ì.Þ. Ñóõîðóêîâ

îäíèì ñòóïåíåì ñâîáîäè i ïîëiíîìiàëüíîþ ïðóæíîþ i äèñèïàòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðîâå-

äåíî àíàëiç êîëèâàíü ñèñòåìè â çîíàõ ñóá- i ñóïåðãàðìîíiéíèõ ðåçîíàíñiâ, âiäçíà÷åíi äåÿêi íîâi

îñîáëèâîñòi â ¨õ çáóäæåííi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: áiôóðêàöiÿ, áàãàòîðåæèìíiñòü, ðåçîíàíñ, ïîëiãàðìîíi÷íå êîëèâàííÿ, ïåðiî-

äè÷íèé ðåæèì, ÷èñåëüíèé àíàëiç.

Äîíåöêèé íàö. òåõí. óí-ò, Äîíåöê
belovodskiy@cs.dgtu.donetsk.ua

Ïîëó÷åíî 14.11.12

10


