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В данной работе был проведён численный анализ зависимости 

собственных частот термоупругой прямоугольной области от коэффициента 

температурного расширения области а также от модуля сдвига области. 

Рассматривается зависимость явления краевого резонанса от данных 

физических характеристик прямоугольника.  

Ключевые слова: термоупругая прямоугольная область; краевой резонанс; 

собственные частоты. 

In this work, numerical analysis was carried out according to the natural 

frequencies of a rectangular area of the thermoelastic coefficient of thermal 

expansion of the area as well as the shear modulus of the field. The dependence of the 

resonance phenomenon of regional data from the physical characteristics of the 

rectangle. 

Keywords: rectangular thermoelastic area; regional resonance; 

eigenfrequencies. 

Как показывают результаты экспериментальных исследований [1, 2], 

наиболее уязвимыми в плане прочности участками составных областей 



являются границы соединений составных частей области, обладающих 

различными термомеханическими свойствами. Аналитические расчёты и 

численное моделирование показывают, что напряжения (энергия), 

возникающие в этих участках напрямую зависят также и от геометрических 

характеристик составных частей области, а также термической нагрузки [3]. 

Исследуем зависимость значений собственных частот термоупругой 

области G  от коэффициента температурного расширения «центральной» 

области 
)1(G . Исходная область представлена сочетанием материалов (Pb,  2G )-

(St, )1(G )-(Pb, )2(G ), 3L . Изменим коэффициент линейного теплового 

расширения «центральной» области )1(G от 4,50е-06/°C (вольфрам) до 5,30е-

05/°C (свинец), оставляя неизменными остальные свойства материала.  

При значительном увеличении коэффициент температурного расширения 

значения частот очень незначительно уменьшаются. Следовательно, 

коэффициент линейного теплового расширения не оказывает значительного 

влияния на собственные частоты исследуемой области (табл.1). 

Таблица 1 Зависимость собственных частот термоупругой области 
от коэффициента температурного расширения области )1(G  

Коэффициент линейного теплового расширения, α/°C 
№
  

вольфра
м 

4,5e-06 

молибде
н 

5e-06 

титан 
8,15e-06 

ванадий 
8,3e-06 

кобальт 
1,2e-05 

сталь 
1,8e-05 

медь 
2,4e-05 

свинец 
5,3e-05 

3 0,02595 0,02591 0,02560 0,02559 0,02522 0,02461 0,02397 0,02038 
4 0,03954 0,03946 0,03897 0,03895 0,03836 0,03737 0,03634 0,03065 
5 0,07801 0,07801 0,07806 0,07806 0,07811 0,07819 0,07826 0,07793 
6 0,07984 0,07982 0,07971 0,07970 0,07957 0,07935 0,07912 0,07858 
7 0,08422 0,08421 0,08414 0,08414 0,08406 0,08393 0,08380 0,08308 
8 0,08535 0,08534 0,08528 0,08528 0,08522 0,08511 0,08501 0,08447 
9 0,09989 0,09987 0,09973 0,09973 0,09957 0,09931 0,09905 0,09778 
10 0,11382 0,11380 0,11366 0,11365 0,11350 0,11324 0,11298 0,11165 

 

Графически, данный вывод подтверждает зависимость безразмерных 

частот от величины, равной St  ( St -коэффициент температурного 

расширения стали), которая изображена на рис.1. 
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Рис. 1 Зависимость собственных частот термоупругой  

области от безразмерной величины St  
 

Проведём аналогичное исследование зависимости значений собственных 

частот термоупругой области G  от жёсткостей стыкуемых областей, т.е. от 

изменения модуля сдвига «центральной» области )1(G . Исходная область 

представлена также сочетанием материалов (Pb,  2G )-(St, )1(G )-(Pb, )2(G ), 3L .  

При изменении модуля сдвига «центральной» области )1(G от 2,7е+10н/м2 

(легир. aллюм.) до 1,6е+11н/м2 (вольфрам), оставим неизменными остальные 

свойства материала (стали). Результаты вычислений занесены в табл.2. 

Отметим, что значения собственных частот уменьшаются, причём на частотах 

краевого резонанса более резко (рис. 2). 

Таблица 2 Зависимость собственных частот термоупругой  
области от модуля сдвига,   области )1(G  

Модуль сдвига,  н/м2 

№ 
  

лег.ал
люм. 

2,7е+1
0 

латунь 
3,7е+10 

медь 
4е+10

ванадий
5,1е+10 

сталь 
7,5е+10

кобальт
8,8е+10

молибден 
1,2е+11 

вольфрам
1,6е+11 

3 0,0246 0,0254 0,0254 0,0254 0,0246 0,0238 0,0245 0,0237 
4 0,0379 0,0389 0,0390 0,0388 0,0374 0,0361 0,0368 0,0350 
5 0,0818 0,0835 0,0841 0,0832 0,0782 0,0750 0,0690 0,0606 
6 0,0864 0,0872 0,0868 0,0851 0,0794 0,0755 0,0695 0,0609 
7 0,1207 0,1098 0,1071 0,0982 0,0839 0,0783 0,0715 0,0649 
8 0,1211 0,1103 0,1077 0,0988 0,0851 0,0801 0,0792 0,0737 

St  

  



9 0,1253 0,1223 0,1205 0,1134 0,0993 0,0930 0,0839 0,0748 
10 0,1542 0,1438 0,1402 0,1294 0,1132 0,1065 0,0990 0,0896 
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Рис. 2 Зависимость собственных частот термоупругой 
области от модуля сдвига,   области )1(G  

Таким образом, анализ влияния сочетаний материалов и размеров 

наплавок (область  2G ) на интенсивность тонких динамических єффектов в 

условиях динамических и температурных нагрузок на элементы конструкций, 

позволяет оптимизировать их геометрические параметры сечения с целью 

улучшения прочностных характеристик неоднородных деталей. 
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