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АННОТАЦИЯ. В работе рассматриваются две возможные схемы 
организации ремонтных работ производственного оборудования гибкой 
логистической системы с переналадкой. Данная работа посвящена построению 
и анализу вероятностных моделей обслуживания и неидентичной переналадкой, 
т.е. время переналадки оборудования после восстановления системы и в 
процессе бесперебойной работы различны. Такие модели позволяют выбрать 
оптимальную стратегию функционирования, как основного, так и 
вспомогательного материального потока логистической системы, принимать 
решение о выводе ремонтных служб либо на аутсорсинг, либо на инсорсинг. 

 

Вопросы повышения конкурентоспособности предприятия, возможности 

своевременной реакции на изменяющуюся конъюнктуру рынка, стремление 

предприятия адаптироваться к меняющейся внешней среде обуславливают 

актуальность производственной логистики. Чаще всего можно говорить о том, 

что состояния внешней среды в будущих периодах времени Логистика 

производства занимается проблемами регулирования производственного 

процесса, а именно вопросами комплексного планирования реализации, 

управления, координации и контроля движения материальных потоков на пути 

его движения от склада материальных ресурсов до склада готовой продукции. 

Использование логистической концепции в управление хозяйственно-

экономической деятельностью предприятия позволяет предприятию повысить 

конкурентоспособность своей продукции и расширить рынки ее сбыта. Однако 

кроме снижения логистических затрат, любое предприятие стремится снизить 

затраты на непрофильные функции и сконцентрироваться на приоритетных и 

конкурентоспособных направлениях деятельности. Это приводит к 



необходимости совершенствования инструментария управления предприятием, 

разработке новых форм хозяйствования. Стратегическое планирование 

производства, направленное на снижение издержек, уменьшение 

неэффективных непрофильных функций требует принятия управленческого 

решения о передаче части (как правило, не основных) производственных 

процессов и задач на аутсорсинг. При этом предполагается, что затраты 

аутсорсера на выполнение этих задач будут меньше, а качество, как минимум, 

такое же. Поэтому для оптимальной организации работы предприятия 

необходимо использовать гибкие производственно-логистические системы и 

при необходимости использовать вероятностные методы [1]. Анализ работ [2-4] 

и др., посвященных вопросам принятия решения о целесообразности 

использования аутсорсинга, показал, что на сегодняшней день недостаточно 

разработаны экономико-математические методы выбора стратегии поведения в 

отношении аутсорсинга. 

Данная работа посвящена построению и анализу вероятностных моделей 

обслуживания производственного оборудования. В отличие от раннее 

исследовавшихся моделей [5-8], в данной работе рассматриваются системы с 

неидентичной переналадкой, т.е. интенсивности переналадки после 

восстановления системы и в процессе бесперебойной работы оборудования 

различны. Такие модели позволяют выбрать оптимальную стратегию 

функционирования, как основного, так и вспомогательного материального 

потока логистической системы, принимать решение о выводе ремонтных служб 

на аутсорсинг или инсорсинг. 

Рассмотрим две схемы организации ремонтных работ промышленного 

оборудования.  

СХЕМА 1. Пусть имеется производственно-экономическая система, 

которая может быть описана с помощью одноканальной системы массового 

обслуживания разомкнутого типа с простейшим входным потоком, 

интенсивность которого 0λ > . Оборудование независимо друг от друга 

обслуживают две бригады. При этом одна бригада осуществляет переналадку 



оборудования, вторая – его профилактику и ремонт. Предполагается, что время 

обслуживания (обработки) поступившего заказа имеет показательное 

распределение с параметром 0µ > . После обслуживания всех заказов, 

находящихся в системе, оборудование немедленно отключается и переходит в 

состояние свободен-неготов; при поступлении нового заказа оборудование 

проходит переналадку на выпуск новой партии, после чего начинается 

выполнение поступившего заказа. Длительность переналадки имеет 

показательный закон распределения с параметром 0ν > . 

Предполагается, что выход оборудования из строя может произойти 

только во время выполнения заказа, т.е. если оно находится в рабочем 

состоянии. Момент выхода из строя имеет показательный закон распределения 

с параметром 0χ > . Если в момент выхода из строя в системе была заявка, то 

она теряется. После того, как было выполнено последнее требование и в 

системе нет новых заявок, начинается профилактика оборудования, 

длительность которой имеет показательный закон распределения с параметром 

1 0ψ > . Время ремонта или время восстановления оборудования имеет 

показательный закон распределения с параметром 2 0ψ > . Если после 

восстановления оборудования, в системе нет заявок, то оно переходит в 

состояние свободен-неготов. Если же в системе есть заявки, то для ее 

выполнения требуется переналадка, интенсивность которой 1υ . Следовательно, 

рассматривается система с неидентичной переналадкой. 

Случайный процесс поступления заявок и их обслуживания может быть 

описан следующими возможными состояниями: 

( )0, k  – прибор вышел из строя и восстанавливается, в системе 0k ≥  

требований; 

( )1, 0  – прибор свободен–неготов; 

( )1, k  – прибор работает и в системе 1k ≥  требований; 

( )*0 , k  – проводится переналадка оборудования и в системе 1k ≥  

требований; 



( )*2, 0 , k  проводится профилактика и переналадка оборудования и в 

системе 1k ≥  требований; 

( )2, k  – проводится профилактика и в системе 0k ≥  требований: 

( )*0, 0 , k  – проводится переналадка оборудования после его ремонта и в 

системе 1k ≥  требований. 

Граф состояний описанной системы имеет вид (см. рис. 1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Граф состояний системы массового обслуживания с ненадежным 

оборудованием 
 

Найдем основные характеристики рассматриваемой системы–

распределения совместных вероятностей того, что оборудование находится в 

λ

λ

1ψ

λλλ

( )1,1 ( )1,2 ( )1,3
λ

µ

λ λ

µ µ
... 

( )2,1 ( )2,2 ( )2,3λ λ λ ... 

1ψ 1ψ 1ψ

... 

1ψ 1ψ 1ψ

( )*2,0 ,2λ ( )*2,0 ,1( )2,0  ( )*2,0 ,3
µ

λ λ ... 

1ψ 1ψ

( )*0 ,2  
λ ( )*0 ,1  ( )1,0  ( )*0 ,3  

1ψ

λ

( )1,1 ( )1,2 ( )1,3
λ

µ

λ λ

µ µ
... 

υυυ

( )0,0 ( )0,1 ( )0,2λ λ ... 

χχχ

2ψ

2ψ

µ
2ψ

2ψ
λ ( )*0,0 ,2( )*0,0 ,1 ... 

λ
1υ 1υ

λ
( )1,2  ( )1,1  ... 

µ µ



определенном состоянии (переналадка, профилактика, восстановление или 

работа) и в системе имеется определенное количество требований. Для этого 

рассмотрим стационарный случайный процесс ( )tξ , описывающий состояние 

системы в момент времени t . Его фазовое пространство имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* * *0, , 1, , 2, , 0; 0 , , 2, 0 , , 1; 0, 0 , , 1E k k k k l l l m m= ≥ ≥ ≥ . 

Рассмотрим стационарные вероятности состояний процесса ( )tξ : 

( ) ( ){ }, , 0,1,2; 0ikP t i k i kξ=Ρ = = ≥ , ( ) ( ){ }*
*
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С помощью графа состояний процесса ( )tξ , составляем системы 

однородных бесконечных алгебраических уравнений для вероятностей 
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Для решения систем уравнений (1)-(6) введем в рассмотрение 

производящие функции вида: 
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а так же параметры 
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Умножив уравнения системы (1) на , , 1kz z k > , суммируем их по k . Тогда 

после несложных преобразований, с учетом введенных обозначений, получаем 

уравнение 

( ) ( ) ( )* *
0 1 2 10z a z a z zPρ δ ρ β ρ+ − − = .      (7) 

Аналогично из систем бесконечных линейных уравнений (2)-(6) 

соответственно получаем 

( ) ( ) ( )2 0 1 10z z a z a z Pρ β ρ γ γ+ − − =− ,        (7) 

( ) ( ) ( )2 0 1 10,z z a z a z Pρ β ρ γ γ+ − − =−         (8) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )*
1 2 2 20 11,z a z a z zP Pρ ρ β δ ρ− − + = −      (10) 

( ) ( )*
1 2 20 ,z a z zPρ δ β ρ ρ+ + − =        (11) 

( ) ( ) ( )*
1 1 2 0 2 00.z a z a z Pρ ρ δ β β− − + =       (12) 

Выразим неизвестные вероятности 00P , 11P  и 20P  через 10P . Для этого 

составим систему из первых уравнений систем (2), (3) и (4), предварительно 

проведя несложные преобразования. Получаем следующую систему 

алгебраических уравнений:  
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Обозначим 

( ) ( )1 2 2 1

C ρ
β ρ β γβ ρ β

=
+ + +

. 

Тогда несложно показать, что решение системы алгебраических 

уравнений (13) относительно 10P  имеет вид:  
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Подставив найденные значения вероятностей 11P , 00P  и 20P  в соотношения 

(7), (9)-(12), соответственно получаем 

( ) ( ) ( )* *
0 1 2 10z a z a z zPρ δ ρ β ρ+ − − = ,      (17) 
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( ) ( ) ( ) ( )*
1 2 2 0 2 1 10z a z a z C Pρ ρ δ β γβ ρ β− − + = + .    (21) 

Для простоты изложения, введем следующие обозначения: 

( ) ( )1 2d z z zρ β ρ= + − ,  

( ) ( )2
2 1 1d z z zρ ρ γ= − + + + ,  

( )3d z zρ δ ρ= + − ,  
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5 1 2 2 10 1 21 1d z z z Cz P za zρ γ ρ β ρ β γβ β⎡ ⎤= − + + + + + − −⎣ ⎦ , 

( )6 1d z zρ ρ δ= − − .  

Из равенств (8), (17), (18) и (21) составляем новую систему 

алгебраических уравнений, которая, с учетом введенных обозначений, имеет 

вид: 
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     (22) 

где ( )1 2 1 10C C Pγβ ρ β= + . 

Решая систему алгебраических уравнений (22) относительно 

стационарной вероятности 10P , можно выразить производящие функции ( )0a z , 

( )*
0a z  и ( )1a z  через 10P . 

Для определения 10P , а затем и вероятностей 11P , 00P  и 20P  воспользуемся 

условием нормировки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
0 0 1 1 2 21 1 1 1 1 1 1a a a a a a+ + + + + = . 

Значения производящих функций ( )2a z  и ( )*
2a z  в точке 1z =  находим 

непосредственно из равенств (19) и (20). В частности из равенства (20) находим  
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Из равенств (19) и (23) следует, что  
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Теперь из первого уравнения системы (22) при 1z =  получаем следующее 

соотношение 

( ) ( )2
1 10 01 1a P aβ

γ
= + .       (25) 

Из третьего уравнения системы (22) при 1z =  получаем соотношение 

вида: 

( )* 4
0

(1)1 da
δ

= .       (26) 

Наконец из четвертого уравнения системы (22) при 1z =  следует 

справедливость равенства 
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Подставив соотношения (26) и (27) в условие нормировки, после 

несложных преобразований получаем  
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Таким образом, для вычисления стационарной вероятности 10P  

достаточно найти значение производящей функции  

Из системы (22) находим: 
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Тогда, можно показать справедливость следующего равенства 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

4
1 10 2 2

1
0

2 1 1 2 1

1
1 1

1
1

*d AP a a
a .

δ ργ
δ δ

β δ γ ρ γδ β δ γ

⎡ ⎤
+ + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦=
+ − + +

.   (29) 

Из равенства (29) находим условие существования стационарных 

вероятностей состояний системы, а именно 
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Наконец, используя равенства (28) и (29), выписываем условие 

нормировки:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1 24
10 2 2

1 2 1 1 2 1

1
1 1 1 1

1
*d AP a a .

γδ β δ γ ρδ
δ δ β δ γ ρ γδ β δ γ

⎡ ⎤+ +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎣ ⎦+ − + + + =⎢ ⎥⎢ ⎥ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

Наконец, подставив в последнее равенство найденные выше значения 

производящих функций ( )2 1a  и ( )2 1*a , находим 

( )10
1

1
P

B K
=

+
, 

где 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1 2 2 1
1 1 1

2 2
2 1 1

1B C C

C

β δ β δ δ ρ δδ ρ β γδβ ρ β
δδ β δ β

ρδ ρ β δ β β δ

⎡= + + + + − + +⎣+

⎤+ + + + ⎦

 

и 

( )
( ) ( )( )

1 2

2 21
K .

γδ β δ γ δρ
β δ γ ρ γδ β δ γ

+ +⎡ ⎤⎣ ⎦=
+ − + +

 

Схема 2. Рассматривается некоторая производственно-экономическая 

система, которую можно интерпретировать как одноканальную систему 

массового обслуживания. Предполагается, что входящий поток заявок является 

пуассоновским с интенсивностью 0λ > , время обслуживания (обработки) 

поступившего заказа имеет показательное распределение с параметром 0µ > . 

Выход оборудования из строя может произойти только в рабочем состоянии, 

т.е. во время обработки заказа. Момент выхода из строя имеет показательный 

закон распределения с параметром 0χ > . Заявка, находящаяся в системе в 

момент ее выхода из строя, теряется. Время ремонта или время восстановления 

оборудования также имеет показательный закон распределения, но с 

параметром 2 0ψ > . Если после выполнения последнего требования в системе 

нет новых заявок, то проводится профилактика оборудования. Длительность 

профилактики имеет показательный закон распределения с параметром 1 0ψ > . 

Если после завершения профилактики в системе нет требований на 

обслуживание, то прибор переходит в состояние «свободен-неготов». При этом 

поступившие в систему заявки начнут обслуживаться только после 

переналадки.  После восстановления, если в системе нет требований, прибор 

также уходит на переналадку. Длительность переналадки имеет показательный 

закон распределения с параметром 0ν > .  

Обслуживание оборудования занимаются две бригады. При этом одна 

бригада занимается восстановлением (ремонтом) вышедшего из строя 

оборудования, вторая бригада, независимо от первой, проводит 

профилактические работы. Переналадкой оборудования может заниматься как 



первая, так и вторая бригада. Однако если прибор находится в состоянии 

профилактики, то переналадку может проводить только первая бригада. 

Случайный процесс поступления заявок и их обслуживание может быть 

описан следующими возможными состояниями, представленными ниже на 

размеченном графе: 

( )0 – прибор свободен–неготов; 

( )0, k  – прибор вышел из строя и восстанавливается, в системе 0k ≥  

требований; 

( )1, 0  – прибор свободен–готов; 

( )1, k  – прибор работает и в системе 1k ≥  требований; 

( )*0 , k  – проводится переналадка оборудования и в системе 1k ≥  

требований; 

( )*2, 0 , k  проводится профилактика и переналадка оборудования и в 

системе 1k ≥  требований; 

( )2, k  – проводится профилактика и в системе 0k ≥  требований: 

( )*0, 0 , k  – проводится переналадка оборудования после его ремонта и в 

системе 1k ≥  требований. 

Рассмотрим стационарный случайный процесс ( )tξ , описывающий 

состояние системы в момент времени t  и фазовое пространство которого имеет 

вид:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* *0 ; 0, , 1, , 2, , 0; 0 , , 2, 0 , , 1E k k k k l l l= ≥ ≥ . 

Рассмотрим стационарные вероятности состояний процесса ( )tξ : 

( ) ( ){ }0 0P tξ=Ρ = , ( ) ( ){ }*
*

0
0 , , 1

k
P t k kξ=Ρ = ≥ ,

( ) ( ){ }, , 0,1,2; 0ikP t i k i kξ=Ρ = = ≥ , ( ) ( ){ }*
*

20
20 , , 1

k
P t k kξ=Ρ = ≥ . 

С помощью графа состояний процесса ( )tξ  (см. рис. 1), составляем 

системы однородных бесконечных алгебраических  уравнений  для  



вероятностей состояний системы , 0,1,2; 0ikP i k= ≥ , *0
, 1

k
P k ≥ , *20

, 1
k

P k ≥ , 0P . 

Имеем: 

( )
( )

*

* * *

2 000 0

1 2 00 0 , 1 20

0,

0, 1;kk k k

P P

P P P P k

λ υ ψ

λ υ λ ψ ψ
−

− + + =⎧⎪
⎨
− + + + + = ≥⎪⎩

    (31) 

( )
( )

2 00 11

2 0 0, 1 1, 1

0,

0, 1;k k k

P P

P P P k

λ ψ χ

λ ψ λ χ− +

− + + =⎧⎪
⎨
− + + + = ≥⎪⎩

     (32) 

 
Рис. 2. Граф состояний системы массового обслуживания с ненадежным 

оборудованием 
 



( )
( )

*

*

*

10 0 0

11 10 1 21 120 1

1 1, 1 1 2 1, 10

0,

0,

0, 2;k k k kk

P P

P P P P P

P P P P P k

λ υ

λ µ χ λ υ ψ µ

λ µ χ λ υ ψ µ− +

− + =⎧
⎪⎪− + + + + + ++ =⎨
⎪− + + + + + + = ≥⎪⎩

   (33) 

( )
( )
( )

*

*

1 20 11

1 21 20 1

1 2 2, 120

0,

0,

0, 2;k kk

P P

P P

P P P k

λ ψ µ

λ ψ υ

λ ψ υ λ −

⎧− + + =
⎪⎪− + + =⎨
⎪− + + + = ≥⎪⎩

     (34) 

( )
( )

*

* *

1 2020 1

1 20 20 , 1

0,

0, 2;
k k

P P

P P k

λ υ ψ λ

λ υ ψ λ
−

− + + + =⎧⎪
⎨− + + + = ≥⎪⎩

      (35) 

 

0 1 20 0.P Pλ ψ− + =          (36) 
 

Решения систем уравнений (31)-(35) и уравнения (36) найдем с помощью 

следующих производящих функций 

( )0 0
0

k
k

k
a z P z

≥

=∑ , ( ) *
*
0 0

1

k
k

k
a z P z

≥

=∑ , ( )1 1
0

k
k

k
a z P z

≥

=∑ , ( )2 2
0

k
k

k
a z P z

≥

=∑ ,  

( ) *
*
2 20

1

k
k

k
a z P z

≥

=∑ . 

Кроме того, введем обозначения  

λρ
µ

= ,  υδ
µ

= , 1
1

ψβ
µ

= , 2
2

ψβ
µ

= , χγ
µ

= . 

Если уравнения системы (31) последовательно умножить на 2, ,..., ,...kz z z  и 

полученные уравнения просуммировать по k , то после несложных 

преобразований, получим уравнение 
 

( ) ( ) ( ) ( )* *
0 1 2 2 0 0z a z a z a z zPρ δ ρ β β ρ+ − − − = .     (37) 

Аналогично из систем бесконечных линейных уравнений (32)-(35) 

соответственно получаем соотношения 

( ) ( ) ( )2 0 1 10,z z a z a z Pρ β ρ γ γ+ − − =−         (38) 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 *
1 0 1 2

10 11 1 20

1 1

1 ,

z z a z za z za z

z z P zP zP

ρ ρ γ δ β

γ β

− + + + + + =

= − − + −
      (39) 



( ) ( ) ( )*
1 2 2 20 11,z a z a z zP Pρ ρ β δ ρ− − + = −      (40) 

( ) ( )*
1 2 20.z a z zPρ δ β ρ ρ+ + − =        (41) 

Равенства(37)-(41) содержат неизвестные вероятности 10,P 0P , 11P  и 20P . 

Выразим вероятности 0P , 11P  и 20P  через 10.P  Для этого из первых уравнений 

систем (31)-(34) и уравнения (36) составим новую систему уравнений: 

( )
( )

( )

*

*

2 000 0

2 00 11

10 0 0

1 20 11

0 1 20

0,

0,

0,

0,

0.

P P

P P

P P

P P

P P

ρ δ β

ρ β γ

ρ δ

ρ β

ρ β

− + + =⎧
⎪
− + + =⎪
⎪
− + =⎨
⎪− + + =⎪
⎪− + =⎩

      (42) 

Решение системы уравнений (42) относительно вероятностей 0P , 11P  и 20P  
имеет вид: 

( )
( )( )
( )

2 1
10 0

1 2

1
11 0

1

20 0
1

, (43)

, (44)

. (45)

P P

P P

P P

δβ γ β ρ
β δ ρ β ρ

ρ ρ β
β

ρ
β

+⎧
=⎪ + +⎪

⎪ +⎪ =⎨
⎪
⎪

=⎪
⎪⎩

 

Для нахождения производящих функций ( ) ( )*
0 0 1, ,a z a a z , преобразуем 

равенства (38)-(41) с учетом соотношений (43)-(45).  

Из равенств (38) и (43) находим  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2
2 1

2 0 1 0
1 2

.z z a z a z P
δβ γ ρ β

ρ β ρ γ
β ρ δ ρ β

+
+ − − =−

+ +
           (46) 

Из равенств (39) и (43)-(45) следует, что  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

2 *
1 0 1 2

2 1
1 0

1 2

1 1

11 2 .

z z a z za z za z

z z
z P

ρ ρ γ δ β

γ δβ γ ρ β
ρ ρ β

β ρ δ ρ β

− + + + + + =

⎡ ⎤− − +
= + +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

             (47) 

Из равенства (31), после подстановки в него равенств (44) и (45), находим 



( ) ( ) ( ) ( )*
1 2 2 1 0

1

.z a z a z z Pρρ ρ β δ ρ ρ β
β

− − + = − −     (48) 

Наконец равенство (41). После подстановки в него равенства (45) и 

преобразований принимает вид: 

( ) ( )
2

*
2 0

1 1

.za z P
z

ρ
β ρ δ β ρ

=
+ + −

       (49) 

Теперь из равенства (48), с учетом равенства (49), находим 

( ) ( )2 0
1 1

1 .za z P
z

ρ δρ
β ρ δ β ρ
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥+ + −⎣ ⎦
      (50) 

Из уравнений (37), (46) и (47)составляем еще одну систему уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

* *
0 2 0 0 1 2

2
2 1

2 0 1 0
1 2

2 *
1 0 1 2

2 1
1 0

1 2 2

,

,

1 1

11 2 .

z a z a z zP a z

z z a z a z P

z z a z za z za z

z z
z P

ρ δ ρ β ρ β

δβ γ ρ β
ρ β ρ γ

β ρ δ ρ β

ρ ρ γ δ β

γ δβ γ ρ β
ρ ρ β

β ρ δ ρ β γβ

⎧ + − − = +
⎪

+⎪ + − − =−⎪ + +⎪
⎨ − + + + + + =⎪
⎪ ⎡ ⎤− − +⎪= + +⎢ ⎥⎪ + + −⎣ ⎦⎩

    (51) 

Для упрощения дальнейших рассуждений, вводим обозначения: 

( ) ( )1 2d z z zρ β ρ= + − , ( ) ( )2
2 1 1d z z zρ ρ γ= − + + + ,  

( )3d z zρ δ ρ= + − , ( ) ( )*
4 1 2 0d z a z zPβ ρ= + ,  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )1

5 0 1 2
1 2

2 1z z z C
d z P za z

ρ ρ β γ
β

β ρ δ ρ β
⎡ ⎤+ − −

= − −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
.  

где  

( )
( )( )

2 1

1 2

C
δβ γ ρ β

β ρ δ ρ β
+

=−
+ +

. 

Тогда система (51) принимает вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*
3 0 2 0 4

1 1 0 0

*
2 1 0 5

,

,

.

d z a z a z d z

a z d z a z CP

d z a z za z d z

β

γ γ

δ

⎧ − =
⎪
− + =⎨
⎪ + =⎩

       (52) 



Очевидно. Система уравнений (52) позволяет выразить производящие 

функции ( )0a z , ( )*
0a z  и ( )1a z  через одну стационарную вероятность 10P .  

Для того, чтобы найти значение стационарной вероятности 10P , а, 

следовательно, и все производящие функции, воспользуемся следующим 

условием нормировки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
0 0 1 1 2 21 1 1 1 1 1 1a a a a a a+ + + + + = . 

Значения производящих функций ( )2a z  и ( )*
2a z  в точке 1z =  находим 

непосредственно из равенств (49) и (50): 

( ) ( )
2

* 0
2

1 1

1 Pa ρ
β δ β

=
+

,         (53) 

( ) ( )2 0
1 1 1

1 1a Pρ δρ
β β δ β
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥+⎣ ⎦
.       (54) 

Кроме того, из первого и второго уравнений системы (52) при 1z =  

соответственно получаем следующие равенства:
 

( )* 4 2 0
0

3

(1) (1)1 ,
(1)

d aa
d
β+

=         (55) 

( ) ( )2
1 0 01 1a CP aβ

γ
=− + .        (56) 

После подстановки соотношений (55) и (56) и несложных преобразований. 

Условие нормировки принимает вид:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*42 2
0 0 2 2

1

1
1 1 1 1 1 1.

d
a C P a aβ β

γ δ δ
⎛ ⎞
+ + + − + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (57) 

Таким образом, вычисление стационарной вероятности 0P  сведено к 

вычислению значения производящей функции ( )0a z  в точке 1.z =  

Можно показать, что  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

4
0 0 2 2

0
2 2

1
1 1

1
1

*d
P CP a a

a .
δργ

δ
β δ γ ρ γδ β δ γ

⎡ ⎤
+ − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦=
+ − + +

    (58) 



Из равенства (58) находим условие существования стационарных 

вероятностей состояний данной системы, а именно 

( )
( )

2 1

2

1β δ γ
ρ

γδ β δ γ
+

<
+ +

.     (59) 

Тогда из условия нормировки (57) находим  

( ) ( )( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

2 2
0

2

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

1
1

1
1

P

.
C

β δ γ ρ γδ β δ γ
β γ

β β

β δ δ β ρ δ β ρ δ β β δ

+ − + +
= ×

+

+
×

+ − + + + + +

 

Найденное значение вероятности 0P , а так же равенства (43)-(45) 

позволяют найти вероятности всех состояний рассматриваемой системы. 

Выводы. Рассмотренные в работе характеристики дают возможность 

рассчитать основные показатели функционирования анализируемой системы, 

которые позволят оценить затраты по обслуживанию производственного 

оборудования. Следовательно, можно оценить целесообразность вывода 

ремонтных услуг на аутсорсинг.  
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