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ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ И НЕКОТОРЫЕ  
ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

 
Дельта-функция (δ -функция) является одной из про-

стейших обобщенных функций современной математики, ко-
торая успешно используется во многих прикладных исследо-
ваниях. 

Пусть ( )xεδ  - некоторая непрерывная неотрицательная 

функция, которая тождественно равна нулю вне интервала 
( )εε ,−  и график которой вместе с осью Ox  образует криво-

линейную трапецию единичной площади. Пусть теперь ( )xf  

- произвольная функция, непрерывная в некоторой окрестно-
сти точки 0=x  (так называемая пробная функция). Если 

,0+→ε  то на основании второй теоремы о среднем получа-
ем 
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Истолкуем использованный предельный переход как ре-
зультат стремления функции ( )xεδ  к некоторой экзотической 

функции ( )xδ  (δ -функции  Дирака), которая определяется 
равенствами 
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Аналогично вводится δ -функция ( )0xx −δ , устанав-

ливаются некоторые связанные с δ -функцией формулы, в 
частности, формулы линейной замены переменной и диффе-
ренцирования. 

Наряду с δ -функцией мы используем также единичную 
функцию  Хевисайда ( )tI . Между нею и δ -функцией суще-
ствует тесная связь 

( ) ( ) ( ) ( )ttItdttI
t

δδ =′′′= ∫
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,  

(в смысле одинакового действия ( )tI  и ( )tδ  на пробную 
функцію). 

Далее мы рассматриваем некоторые примеры примене-
ния дельта-функции в физике и теории вероятностей. Так, 
плотность массы m , сосредоточенной в одной точке 0xx =  

оси Ox , равна ( ) ( )0xxmx −= δγ . 

Охлаждение однородного тонкого стержня, теплоизоли-
рованного сбоку, описывается задачей Коши для одномерного 
уравнения теплопроводности. Применение δ -функции к из-
вестной формуле, дающей решение задачи, позволяет выяс-
нить физический смысл решения как результата суперпози-
ции мгновенных тепловых источников. 

Рассмотрим задачу о колебаниях однородной бесконеч-
ной струны 



48 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 



=′=
>>∞<<∞−′′=′′

.0,,0,

,0,0,,2

xgxuxfxu

atxuau

t

xxtt  

Пусть струна выводится из состояния равновесия 
( )( )0≡xf  за  счет начальной скорости 

( ) ( ) ( ).0, 0xxxgxut −=′ δ  

Решение 
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получаемое из известной формулы Даламбера, трактуется как 
результат действия импульса, который получила струна в на-
чальный момент  благодаря начальной скорости, сообщенной 
ей в точке 0x , а колебания струны – как результат суперпози-

ции импульсов.  
В качестве примеров применения дельта-функции в тео-

рии вероятностей мы рассматриваем обобщение понятия 
плотности распределения на случай дискретной случайной 
величины, нахождение плотности распределения функции 
случайной величины и некоторые другие вопросы. 


