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Условие одного существования 
линейного инвариантного соотношения 

в задаче о движении по инерции двух гироскопов Лагранжа. 
 

М.Е. Лесина, Я.В. Зиновьева. 
Донецкий национальный технический университет. 

Постановка задачи о движении по инерции двух гироскопов Лагран-

жа, соединенных идеальным сферическим шарниром, шесть различных форм 

уравнений движения и девять точных решений задачи указаны в монографии 

[1]. В предлагаемой работе изучены условия существования линейного инва-

риантного соотношения, для которого угол между вектором момента коли-

чества движения системы тел, сохраняющим направление в пространстве, 

и неизменным в теле вектором остается постоянным. 

Введем единичный неизменный в теле S  вектор *э  и обозначим *
iэ  

его компоненты в неизменно связанном с телом S  базисе *
3

*
2

*
1 eee   

. 332211
* ****** эээ еееэ ++=  

Момент количества движения (МКД) системы тел в полуподвижном базисе 

321 eee  

332211 eeeg GGG ++=  (1) 

имеет компоненты1 [1, (5.15)*–(5.17)*] 

( ) ( ) ,  cos cos 1011 Ωθωθ NANAG −+−=  (2) 

( ) ( ) , sin cos cos 02022 θΩθωθ nNANAG −−+−=  (3) 

( ) . cossin 02203 nnNAG ++−= θθωΩ  (4) 

Этот вектор сохраняет направление в пространстве, поэтому имеет ин-
теграл, выражающий постоянство модуля МКД системы [1, ] 

.22
3

2
2

2
1 gGGG =++  (5) 

                                           
1 При ссылке на формулы монографии [1] будем снабжать их звез-
дочкой. 
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Базисные векторы 321  , , eee   и  *
3

*
2

*
1  , , eee   связаны соотношениями 

3
*
321

*
221

*
1     , cossin    , sincos eeeeeeee =+−=+= ϕϕϕϕ , (6) 

в которых ϕ  – угол собственного вращения тела S относительно оси дина-

мической симметрии. Зависимость угла ϕ  от времени t  находим из цикли-

ческого интеграла [1, (5.11)*] 

. ~
3 nIn ==+ ϕω &  (7) 

Компоненты вектора g  и угловой скорости *ω  тела  S  в неизменно связан-

ном с этим телом базисе, вследствие (6) имеют вид  

,     , cossin   , sincos 3
*
321

*
221

*
1 GGGGGGGG =+−=+= ϕϕϕϕ  (8) 

,~                            

, cossin  , sincos

3
*
3

21
*
221

*
1

n=+=
+−=+=

ϕωω
ϕωϕωωϕωϕωω

&
 (9) 

где 321  , , ωωω – компоненты вектора угловой скорости движения базиса  

321 eee . 

Так как вектор g  сохраняет направление в пространстве, то  

0=×+ gωg& . (10) 

Уравнение (10) в координатной форме принимает вид [1, (5.38)*–(5.40)*] 

, 023321 =−+• GGG ωω  

, 031132 =−+• GGG ωω  

. 012213 =−+• GGG ωω  

Зададим инвариантное соотношение в виде 

const=• *Эg  

и вычислим производную в силу уравнения (10) от этого соотношения 

( ) . 0* =×• gωЭ*  (11) 

Если векторы *ω и g  коллинеарны, (11) тождественно обращается в нуль. 

При этом вектор *ω  сохраняет направление и в пространстве. 
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Изучим этот представляющий самостоятельный интерес случай. Измене-
ние вектора g  в базисе *

3
*
2

*
1 eee  получим из (11) 

, 0~ *
23

*
2

*
1 =−+ GnGG ω&  (12) 

, 0~
3

*
1

*
1

*
2 =−+ GGnG ω&  (13) 

. 0*
1

*
2

*
2

*
1

*
3 =−+ GGG ωω&  (14) 

Выражение *
1

*
2

*
2

*
1 GG ωω −  с учетом (8), (9) принимает вид 

1221 GG ωω − , 

поэтому уравнение (14) теперь таково 

. 012213 =−+• GGG ωω  (15) 

Считая, что компоненты *
3

*
2

*
1  , , GGG  постоянны, из уравнений (15), (12), (13) 

имеем 

, 01221 =− GG ωω  

, 0~ *
23

*
2 =−• GnGω  

. 0~
3

*
1

*
1 =− GGn ω  

Из этих соотношений находим 

,*
1

*
1 ωBG =  (16) 

,*
2

*
2 ωBG =  (17) 

nBG ~ 3 =  (18) 

и заключаем, что вектор *ω  имеет постоянные компоненты 

. ~
3

*
2

*
20

*
1

*
10

* еееω n++= ωω  

Итак, векторы g  и *ω  неизменны в теле и в пространстве. 

Подставив (16), (17) в (8), получим 

,11 ωBG =  (19) 
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.22 ωBG =  (20) 

Учитывая соотношения (2)–(4), запишем выражения (18)–(20) таким образом 

( ) ( ) , 0 cos cos 101 =−+−− Ωθωθ NANBA  (21) 

( ) ( ) , sin cos cos 0202 θΩθωθ nNANBA =−+−−  (22) 

( ) . cos~ sin 0220 nnnBNA −−=− θθωΩ  (23) 

Из уравнений (22), (23) находим 22   , Ωω  в виде  

( )

( )
, 

sin 

cos 

0

0*0*00
2

θ

θ
ω

BAH

NnnANnnA

−

+−+
=  (24) 

( ) ( )[ ]

( )
, 

sin 

cos   

0

*0*0
2

θ

θ
Ω

BAH

NnnBAnBANn

−

+−+−+
=  (25) 

где    nnBn −= ~
* , 2

0 NAAH −= , 

а из (21) с учетом [1, (5.6)*] 

11 ωθΩ += &  (26) 

находим 

. 
cos

cos2
1

0

0 ω
θ

θ
θ

NA

NBAA

−

−−+
−=&  (27) 

Подставив (18)–(20) в интеграл (5), получим 

, ~ 2
*

22
2

2
1 gn =++ ωω  (28) 

где 

.222
* Bgg =  

Из (28) следует выражение для 1ω  

, ~ 2
2

22
*1 ωω −−= ng  (29) 

которое с учетом (24) принимает вид 
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( )[ ]

( )
. 

sin

cos ~
22

0

2
0*0*0022

*1

θ

θ
ω

BAH

NnnANnnA
ng

−

+−+
−−=  (30) 

Учитывая, что 

,      , *
20

*
2

*
10

*
1 ωωωω ==  (31) 

из соотношений (9) имеем 

, sincos *
20

*
101 ϕωϕωω −=  (32) 

. cossin *
20

*
102 ϕωϕωω −=  (33) 

Продифференцируем по времени выражение (33), учтем (32), и получим 

. 12 ϕωθω && =′  (34) 

Подставив в (34) выражения (27), (7), находим 

. 
cos

cos2~ 0
2

0

0
3 ω

θ

θω
NA

NBAA
n

−

−−+
−=  (35) 

Компоненты  33   , Ωω   связаны с  22   , Ωω   соотношениями [1, (5.55)*] 

, cossin 223 θωΩθω −=  (36) 

. cossin 223 ωθΩθΩ −=  (37) 

Внесем в (35) соотношения (36), (24), (25) и потребуем, чтобы полученное 
выражение обращалось в тождество. Это требование приводит к условиям 

, 0AAB −=  (38) 

( ) ,  00 nHIAINn −=  

при которых выражения (24), (25) упрощаются 

( )
, ~

sin

cos
2 n

N

NIA

θ

θω +−−
=  (39) 
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( )
. ~

sin

cos
2 n

N

NIA

θ

θΩ −−
=  (40) 

Вводим обозначения  

,bNIA =−  

βsin~
*gn =  (41) 

и записываем теперь (39), (40), (30) так 

,sin
sin

cos
*2 β

θ

θω g
b +−

=  (42) 

,sin
sin

1cos
*2 β

θ

θΩ −
=

b
g  (43) 

( )
.  sin

sin

cos
cos 2

2

2

2
*1 β

θ

θβω −
=

b
g  (44) 

При условии (38) из (27) устанавливаем 

. 2 1ωθ −=&  (45) 

Зависимость угла θ  от времени t  находим из уравнения (45) после подста-

новки в него (44) 

,~2coscos  sin1sincos 222 tbb βββθ −+=  (46) 

где 

( ),~
0* ttgt −=  (47) 

. 
cossin1

sincos
arccos

2

1
 

22

2
0

0*
ββ

βθ

b

b
tg

−

−
−=  

Подставив (58) в (54)–(56), находим 

( ) ( )
( )

,
~2coscos  sin1sin1

cossin ~2cos  sin1cos
2

222

22

*2

tbβb

tbb
gt

ββ

ββββω
−+−

−+−
=  (48) 
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( ) ( )
( )

,
~2coscos  sin1sin1

sin ~2coscos  sin11sin
2

222

2222

*2

tbβb

tbbb
gt

ββ

ββββΩ
−+−

−+−
=  (49) 

( )
( )

.
~2coscos  sin1sin1

~2sincos  sin1
2

222

22

*1

tbβb

tb
gt

ββ

ββω
−+−

−
=  (50) 

Из соотношения (26) с учетом (45) имеем 

( ) ( ) . 11 tt ωΩ −=  (51) 

Представим уравнение (34) в виде  

12  ωϕω && =   

и, подставив в него (29), (41), получим 

( )
. 

cos 2
2

22
*

2

tg ωβ

ωϕ
−

=
&

&  

В результате интегрирования находим зависимость угла ϕ  от времени 

( ) ( )
, 

cos
arccos

*

2
*

β

ωϕϕ
g

t
t −=  

где 

( ) . 
cos

arccos
*

20
0*

β

ωϕϕ
g

t +=  

Теперь можно представить 

( ) ( ) ( ) ( )
. 

cos
sin     , 

cos
cos

*

1
*

*

2
*

β

ωϕϕ
β

ωϕϕ
g

t

g

t
−=−=−  

Определив из этих соотношений  ϕϕ cos  , sin   и, подставив их в (9), полу-

чим 

. cossin     ,sinsin **
*
20**

*
10 ϕβωϕβω gg ==  
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Зависимость от времени угла Φ  собственного вращения тела 0S  вокруг оси 

его динамической симметрии найдем из циклического интеграла [1, (5.11)*] 

. ~
0003 nIn ==+ ΩΦ&  (52) 

Предполагая вначале, что  

1≠b  

из (52) с учетом (37), (42), (43), (46), (47) находим 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
, 

cos
arccos tgarctg sin1 2

 sin ~                   

*

2
0**

*0*

β

ωµβµ

βΦΦ

g

t
ttgb

tgbnt

+−−+

+++=
 (53) 

где 

( )
, 

1

cos  sin1sin1 222

*
b

bb

−

−+−
=

βββµ  (54) 

( ) . 
cos

arccos0
*

20
*

β

ωΦΦ
g

−=  (55) 

Таким образом, компоненты векторов угловых скоростей тел S  и 0S  в по-

луподвижных базисах 2121   ,  ,  , ΩΩωω  определены соотношениями (48)–

(51). 

Заметим, что из (31) следует, что тело S  равномерно вращается со 

скоростью 

, ~
3

*
2

*
20

*
1

*
10

* eeeω nωω ++=  

а тело 0S  под действием упругого элемента движется со скоростью  

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ,~ cossin

 sincos  

*
30

*
221

*
121

*

ээ

эΩ

ntt

tt
t

++−+

++=

ΦΩΦΩ

ΦΩΦΩ
 (56) 

в которой ( )tΦ  определено соотношениями (53)–(55). 

Найдем потенциальную энергию ( )θΠ  упругого элемента, используя 

интеграл энергии системы [1, (5.14)*] 
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( ) ( ) ( ) ( ) .22cos2 2211
2
2

2
10

2
2

2
1 hNAA =++−+++ θΠωΩθωΩΩΩωω  

Подставив в него (42)–(44), (51), получим 

( ) ,cos222 2
** θθΠ Ngh −=  

где    ( )[ ]. sin 21sin22 222
0

2
** ββ bNbAAghh +−+−+=  

Рассмотрим теперь случай 

. 1=b  (57) 

Зависимости (42)–(44), (46), (53) при этом таковы 

, sin
sin

cos1
*22 β

θ

θΩω −
−== g  (58) 

, sin
sin

cos1
cos 2

2

2
*11 β

θ

θβΩω 






 −
−=−= g  (59) 

, ~2cos cossincos 22 tββθ +=  (60) 

( ) ( )
, 

cosg
arccos  

*

2
*

β

ωΦΦ t
tvt ++=  (61) 

где    

, ~~
0 nnv +=  (62) 

( ) . 
cos

arccos0
*

20
*

β

ωΦΦ
g

−=  (63) 

Угловую скорость тела 0S  в базисе 3
*
2

*
1 эээ  определим из (56), подставив в 

них соотношения (58)–(63),  

( ) ,  sin cos **
*
1 ΦβΩ += tvg  (64) 

( ) ,  cos cos **
*
2 ΦβΩ += tvg  (65) 

. ~
0

*
3 n=Ω  (66) 
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Для случая (57) найдем для тела 0S  уравнение подвижного и неподвижного 

аксоидов. Для этого введем неподвижный базис, основываясь на неизменно-

сти в пространстве вектора g  [2], 

( )

ρ
α

ρ
ρν

ΩΩ gg

g

g

** Ωg
e

Ωg
e

g
e

×
=

××
==      ,      , 

2
 (67) 

где 

. 
g

*Ωg ×
=ρΩ  (68) 

Базис (67) повернут по отношению к неподвижному базису 321* EEEC   на 

угол  α   [2] 

( ) , 2
*** ρΩα ν ΩΩe && •×=  (69) 

. cossin    , sincos    , 321 αααα αραρν eeEeeEeE +−=+==  (70) 

Используя формулы [1, (5.5)*] 

, cossin     , sincos     , 32332211 θθθθ eeэeeэeэ +−=+==  (71) 

выразим из них  32   , ее    через   32   , ээ  

 cossin     , sincos     , 32332211 θθθθ ээeээeэe +=−==   

и, подставив их в (1), получим представление вектора  g   в полуподвижном 

базисе 321 эээ : 

, 3
0
32

0
21

0
1 эээg GGG ++=  

где 

1
0
1 GG = , (72) 

( ) ( ) , sin cos cos 202
0
2 θΩθωθ nNANAG +−+−=  (73) 

( ) . cossin 022
0
3 nnNAG +++−−= θθΩω  (74) 
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Компоненты этого же вектора в неизменно связанном с телом 0S  базисе 

***
321 эээ  получим, используя формулы перехода 

,    ,cossin    ,sincos 3
*
321

*
221

*
1 ээээээээ =+−=+= ΦΦΦΦ  (75) 

,3
*
30

*
2

*
20

*
1

*
10 эээg GGG ++=  

где 

,sincos 0
2

0
1

*
10 ΦΦ GGG +=  (76) 

,cossin 0
2

0
1

*
20 ΦΦ GGG +−=  (77) 

Подставив в (74), (76), (77) соотношения (2), (72), (73), (58)–(63), находим 

( ) , *
10

*
10 ΩAAG −−=  (78) 

( ) , *
20

*
20 ΩAAG −−=  (79) 

( ) . ~ 0
*
30 nAAG −=  (80) 

Из (68) с учетом (64)–(66), (78)–(80) определяем 

( ) βΩ ρ cos ~~
0nn +=  

и, принимая во внимание (62), запишем 

. cos βΩ ρ v=  (81) 

Подставив соотношения (64)–(66), (78)–(81) в (67), (69), находим 

, sincos cossin cos *
3

*
2

*
1 βγβγβν эээе +−−=  

, coscos sinsin sin *
3

*
2

*
1 βγβγβρ эээе −−−=  

, sincos 2
*
1 αγα ээе +−=  

,*g−=α&  (82) 

где обозначено 

.  *Φγ += tv  (83) 

Теперь из (70) получим 
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, sincos cossin cos *
3

*
2

*
11 βγβγβ эээE +−−=  (84) 

( )
( ) , cos cossin sincos cos sin     

sin coscos sin sin
*
3

*
2

*
12

αβαγαγβ
αγαγβ

ээ

эE

−+−+
+−−=

 (85) 

( )
( ) . sin coscos sinsin cos sin     

cos cossin sin sin
*
3

*
2

*
13

αβαγαγβ
αγαγβ

ээ

эE

+++
+−=

 (86) 

Отметим, что  

. ijji δ=• эE  

Обозначим ijE  матрицу вложения базиса  ***
321 эээ   в неподвижный 321 ЕЕЕ : 

, jiji E эE =  

где    

, sin   ,cos cos   ,sin cos 131211 βγβγβ =−=−= EEE  (87) 

,sincoscossinsin21 αγγγβ −−=E  

( ) ,coscos     , sinsincoscossin 2322 αβαγαγβ −=+= EsE  (88) 

,coscossinsinsin31 αγαγβ −=E  

. sincos     , cossinsincossin 3332 αβαγαγβ =+= EE  (89) 

Вектор *r , указывающий центр сферического шарнира, как следует из 

[1,(5.22)*] имеет вид 

, 303* эer aa −−=  

который с учетом формул перехода (71), (75) к базисам 321 эээ  и ***
321 эээ  

можно записать так 

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ].  2coscossin     

coscos 2cos1sinsin2sin     

cossin 2cos1sincos2sin 

22
03

*
2

*
1*

αββ
βγαβγα
βγαβγα

+−−+
+−++
+−+−=

aa

ca

a

э

э

эr

 

Используя матрицу вложения (87)–(89), запишем траекторию шарнира не-

подвижном базисе 321 ЕЕЕ  
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, 321* EEEr zyx ++=  

где 

( ) , sin 00 xaax =+−= β  

( ) , coscos0 αβaay +=  (90) 

( ) . sincos0 αβaaz +=  

Очевидно, что это эллипс, лежащий в плоскости 0xx = . 

Теперь легко определить скорость шарнира v  

, vvv 332211 ЕЕЕv ++=  

учитывая (90), (82), находим 

( )
( ) . coscos        v

,sincos   v,0v

*03

*021

αβ
αβ

gaaz

gaayx

−==
+====

&

&&
 (91)  

Запишем разложение вектора  *Ω  в неподвижном базисе, принимая во вни-

мание матрицу вложения (87)–(89), 

, 332211* EEEΩ ppp ++=  

где 

( ) , cossinsin 2
0*1 βββ −= gp  

( ) , coscos sinsin 0*2 αβββ +−= gp  (92) 

( ) , sincos sinsin 0*3 αβββ += gp  

. ~sin *00 gn=β  

Неподвижный аксоид тела 0S  [1, (12.12)*] имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,, 3
0
32

0
21

0
1

*

*

2
*

*
*

0 EEE
ΩvΩ

rζ µζµζµζ
Ω

µ
Ω

µ tttt ++=+
×

+=  

Подставив в это выражение значения (90)–(92), получим 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) , cossinsinsin              

sinsin cos2cos ,

2
0

*

*
0

0
2

0
2
*

2
*0

1

βββ
Ω

µβ

βββα
Ω

µζ

−++−

−+−=

g
aa

aa
g

t

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , cos cossinsincoscos              

coscos cossinsin ,

0

*

*
0

2
00
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(93) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , sin cossinsinsincos              
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где 

( ). sincos 0
222

*
2
* αβΩ += g  

Представим скорость шарнира v , используя разложение (91) и соотношения 

(84)–(86), в виде 

, vvv 330
*
220

*
110 эээv ++= **   

( )[ ] ,  2sinsinsin2coscos cos cosv 0*
*
10 αγβαγγβ −+−= aag  (94) 

( )[ ] ,  2sincossin2cossin sin cosv 0*
*
20 αγβαγγβ −−+= aag  

. 2sincos v 2
*30 αβga−=  

Подвижный аксоид тела 0S  [3], [1, (12.9)*] представим так 

( ) ( ) ( ) ( ) . , , ,, 3
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*0
2

*
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*0
1

*
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*

*0 эээ
ΩvΩ µξµξµξ
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µ
Ω

µξ tttt ++=+
×

=  (95) 

Внесем значения (64)–(66), (83), (94) в (95) и получим 
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( ) [{

( ) ] } ,sincoscossin 2sincossin2cossin 

sin2sincoscos,
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( ) ] } ,coscoscossin 2sinsinsin2coscos 
*

*
0 γβ

Ω
µββαγβαγ g

a +−+  

( ) ( ) . sincos 2cos , 0
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*2
0

2
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2
*0

3 β
Ω

µβα
Ω

µξ g
aa

g
t +−=  

Скорость скольжения подвижного аксоида по неподвижному равна 

, *** ΩΩv •  

и с учетом (92), (94) имеем вид 

( ) . 2sin cos sinsin 2
0

*

2
* αβββ

Ω
+−

g
a  (97) 

При движении подвижный аксоид (96) катится по неподвижному аксоиду 
(93), это движение сопровождается скольжением со скоростью (97). 
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