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Пропонується операторний підхід до викладу методики побудови 
фундаментальних систем рішень диференціальних рівнянь з постійними 
коефіцієнтами. 

 
Обычно [1-3], при изложении теории линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами и построении их общих 
решений вводят понятие характеристического многочлена, после чего, 
последовательно рассматривают случаи вещественных и комплексных, 
различных и кратных его корней. В каждом из них производят 
формирование линейно независимых систем решений и показывают их 
фундаментальность. В рамках теории линейных операторов все эти случаи 
рассматриваются с единых позиций. 

Пусть L – линейное пространство над полем комплексных чисел К 
бесконечно дифференцируемых на числовой оси функций вещественной 
переменной х. Обозначим через  
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где { } КaNn i ∈∪∈ ,0 ,- дифференциальный оператор, действие 

которого на  L  определим по правилу 
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для Lxy ∈∀ )( . Очевидно, что оператор )(DPn  является линейным, 

т.к. )()()()())()()(( 22112211 xyDPxyDPxyxyDP nnn α+α=α+α , 

для LyyК ∈∈αα∀ 2121 ,,, . 

При 0,1,1 10 === aan  оператор )(DPn  совпадает с 

операцией дифференцирования, при ,1,0 0 == an  - представляет собой 

тождественный оператор. 
Определим, далее, сумму и произведение операторов естественным 

образом, а именно,-  

))()(())()(( yDPDPyDPDP mnmn =⋅  

и  

yDPyDPyDPDP mnmn )()())()(( +=+ . 

 
В силу соответствующих свойств дифференцирования эти операции 

являются коммутативными и в техническом плане результирующие 
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операторы находятся по известным правилам сложения и умножения 
многочленов переменной D . 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение n-го порядка с 
постоянными коэффициентами 

0... )1(
1

)1(
1

)(
0 =++++ −

− yayayaya nn
nn ,  (1) 

где Raa i ∈≠ ,00 . В операторной форме оно имеет вид 

0)( =yDPn ,      (2) 

откуда следует, что множество решений уравнения (1) представляет собой 
ядро оператора )(DPn . 

Назовем алгебраическое уравнение 
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- характеристическим уравнением дифференциального уравнения (1). Пусть 

mλλ ,...,1 ,- его корни кратностей mrr ,...,1 , соответственно. Тогда 

оператор )(DPn , очевидно, можно представить в виде произведения 

.)...()()()( 21
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что произвольное значение 
K∈λ  является собственным значением оператора D , а функции 

xCexy λ=)( , - соответствующими собственными векторами. Пусть 

)(1 xy , - собственный вектор оператора D , соответствующий 

собственному значению 1λ . Тогда 

11111111 )()(,0)(, yyDyDyDy λ−λ=λ−=λ−λ=  и  

111 )()( yyD kk λ−λ=λ− . 

Отсюда следует, что  
1. собственные векторы оператораD , соответствующие различным 

собственным значениям ,  линейно независимы и 
2. собственные векторы оператораD , соответствующие собственным 

значениям
mλλλ ...,,, 21

, принадлежат ядру оператора (4). 

Справедливость первого утверждения следует от противного. 
Действительно, пусть 

кyy ...,,1 , - собственные векторы с собственными 

значениями 
кλλλ ,,..., 21 , соответственно. Предположим, что существует 

ненулевой набор 
кααα ,...,, 21

 такой, что 

0...2211 =α+α+α kк yyy . 
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Пусть, для определенности, 0≠αk . Тогда, действуя оператором 

1λ−D  на обе части последнего соотношения, имеем 

.0)(...)( 12122 =−++− kkk yy λλαλλα  

Продолжая аналогичным образом, а именно, действуя на получающиеся 
соотношения операторами 12 ...,, −−− kDD λλ последовательно, 

получим 

.0))...()(( 121 =λ−λλ−λλ−λα −− kkkkkkk y  

Отсюда или 0=αk  или ji λ=λ , но то и другое противоречит  

предположению. 
Второе утверждение, с учетом коммутативности произведения 

операторов, устанавливается непосредственной подстановкой. 

Рассмотрим теперь последовательно множители ir
iD )( λ− из 

разложения (4) и для каждого из них образуем жорданову цепочку векторов 
[4] 

.)(...,)(,0)(
1,121 −

=λ−=λ−=λ−
ii riiriiiiii yyDyyDyD             (5) 

В качестве первого вектора цепочки возьмем x
i

iey λ=1  и полагая, 

далее, равными нулю, появляющиеся при интегрировании постоянные, 
получим 
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Каждый вектор каждой цепочки принадлежит ядру оператора (4) и 
справедливой оказывается 

Теорема. Система векторов 
iiij rjmixy

i

,1,,1),( == , составленная 

из векторов (6) цепочек (5), является линейно независимой и образует базис 
ядра оператора (4). 

Доказательство.  Рассмотрим систему векторов (6) 
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Её линейная независимость вытекает от противного. 
Действительно, пусть 
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где ii rj ≤≤0 ,    0, ≠α
iji  - ненулевой набор коэффициентов, такой, что  

0.........
1111 111111 =α++α++α+α

mm mjmjmmjj yyyy .          (7) 

Подействуем на равенство (7) последовательно операторами 
11

2
1

1 )(,...,)(,)( 21 −−− λ−λ−λ− mj
m

jj DDD . 

В результате этого получим линейную комбинацию 
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собственных векторов, соответствующих различным собственным 
значениям, с отличными от нуля коэффициентами. А это означает их 
линейную зависимость, что невозможно.  

Справедливость второй части утверждения теоремы вытекает из 
единственности решения задачи Коши для линейного дифференциального 
уравнения. 

Действительно, пусть )(xy , - произвольное решение уравнения (1) и 

оно удовлетворяет начальным условиям 
)1(

00
)1(

0000 )(,...,)(,)( −− =′=′= nn yxyyxyyxy .  (8) 

Рассмотрим функцию ∑=
ji

ijij ycxy
,

)( , где ijy , - система линейно-

независимых решений (5), (6). Потребуем, чтобы )(xy  удовлетворяла 

условиям (8). Тогда для определения коэффициентов ijc  получим систему 

линейных алгебраических уравнений, определитель )]([ 0xyW ij  которой, 

где )]([ xyW ij ,- определитель Вронского, не равен нулю. Поэтому набор 

ijc  определяется единственным образом и, в силу единственности решения 

задачи Коши, )()( xyxy ≡ . Таким образом, система решений )(xyij  

действительно образует базис, что и требовалось доказать. 
Далее, учтем, что система линейно независимых векторов остается 

таковой, если ее векторы умножить на числа не равные нулю или отдельные 
пары векторов заменить на сумму и разность этих векторов. Это дает 

18



возможность упростить фундаментальную систему (6), убрав из нее 
факториалы, заменить комплексно сопряженные жордановы цепочки, 
соответствующие собственным значениям ,β±α=λ i  линейно 

независимыми системами действительных векторов вида  

te t βα cos ,    tte t βα cos , …, tet tr βα− cos1  и  

                                                                                                (9) 

te t βα sin ,     tte t βα sin , …, tet tr βα− sin1 , 

и, на основании этого, сформулировать следующее правило: 
 
Для построения фундаментальной системы решений уравнения (1) 

необходимо найти корни kkk iβαλ ±=  его характеристического 

уравнения (3) и выбрать те из них, которые имеют неотрицательную 

мнимую часть, т.е. 0≥kβ . Для каждого такого корня в фундаментальную 

систему необходимо включить совокупность функций вида (9), опустив при 
этом нулевые, где r -кратность корня. 
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