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УДК 531.38 
Условие существования прецессии общего вида 

гиростата в магнитном поле 
 

М.Е. Лесина, Я.В. Зиновьева 
                    Донецкий национальный технический университет 

 
Прецесійним ( безнутаційним ) рухом твердого тіла присвячена значна 

література, починаючи з робіт Г.Г. Аппельрота [1],  Д. Гріолі [2,3]. 
Достатньо повну бібліографію досліджень більш пізнього періоду можна 
відшукати в роботах [4]–[6]. 

У цій статті досліджено задачу про  існування безнутаційних рухів 
гіростата в магнітному полі з урахуванням ефекту Барнетта-Лондона. 
Умова існування зведена до квадратного рівняння відносно швидкості 
прецесії. Наведено параметричні рівняння як рухомого, так і нерухомого 
годографів кутової швидкості тіла. 

Уравнения движения тела в магнитном поле с учетом эффекта Барнетта-
Лондона [7] имеют вид 

 ( ) νsνννωωλωω ×+×−×+×+= CBAA & , (1) 

 ωνν ×=& . (2) 

Здесь ωωωω – угловая скорость тела, νννν  – единичный вектор вертикали (или оси 

симметрии силовых полей), s  – вектор обобщенного центра масс, λλλλ  –

гиростатический момент, A – тензор инерции гиростата, вычисленный в 

неподвижной точке, B  и C  – симметричные тензоры, им соответствуют 
симметричные матрицы третьего порядка. Точкой над переменными в левых 
частях уравнений (1), (2) обозначена относительная производная. 

Система уравнений (1), (2) допускает общие интегралы 

 ( ) k=⋅+ νλAω , (3) 

 1=⋅νν . (4) 

Не умаляя общности, можем считать, что неизменно связанная с телом 

система координат является главной для тензора инерции  

 0=ijA , при ji ≠ . (5) 

Аналогичные предположения для матриц В, С 

 0=ijB , 0=ijC , при ji ≠ , (6) 

безусловно, сужают постановку задачи (в дальнейшем предполагается эти 
условия снять). 
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Введем обозначения 

iii AA = , iii BB = , iii CC =  ( 3,2,1=i ) 

и запишем теперь уравнения (1), (2) в координатной форме при условиях (5), (6). 

( )
( ) ,2332323223

32233322323211

ννννωλ
ωλνωνωωωω

ssCC

BBAAA

−+−−−
−+−+−=&

 

 

( )
( ) ,3113131331

13311133131322

ννννωλ
ωλνωνωωωω

ssCC

BBAAA

−+−−−
−+−+−=&

 (7) 

( )
( ) ;1221212112

21122211212133

ννννωλ
ωλνωνωωωω

ssCC

BBAAA

−+−−−
−+−+−=&

 

 23321 ωνωνν −=& , (8) 

 31132 ωνωνν −=& , (9) 

 12213 ωνωνν −=& . (10) 

Прецессии общего вида – это движения, при которых угол γ  между 

неизменным в пространстве вектором ν  и неизменным в теле, единичным 
вектором e , сохраняет постоянные значения [3]. 

Инвариантное соотношение имеет вид: 

 cos=⋅νe γ . (11) 

П. В. Харламов разработал конструктивный метод построения 
инвариантных соотношений [8], следуя которому необходимо вычислять 
производные искомого инвариантного соотношения в силу уравнений (7) – (10) 
требуемое количество раз. 

Сначала продифференцируем соотношение (11) в силу уравнений (2) 

 ( ) 0=×⋅ ωνe . (12) 

Равенство (12) показывает, что векторы e , ν , ω  компланарны, 
следовательно, можно записать 

 νeω υu && += , (13) 

где функции ( )tu& , ( )tυ&  подлежат определению. 

Вычисляем вторую производную от инвариантного соотношения (11) 
(т.е. производную соотношения (12)) в силу уравнений (2) с учетом интеграла (4) 
и (13) 

 ( ) 0sin2 =×⋅+ νeω&&& γυu . (14) 
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Подставив представление (13) в правую часть динамических уравнений 
(7), находим  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )123.

][

][

23323232

233232322332233322

32

2

233232

2

3211

νννν
νλνλννυλλνν

ννυννυω

ssCC

BBeeeBeBu

eeueeuAAA

−+−−
−−+−+−+−+

++++−=
&&

&&&&&

 (15) 

Символ (123) показывает, что остальные два уравнения получают из 
выписанного циклической перестановкой индексов.  

Разделив уравнения (15) на iA  ( 3,2,1=i ), внесем их правые части во 

второе слагаемое выражений (14) и получим уравнение, связывающее u&  и υ&  

 0021

2

2212

2

11 =+++++ MMuMMuMuM υυυ &&&&&& , (16) 

в котором 

( ) ( )

( );122121

3

21

311313

2

13
233232

1

32
11

ν

νν

eveee
A

AA

eveee
A

AA
eveee

A

AA
M

−−+

+−−+−−=
 

( ) ( )

( ) ;sin22

1

2

2

2

2

2

1

3

21

2

3

2

1

2

1

2

3

2

132

2

2

3

2

3

2

2

1

32
12

γ+−−+

+−−+−−=

veve
A

AA

veve
A

AA
veve

A

AA
M

 

( ) ( )

( )122121

3

21

311313

2

13
233232

1

32
22

ννν

νννννν

eve
A

AA

eve
A

AA
eve

A

AA
M

−−+

+−−+−−=
; 
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( )( )

( )( )

( )( ),1

1

1

12211221122211

3

31133113311133

2

23322332233322

1

1

ννλλνν

ννλλνν

ννλλνν

eeeeeBeB
A

eeeeeBeB
A

eeeeeBeB
A

M

−−+−+

+−−+−+

+−−+−=

 

 

( )[ ]( )

( )[ ]( )

( )[ ]( ),1

1

1

122112212121

3

311331131313

2

233223323232

1

2

νννλνλνν

νννλνλνν

νννλνλνν

eeBB
A

eeBB
A

eeBB
A

M

−−+−+

+−−+−+

+−−+−=

 (17) 

( )[ ]( )

( )[ ]( )

( )[ ]( ).1

1

1

122112212121

3

311331131313

2

233223323232

1

0

νννννν

νννννν

νννννν

eessCC
A

eessCC
A

eessCC
A

M

−−+−−+

+−−+−−+

+−−+−−=

 

Внесем разложения (13) в интеграл (3) и найдем υ&  

 
( )
νν

eννλ

⋅
⋅−⋅−=

A

Auk &
&υ . (18) 

Заметим, что 0>++=⋅ 2

33

2

22

2

11 νAνAνAA νν . 

Подставив (18) в уравнение (16), получим уравнение для u&  (скорости 
собственного вращения) 

 021

2

0 =++ NuNuN && , (19) 

в котором 

( ) ( ) ( )( ) ( )2

2212

2

113210 ,, eνeννννν ⋅+⋅⋅−⋅= AMAAMAMνννN , 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ),

2,,

2

2

1

22123211

eννννν

νλeννλνν

⋅⋅−⋅+

+⋅−⋅−⋅−⋅=

AAMAM

kAMkAMνννN
 (20) 

( ) ( ) ( )( ) ( )2

02

2

223212 ,, νννλνννλ ⋅+⋅−⋅−⋅−= AMkAMkMνννN . 

Запишем уравнение (10) на инвариантном соотношении (13) и само 
инвариантное соотношение в виде 

 

du

d
ee 3

2112

ννν =− , 332211 cos νγνν eee −=+ , (21) 

которые можно рассматривать как линейную систему для определения 1ν , 2ν  с 

главным определителем 2

2

2

1 ee + . 

Случай  

 02

2

2

1 =+ ee  ( 021 == ee , 13 =e ) (22) 

как видно из (21) приводит к постоянству третьей компоненты вектора 3ν  

 γνν cos0

33 == . (23) 

Из уравнений (8), (9) находим 

21 νν u&& = , 

12 νν u&& −= , 

что вместе с условием γννν 2
0
2

3

2

2

2

1 sin1 =−=+  приводит к таким 

зависимостям 

 usinsin1 γν = ,    ucossin2 γν = . (24) 

Пусть теперь 

02

2

2

1 ≠+ ee ; 

Из (21) находим 

 

( ) ( )

( ) ( ).cos

,cos

332
31

2

2

2

2

1

331
32

1

2

2

2

1

νγνν

νγνν

ee
du

de
ee

ee
du

de
ee

−+−=+

−+=+
 (25) 

Подставив эти выражения в интеграл (4), получим 
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 ( ) ( ) .cossin1 2

33
22

3

2

3 γνγν
ee

du

d −−−=







 (26) 

Введем вместо 1e , 2e  постоянные α  и β  так, чтобы 

 βα coscos1 =e , βα cossin2 =e , βsin3 =e  (27) 

Тогда уравнение (26) принимает вид 

( )2

3
22

2

3 cossinsincos γβνγβν −−=








du

d
. 

Зависимость 3ν  от u  из него находим интегрированием 

 ( ) uu sinsincoscossin3 γβγβν += , (28) 

после чего из (25) с учетом (27) получим 

 

( ) ( )
( ) ( ).sinsinsincoscossincossincos

,sinsinsincoscoscoscossinsin

2

1

uuu

uuu

γβγβαγαν
γβγβαγαν

−+−=
−+=

 (29) 

Если подставить выражения (28), (29) в соотношения (20), то 

коэффициенты 0N , 1N , 2N  будут зависеть лишь от переменной u . После этого 

из дифференциального уравнения первого порядка (19), можно определить 
зависимость u  от времени t , а затем υ&  найдем из соотношения (18). 

Таким образом, после интегрирования уравнения (19), можем 
определить зависимости от времени компонент вектора угловой скорости. 

( ) ( ) ( ) ( )tttut 11 coscos νυβαω && += , 

    ( ) ( ) ( ) ( )tttut 22 cossin νυβαω && += , (30) 

( ) ( ) ( ) ( )tttut 33 sin νυβω && += . 

Запишем явные зависимости коэффициентов 0N , 1N , 2N  от компонент 

вектора ν . Для этого подставим выражения (17) в (20). 
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));()()((

)()(())()

())(()()((

))()())(()

()((sin))((),,(

311333122122122111

2332331221

3

21
23322231

13113113331221223113

2

13

12211123323323322231

13112332

1

322

3210

ννννννννν

ννννννννν

νννννννννν

νννννννννν

ννννγννν

eeAeeAeeA

eeAee
A

AA
eeAe

eAeeAeeAee
A

AA

eeAeeAeeAe

eAee
A

AA
AAN

−−−−−

−−−−+−−−

−−−−−−+

+−−−−−−

−−−+⋅⋅−= eννν

 

( ) ( ) −−+⋅⋅−= 32

1

322
3211 (sin)((,, νγννν e

A

AA
AkN νννλ  

+−−−− 312211123323323 ))()()(( νννννννν eeAeeAe  

−−+−−−+ 13

2

13
2233222311311 ()))()(( νννννννν e

A

AA
eeAeeA  

+−−−− 123322231131131 ))()()(( νννννννν eeAeeAe  

−−+−−−+ 21

3

21
3311333122122 ()))()(( νννννννν e

A

AA
eeAeeA  

−+−−−− 3233231133312212212 (())()()(( νννννννννν eAeeAeeAe  

−⋅+−−− 32

1

112211123 (
1

)(())))() νννννν e
A

AeeAe νν  

−−+−⋅− ))()(( 233223332223 eeeBeBAe λλννν νν  

−+−+−⋅− 13

2

23323232 (
1

))))((( ννλνλνν e
A

BBA eν  

−−+−⋅ ))()(( 311331113331 eeeBeBAe λλννν νν  

+−+−⋅− ))))((( 3131313 1
νλνλννBBA eν  
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−−+−⋅−+ ))()(((
1

1221122211221

3
1

eeeBeBAee
A

λλνννν νν  

 )));))((( 12212121 νλνλνν −+−⋅− BBA eν  (31) 

)).)()((
1

))(

)((
1

))()

((
1

()()))()((
1

)

)()((
1

))(

)((
1

)()(())()

()(()(),,(

122112212112

3

311331

131331

2

23322332322

3

1

2

122112212121

3

31

133131313

2

23322332

3232

1

122121

3

21
31

1313

2

13
233232

1

322

3212

1

ννννννννν

ννννννννν

νννλνλννν

ννλνλνννννλνλ

ννννννν

νννννννννν

eessCC
A

ees

sCC
A

eessC

C
A

AeeBB
A

e

eBB
A

ee

BB
A

kAee
A

AA
e

e
A

AA
ee

A

AA
kN

−−+−+−−

−+−+−−+−

−⋅+−−+−+−

−−+−+−−+

+−⋅−⋅+−−+−

−−+−−⋅−=

νν

νλνν

νλ

 

Явную зависимость от u  коэффициентов, ,0N  ,1N  2N  получим, если 

в соотношения (31) подставим (28), (29), а также найденные с помощью (27), 
(29) компоненты 

γβαανν sin)cossincossin(sin2332 uuee +=− , 

    γβαανν sin)cossinsinsincos(3113 uuee +−=− , (32) 

uee cossincos1221 γβνν −=− ; 

и  

 

[ ]
[ ]

;)sinsincoscos(sin

)sinsinsincos(cossincossincos

)sinsinsincos(coscoscossinsin

2

2

2

3

2

1

uA

uuA

uuAA

γβγβ
γβγβαγα

γβγβαγα

++

+−+−+

+−+=⋅νν

 (33) 
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);sinsincoscos(sinsin

)]sinsinsincos(cossin

cossincos[cossin)]sinsinsin

cos(coscoscossin[sincoscos

3

2

1

uA

u

uAu

uAA

γβγββ
γβγβα

γαβαγβ
γβαγαβα

++
+−+

+−+−
−+=⋅ eν

 (34) 

 

);sinsincoscos(sin)]sinsinsin

cos(cossincossincos[)]sinsinsin

cos(coscoscossin[sin

3

2

1

uu

uu

ukk

γβγβλγβ
γβαγαλγβ

γβαγαλ

+−−
−+−−

−+−=⋅− νλ

 (35) 

Заметим, что коэффициенты ,0N  ,1N  ,2N  имеют соответственно 

пятую, шестую, седьмую степени относительно ,1ν  ,2ν  ,3ν  а, следовательно, и 

относительно ,sinu  .cosu   Выразим u&  из уравнения (19) 

 )(
)(2

)()(
1

0

1 uF
uN

uDuN
u =

±−
=& , (36) 

где )()(4)()( 20

2

1 uNuNuNuD −=  многочлен двенадцатой степени 

относительно ,sinu  .cosu  

Подставив выражение для u&  в (18) получим 

 
( ) ( ) ( )uF

A

uFAk
2

1 =
⋅

⋅−⋅−=
νν

eννλυ& . (37) 

Соотношения (36), (37) определяют u&  и υ&  как функции параметра u . 
Эти величины должны обращать уравнение (15) в тождество. Две 

комбинации этих уравнений обращаются в тождество, а третье, которое 

получается умножением уравнений (15) соответственно на 
1

1

A

e
, 

2

2

A

e
, 

3

3

A

e
 и 

сложением полученных уравнений, приводит к условию 

 021

2

2212

2

1cos QQuQQuQuQu +++++=+ υυυγυ &&&&&&&&&& . (38) 

Внесем в условие (38) выражения (36), (37) и получим 

 ( ) ,0cos 121022

11

2

2222112

2

111

=′+′−++
++++

FFFQFQ

FQFQFFQFQ

γ
 (39) 

где 
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321

3

21

2

13

1

32
11 eee

A

AA

A

AA

A

AA
Q 







 −+
−

+
−

= , 

( ) ( )

( ),12213

3

21

31132

2

13
23321

1

32
12

νν

νννν

eee
A

AA

eee
A

AA
eee

A

AA
Q

+−+

++−++−=
 

213

3

21
132

2

13
321

1

32
22 νννννν e

A

AA
e

A

AA
e

A

AA
Q

−+
−

+
−

= , 

( )

( )

( ),1221122211

3

3

3113311133

2

2

2332233322

1

1
1

eeeBeB
A

e

eeeBeB
A

e

eeeBeB
A

e
Q

λλνν

λλνν

λλνν

−+−+

+−+−+

+−+−=

 

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ],12212121

3

3

31131313

2

2

23323232

1

1
2

νλνλνν

νλνλνν

νλνλνν

−+−+

+−+−+

+−+−=

BB
A

e

BB
A

e

BB
A

e
Q

 

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ].12212112

3

3

31131331

2

2

23323223

1

1
0

νννν

νννν

νννν

ssCC
A

e

ssCC
A

e

ssCC
A

e
Q

−+−+

+−+−+

+−+−=

 

Обращение равенства (39) тождественно в нуль и есть условие 
существования безнутационных движений в исследуемой задачи. 
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После установления связи между параметрами задачи iA , iB , iC , iλ , 

is  ( 3,2,1=i ), α , β , γ , k  зависимость u  от времени t  находим из (36). 

Существенное отличие этой задачи от задачи Кирхгофа состоит в том, 
что уравнение Кирхгофа [9] допускают три интеграла (линейный и 
квадратичный по u&  и υ& ), причем интеграл энергии, после исключения из него 

υ&  имеет вид 02

2

0 =+ PuP & , аналог условия (19) имеет такую же структуру. 

Другими словами, условия (39) компенсируют отсутствие интеграла энергии в 

исследуемой задачи. Очевидно, что наличие 1F ′  и 2F ′  в условии (39) усложняют 

задачу. 
Так как коэффициенты (31) в общем случае чрезвычайно громоздкие 

ограничимся случаем (22) 

021 == ee , 13 =e , 

при этом упростятся как коэффициенты (31), так и соотношения (32)–(35). 
Компоненты вектора ν  тогда определены соотношениями (23), (24). 
Коэффициенты (17) при условиях (22) таковы: 

011 =M , γνν 22
1

2

132
2

1

23
12 sin+

−
+

−
=

A

AA

A

AA
M , 

3
2
1

2

132
2

1

23
22 ννν 







 −
+

−
=

A

AA

A

AA
M , 

( ) ( )113

2

1
223

1

2
1 λννλνν −+−= B

A
B

A
M , 

( )[ ]

( )[ ]31131313

2

1

32233223

1

2
2

νλνλννν

νλνλννν

−+−+

+−+−=

BB
A

BB
A

M

, 

( )[ ]

( )[ ]31131331

2

1

32233232

1

2
0

ννννν

ννννν

ssCC
A

ssCC
A

M

−+−+

+−+−=
. 

Существенно упростятся при этом выражения (18) и (31) 
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νν

νλ

⋅
−⋅−

=
A

uAk &
&

33νυ , (40) 

( ){

},sin

sin

22
33

22
1

2

312
2

1

322
22

2
11330

γν

γννννν

A

A

AA

A

AA
AAAN

−

−







−−+−+=

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

sin

331

2

2

1
232

1

2

2
33

113

2

1
223

1

22

1

2

13

2

2

1

233

33

2

22

2

11

2

1












−+−+

+












−+−⋅⋅+







−+









+−−++⋅⋅−=

λννλννν

λννλννν

ννννγ

B
A

B
A

A

B
A

B
A

AA
A

AA

A

AA
AAAAkN

νννν

νννλ

 

( )

( )( ) ( )[ ]

( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )[ ] .31131331

2

1

32233232

1

2
.

2

31131313

2

1

32233223

1

2

2

1

2

132

2

1

232

2





−+−+





+−+−⋅+

+




−+−+

+




−+−⋅−⋅+

+






 −+−⋅−=

ννννν

ννννν

νλνλννν

νλνλννν

νν

ssCC
A

ssCC
A

A

BB
A

BB
A

kA

A

AA

A

AA
kN

νν

νλνν

νλ

 

Из соотношения (40) видно, что при 

 03 =ν  (41) 

υ&  не зависит от u& . Изучим этот случай. Для него из (23), (24) имеем 

 

.cos

,sin

2

1

u

u

=
=

ν
ν

 (42) 
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Уравнение (16) при условии (41) принимает вид 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 02112 MAMkMAMku νννλνννλ ⋅−⋅−−=⋅+⋅−& , (43) 

в котором 

12
1

2

132
2

1

23
12 +−+−= νν

A

AA

A

AA
M , 

 ( ) ( )113

2

1
223

1

2
1 λννλνν −+−= B

A
B

A
M , (44) 

( ),2
22

2
11

21

3
2 ννλ

AA
AA

M +=  ( )2
22

2
11

21

3
0 νν AA

AA

s
M += . 

Если в (43) множитель ( ) ( ) 112 µµ νννλ ⋅+⋅− Ak  не обращается 

тождественно в нуль, то из этого уравнения можно определить u& . 
Предварительно исследуем вариант 

 ( ) ( ) 0112 ≡⋅+⋅− MAMk νννλ . (45) 

Подставим в (45) выражения (41), (44) и получим 

 

( ) ( )
( ) ( )( )[

] .0

2

222111

2211213

2

22

2

11

221121

22

22

2

113

=−−
−−−−−++

+−−++

νλνλ
νλνλνν

νλνλνν

AA

kAAAAA

kAAAAB

 (46) 

Заметим, что с учетом (42) коэффициент при старшей гармонике 

u4cos  пропорционален 21 AA − , поэтому если 021 ≠− AA , выражение (46) 

тождественно в нуль не обращается. Если же 

 ( )AAAAA ===− 2121 0 , (47) 

то принимая во внимание (42), имеем 

AAA =+ 2

22

2

11 νν , 

а соотношение (46) таково 

( )( ) 0cossin 21333 =++−+ uuAAkAAB λλ . 

Оно обращается тождественно в нуль при условиях 

 033 =+ kAAB , (48) 

 021 == λλ . (49) 
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Так как левая часть в равенстве (43) тождественно равна нулю, то и 
правая часть тоже должна обращаться в нуль. Это возможно, если в дополнении 
к условиям (47), (49) выполняется еще одно 

033 =+ λkAs . 

Итак, при выполнении условий (41), (47) – (49) из (40) имеем 

 

3

3

A

B−=υ& . (50) 

Последнее условие означает, что динамически симметричное тело, 
гиростатический момент которого принадлежит оси вращения, совершает 
полурегулярную прецессию вокруг вертикали со скоростью (50). 

Для определения скорости u&  собственного вращения тела используем 
условие (38), которое при ограничениях (22), (41) совпадает с третьим 
дополнительным условием, из (15) 

 

( ) ( ) ( )
( ) ,12212112

2

22

2

11212121213

νννν
υνλνλννυννυ

ssCC

BBAAuA

−+−+
+++−+−= &&&&&

 (51) 

которое при условиях (47), (49)принимает вид 

( ) ( ) 1221211221213 ννννννυ ssCCBBuA −+−+−= &&& , 

Подставив в него (42) и (50), приходим к уравнению 

 ( ) ( ) ususuuBB
A

B
CCuA sincoscossin 2112

3

3
123 −+








−+−=&& . (52) 

Умножая обе части уравнения (52) на u&2  и интегрируя, получим 

 ususumnu cos~2sin~22cos 21

2 ++−=&  (53) 

где n  – постоянная интегрирования, а m, 21
~,~ ss  – безразмерные параметры. 

( ) ( )[ ]
3

2
2

3

1
11231232

3

~,~,
2

1

A

s
s

A

s
sBBBCCA

A
m ==−+−=  

Из уравнения (53) имеем 

 ∫ −++
=

u

u umususn

du
t

0
2coscos~2sin~2 21

, (54) 

введя замену 
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z
u

tg =
2

, 

из (54) находим 

 ∫ ++++
=

2

2
41

2
2

3
1

4
00 464

2

u
tg

u
tg

azazazaza

dz
t , (55) 

где 

20
~2smna −−= , 11

~sa = , ( )mna 3
3

1
2 += , 24

~2smna +−= .   

Зависимость uот t  получим обращением эллиптического интеграла (55). 
Выделим вначале случай, когда дискриминант уравнения 

 ( ) 0464 41

2

2

3

1

4

04 =++++= azazazazazP  (56) 

равен нулю, т.е. уравнение имеет двукратный корень 1z : 

( ) ( ) ( ) 







−++−=

1

1
110

2

0

2

14 3
z

a
zazazazzzP . 

При этом 

 

( ) ( )
∫









−++−

=
2

2

1

1
110

2
01

0

3

2

u
tg

u
tg

z

a
zazazazz

dz
t . (57) 

Как известно, интеграл, стоящий справа в (57), вычисляется в 
элементарных функциях. При его вычислении необходимо рассматривать три 
варианта. 

I. 032
1

1
11

2
10 >−+

z

a
zaza , ( ) 0

4
3

1

102

110 ≠++
z

aa
aza , 

( ) ( ) leadeda

c
z

u
tg

222

4

2 1 −−++
+=

−ττ . 

II. 032
1

1
11

2
10 >−+

z

a
zaza , ( ) 0

4
3

1

102

110 =++
z

aa
aza , 

lde

c
z

u
tg

−
+= τ

2

2 1 . 
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В обоих случаях t
z

a
zaza

2

32
1

1
10

2
10 −+

−=τ . 

III. 032
1

1
11

2
10 <−+

z

a
zaza , ( ) 0

4
3

1

102

110 >++
z

aa
aza , 

lmd

c
z

u
tg

−+
+=

ττ sin2cos

2

2 1 , 

где 

t

zaza
z

a

2

32 10
2
10

1

1 −−
=τ . 

Здесь введены обозначения 

( ) ,323
1

1
11

2
10

1

1
0110

2
00

2









−+








−++=

z

a
zaza

z

a
zazazaa  

22 am −= , 

( )( )101103 zzazal −+= , ( )10

1

1
11

2
10 32 zz

z

a
zazac −








−+= , 

( )
1

1
011100

2
10 233

z

a
zazazazad −+++= , 

2
0

0

u
tgz = . 

В случае, когда дискриминант G  уравнения (56) отличен от нуля, 
интеграл, стоящий справа в (55), можно выразить, например, посредством 
эллиптической функции Вейерштрасса. 

Для этого [10, с.42] приведем этот интеграл к канонической форме 
Вейерштрасса. Инварианты уравнения (56) таковы 

( )2
2

2
1

22
2

~3~33
3

4
ssnmg −−+= , 

( ) ( )[ ]2
2

2
1

32
2

2
1

2
3

~~92~~2718
27

4
ssnnmssnmg +−+−+−= , 

а дискриминант 2

3

3

2 27ggG −=  можно записать так: 



185 
 

{ ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0~~4~~~~92~~2

~~108~~15~~204

~~36~~324416

2

2

2

1

222

2

2

1

2

2

2

1

32

2

2

1

2
2

2
1

22
2

2
1

2
2

2
1

242

2

2

2

1

32

2

2

1

246

≠+−+++−+−

−++−+−+

+++++−=

ssnssssnnssm

ssssssnnm

ssnmssnmmG

 

Введем новую переменную ξ  и параметры M  и c  таким образом 

1zz

M
c

−
−=ξ , ( )1

"
424

1
zPc = , )(

4

1
1

'
4 zPM −=  где 1z  - корень уравнения 

(56) ( ( ) 014 =zP ). 

После этого интеграл (55) принимает вид [10, с.13] 

( )∫ −−−
=

32
32 4 ggc

d
Mt

ξξξ
ξ

 

и, может быть, представлен в форме 

( )












−
−−

−






 −+−
−−

=
c

gg
HcgcJJ

gcgc

M
t

ξ
ξξ 32

3

1
2

201

32

3

4
6

2

1
2

4
. 

Здесь 0J , 1J , 1H –эллиптические интегралы соответственно первого, 

второго и третьего типов в форме Вейерштрасса. 

,
4 32

30 ∫ −−
=

gg

d
J

ξξ
ξ

 

,
4 32

31 ∫ −−
=

gg

d
J

ξξ
ξξ

 

.
4)( 32

31 ∫ −−−
=

ggc

d
H

ξξξ
ξ

 

Откажемся от условий (48), (49) и представим (43) в виде 

 .
))((

)()(

2211333

2211333

νλνλ
νλνλλλ

++−+
+++−=

AAABkA

kAs
u&  (58) 

Потребуем, чтобы выполнялись условия 

 )( 3333 ABkAkAs +−=+ µλ , (59) 

 ),( 33 AA+−= µλ  (60) 

вследствие, которых из (58) имеем 



186 
 

 ,µ=u&  (61) 

Уравнение (40) при условиях (41), (42), (47), (61) можно записать так 

 

A

uuk cossin 21 λλυ −−=&  (62) 

и после этого запишем уравнение (51) 

 

.0)sincos()sincos(

)cossin(cossin)(

cossin)cossin)((

2121

2112

2121

=−+−+
+−−+−+

+−−−

ususAuu

uukuuCCA

uuuukBB

λλ
λλ

λλ
 (63) 

Приравнивая нулю коэффициенты при синусах и косинусах кратных 
дуг, получаем условия при которых равенство (63) тождественно обращается в 
нуль. 

 ,21 BBB ==   ,
2
2

21 A
CC

λ=−   ,01 =s     

A

k
s 2

2

λ−= , (64) 

 .01 =λ  (65) 

При  ограничении (65) выражение (62) принимает вид 

 .
cos2

A

uk λυ −=&  (66) 

Зависимость u  от t   находим  из (61) 

.)( 0 tutu µ+=  

Таким образом, при условиях (22), (41), (47), (59), (60), (64), (65) 
найдены полурегулярные прецессии с постоянной скоростью собственного 
вращения (61) и скоростью прецессии (66). В решении остались  свободными 

параметры ,A  ,3A  ,B  ,3B  ,1C  ,3C  ,2λ  ,3s  ,µ  ,0u .k  

Основные переменные задачи таковы 

,sin)cos(
1

21 uuk
A

λω −=   ,cos)cos(
1

22 uuk
A

λω −=    ,3 µω =     

,sin1 u=ν   ,cos2 u=ν    ,03 =ν    .0 tuu µ+=  

 
Дополнительный интеграл  Как отмечено вначале,  уравнения (1), (2) 

допускают два общих интеграла (3), (4). Оказывается, что на инвариантном 
соотношении (11) и его следствии (13), при условиях (22), (41) соотношение (18) 
принимает вид 
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,
2

22

2

11

2211

νν
νλνλυ

AA

k

+
−−=&  

а третье динамическое уравнение из (15) при этом таково 

 

.)(

))((

))((

)(

)(
)(

12212112

212
22

2
11

221121

2

22

2

11

22111221

2122

22

2

11

2
2211

213

νννν

νν
νν

νλνλ
νν

νλνλνλνλ

νν
νν

νλνλ

ssCC

AA

kBB

AA

k

AA

k
AAuA

−+−+

+
+

−−−+

+
+

−−−+

+
+

−−−=&&

 (67) 

Умножая обе части уравнения (67) на ,2u&  учитывая  соотношения (42), 

и, интегрируя  при 21 AA ≠ , получаем дополнительный интеграл 

 

,)(cos2

sin2sin)(
cossin

)cossin(

212

1
2

122

2

2

1

2

212
3

IBBus

usuCC
uAuA

uuk
nuA

−++

++−+
+
−−−= λλ

&

 (68) 

где 

,
cos

cos
ln

2

sin
2

)cossin(2
)cossinln(

121

121

21

1

21

2

2

21

21

2

21

1

21

212

2

2

1

21

AuAA

AuAA

AA

A

AA

u
A

AA
arctg

AA

A

AA

AA

uu
uAuA

AA

k
I

+−
−−

−−
−

−−
−−

+

+
−
+−+

−
=

λ

λ

λλ

 

если 

021 >− AA ; 
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,
sin

sin
ln

cos
2

)cossin(2
)cosln(sin

212

212

12

2

12

1

1

12

12

1

12

2

21

212

1

22

21

AuAA

AuAA

AA

A

AA

u
A

AA
arctg

AA

A

AA

AA

uu
u

A

A
u

AA

k
I

+−
−−

−−
+

+−
−−

−

−
−
+−+

−
=

λ

λ

λλ

 

если 

012 >− AA . 

Безусловно, найденный интеграл (68) позволяет получить 
дополнительную информацию о системе уравнений (1), (2). Этот интеграл не 
зависит явно от времени и содержит произвольную постоянную n , но для 
сведения исследуемой задачи к квадратурам необходим еще один интеграл (из-
за отсутствия интеграла энергии). 

Так как для существования безнутационных  движений необходимо 
обращать тождественно в нуль условие (19), используя (18) и (68), наличие 
трансцендентных функций, содержащихся в (68), не позволит выполнить эту 
операцию, поэтому необходимо считать, что найденный интеграл есть 

алгебраический, то есть .21 BBB ==  

При таком условии дополнительный интеграл таков 

.cos2sin2

sin)(
cossin

)cossin(

21

2

122

2

2

1

2
212

33

usus

uCC
uAuA

uuk
nA

++

+−+
+

−−−= λλω
 

Если же 21 AA = , в результате интегрирования уравнения (67) в правой 

части получим многочлен относительно usin , ucos . 

,cos2sin2sin)(

)cos
3

2
sin

3

2
sin(

)cossin(
1

21

2

12

3
2

3
1

221

2
21

2
3

nususuCC

uuuk
A

BB

uuk
A

uA

+++−+

++−−−+

+−−=

λλ

λλ&

 

где n  – постоянная интегрирования. 
Так как тело имеет неподвижную точку , то построение полного 

решения в соответствии с работой [11,c 250-254] сводится к нахождению 
годографов (подвижного и неподвижного) угловой скорости тела. 
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Параметрические уравнения подвижного годографа даны соотношением 
(30), причем угол υ  прецессии в них явно не входит. Поскольку известны 

зависимости (28), (29) )(uiν , то компоненты iΩ   угловой скорости тела в 

неподвижной системе координат, первая ось которой направлена по вектору ν  
[12] , таковы 

 ,1 νω ⋅=Ω        ,cos2 αω ρ=Ω       ,sin3 αω ρ=Ω  (69) 

где 

 ,)()( 22
νωωω ⋅−⋅=pω  (70) 

а уравнение, определяющие  угол *α  ,  имеет вид: 

 ).(2
ωνω ×⋅=∗ &&αω ρ   (71) 

Внесем (28)–(30) в (70), (69) и получим 

 ,sin222 γω ρ u&=  (72) 

,1 υ&=Ω        ,cossin2 αγu&=Ω            .sinsin3 αγu&=Ω  

Так как на инвариантном соотношении (13) 

),( eνων ×=× u&  

то 

),()( eνωωνω ×=×⋅ &&& u  

а привлекая соотношение (14) получим, что 

 .sin)( 22 γυ&&& u=×⋅ ωνω  (73) 

Подставив (72) в (73), (71) находим 

.υα && =∗  

Таким образом, ∗α&  совпадает со скоростью прецессии .υ&  

Этот результат был ожидаем, так как для рассматриваемых движений 
компоненты угловой скорости в неподвижной системе координат так же 
выражаются через углы Эйлера и их производные. Здесь это углы ,u  ,υ  .γ  
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