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УДК 539.3 

ІНТЕНСИВНІСТЬ ДИНАМІЧНОЇ КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ 
У ЗАДАЧАХ СТАЛИХ КОЛИВАНЬ 

КУСКОВО-НЕОДНОРІДНИХ ТЕРМОПРУЖНІХ ОБЛАСТЕЙ 

Вовк Л.П., д.т.н., Кисіль К.С., ас. 

АДІ ДВНЗ ДонНТУ, м. Горлівка, Україна 

Розглядається задача динамічної термопружної деформації складених тіл, пере-
різ яких має сингулярні точки, що зумовлює концентрацію напружень, яка і визначає 
міцність деталі в цілому. Проведено аналіз особливостей напружено-деформованого 
стану в околі нерегулярних точок границі області з урахуванням впливу температу-
рних напружень на локальну концентрацію напружень. Аналітичний розв'язок задачі 
будується за допомогою модифікації методу суперпозиції, що зводить задачу до си-
стеми сингулярних інтегральних рівнянь з відомою асимптотикою невідомих. 

Вступ 

Визначення характеру поведінки напружено-деформованого стану в околі нерегу-
лярних точок зовнішніх і внутрішніх границь кусково-неоднорідних тіл дозволяє при 
чисельному аналізі найкращим чином апроксимувати рішення і побудувати інтегра-
льний алгоритм його знаходження. Питанням дослідження рішень задач теорії пруж-
ності у околі кутових точок, які належать лініям розділу двох різнорідних середовищ 
присвячено досить багато наукових публікацій, серед яких відзначимо роботи [1-4]. 
Характер локальної особливості по напруженням у сингулярних точках сполучення 
трьох і чотирьох середовищ розглядалися у [5-6] отримані у цих роботах результати 
дають змогу, по-перше, розповсюдити відомий метод суперпозиції [7] на кусково-
неоднорідні і термопружні області і, по-друге, дослідити вплив термічних параметрів 
на локальну концентрацію напружень у нерегулярних зонах області. 

Мета роботи 

За методом суперпозиції рішення задачі представляється у вигляді суми декількох 
послідовних частинних рішень, які мають конкретні властивості симетрії. При цьому 
передбачається, що поверхня пружного тіла утворена частинами координатних пове-
рхонь різних сімейств в ортогональних системах координат.  

Метою даної роботи служить розповсюдження алгоритму методу суперпозиції 
для розрахунку термопружних кусково-неоднорідних тіл з визначенням характеру 
динамічного НДС у околу сингулярних кутових точок областей, застосування розро-
бленої схеми для чисельно-аналітичного розрахунку параметрів локальної особливо-
сті (ПЛО) по напруженням і аналіз впливу температурних ефектів на ПЛО. При цьо-
му, якщо враховувати локальний характер концентрації напружень та ПЛО, можливо 
розповсюдити отримані нижче результати на відмінні від розгляданих у даній роботі 
геометричні конфігурації областей. 
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Мал.1 Геометрія перетину тіла 

Постановка задачі 

Нехай переріз деталі – деяка прямокутна область, яка займає в системі координат 

21  O  область    21 GGD   (мал.1). Області  mG  2,1m  зістиковано одна з 

одною. Вони є ізотропними, в загальному випадку мають різні пружні константи та 
визначаються нерівностями  

    bcG  2121
1 ;:,  ,         baccaG  2121

2 ;,,:,  ,  

де 21,  – декартові координати. 

Нехай на границі області a1 , b2  задано нормальне навантаження інте-

нсивності  11 q  та  22 q  відповідно, що гармонійно змінюється в часі з частотою 

 . Передбачається, що дана область має вільний теплообмін з навколишнім середо-
вищем. Безрозмірні амплітудні характеристики переміщень   2,1,, iyxUi  і приросту 

температури  yx,  визначаються системою рівнянь зв'язаної термопружності в 

безрозмірних координатах для областей  1G  та  2G  відповідно[8]: 
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Тут були використані наступні позначення: 
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   2,1,
~

miU m
i  – компоненти вектора переміщень;  m~ – приріст температури; 
 mT – абсолютна температура точок тіла; 0 – температура тіла у недеформованому 

і ненапруженому стані;  m – щільність;    mm  , – параметри Ляме,  

        m
t

mmm   23 ;  
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c


 0 , де 

 m
t – коефіцієнт лінійного термічного розширення;  m

0 – коефіцієнт теплопровід-

ності;  mc – питома теплоємність при постійній деформації. 

При формулюванні граничних умов, враховуючи симетрію області, розглянемо 
напружений стан частини області, розташованої у першій чверті. Вводимо локальну 
безрозмірну координату  
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C ,     21112  mm CC . 

Таким чином, граничні умови задачі запишуться наступним чином в безрозмір-
ному вигляді: 
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r , 2,1 ;  m
1 - приведений коефіцієнт теплопровідності;  m - коефіцієнт 

тепловіддачі. 

Реалізація методу суперпозиції 

Маємо наступні вирази для загального розв’язку в областях    2,1mG m  [4] 
                     xyrchRyxtshHU 1111111
1 sincos  
                     xyrshRyxtchHU 1111111
2 cossin  
                     xyrchLyxtchK 1111111 coscos  
                           xyrchRyxtchQxtshHU ˆsincosˆˆ 222122222
1  (3) 
                           xyrshRyxtshQxtchHU ˆcossinˆˆ 222122222
2  
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                           xyrchLyxtshMxtchK ˆcoscosˆˆ 222122222  

В якості значень параметрів  1 ,  m  обираємо послідовності чисел [7]: 
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Підставляємо вирази (3) в системи рівнянь руху і теплопровідності (1) та (2). 
Отримаємо дві системи однорідних рівнянь відносно довільних сталих 

 mH ,  mH ,  mR ,  mR ,  mQ ,  mQ ,  mK ,  mL ,  mM . 

Позначимо через  m
kt  та  m

jr – корені характеристичних рівнянь  1 2 3, ,  , 

отримані за умови існування нетривіального розв’язку двох отриманих однорідних 
систем рівнянь: 
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З аналізу систем однорідних рівнянь виходить, що постійні 
 mH ,  mH ,  mR ,  mR ,  mQ ,  mQ ,  mK ,  mL ,  mM  пов'язані співвідношеннями: 
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Загальний розв’язок крайової задачі конструюємо окремо для кожної області 
 mG . 

Для області  1G  
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Для області  2G  



 6 

                  

                 xlQxlHxyrchRB

yxtchQxtshHPyxU

jj
j

jj

kkkkk
k

k

ˆcosˆsinˆsin

cosˆˆ,ˆ

2
2

2
0

2
2

2
0

22
3

1

22
1

12222
3

1

2
1

2
1



























                

           ylRxyrshR

yxtshQxtchHyxU

jj
j

j

k
kkkkk

2
2

2
02

22
3

1

2

3

1

122222
2

sinˆcos

sinˆˆ,ˆ

























                  

                 xlCxlBxyrchRB

yxtshQxtchHPyx

jj
j

jj

kkkkk
k

k

ˆcosˆsincos

cosˆˆ,

2
2

2
0

2
2

2
02

22
3

1

22
2

12222
3

1

2
2

2



























 

де  m
kH  ,  m

kR ,  mH 0 ,  mR0 ,  mB0 ,  mC0 ,  mQ0 - довільні постійні, такі, що підлягають 

визначенню з граничних умов. 

Формулювання і рішення допоміжних крайових задач 

Реалізуючі основний алгоритм модифікованого для випадку термопружної облас-
ті методу суперпозиції [3-5] для отримання визначальної системи інтегральних рів-
нянь (СІР), розглянемо допоміжну крайову задачу, що характеризується наступними 
умовами в околі границь прямокутного перерізу деталі: 
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для області  2G  
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 yf1 ,  xf2 ,  yf3 ,  xf ˆ4 ,  yf5 ,  yf6 ,  xf ˆ7 , )(8 xf ,  y1  − невідомі допоміжні 

функції. 
Допоміжна крайова задача (4), (5) не відповідає, звичайно, початковій граничній 

задачі, але припускає аналітичне рішення і дозволяє, по-перше, задовольнити части-
ну початкових граничних умов і, по-друге, виразити усі характеристики початкової 
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задачі через коефіцієнти Фур’є невідомих функцій  yf1 ,  xf2 ,  yf3 ,  xf ˆ4 , 

 yf5 ,  yf6 ,  xf ˆ7 , )(8 xf ,  y1 . 

Після визначення констант  m
kH   та  m

kR , через коефіцієнти Фур’є kf1 , jf 2 , kf3 , 

jf 4 , kf5 , kf6 , jf7 , jf8 , k1  введених функцій  yf1 ,  xf2 ,  yf3 ,  xf ˆ4 ,  yf5 , 

 yf6 ,  xf ˆ7 , )(8 xf ,  y1 , отримуємо компоненти вектора переміщень 21,UU і тем-

пературу  . Наприклад в області  1G  вони мають вигляд: 

      
  
  

 
  
  

 
  
  



 





















1
1

3

1
31

31
2

1
21

21
1

1
11

11
1

1 2,
k

k
tsh

xtsh

tsh

xtsh

tsh

xtsh
fyxU


 

 
  
  

  
   





























 1
3

1
3

1
1

1
11

45
tsh

xtsh

tsh

xtsh
f k

 
  
  

 
  
  

 
  
     

















 


 y

tsh

xtsh

tsh

xtsh

tsh

xtsh
kk cos

1
3

1
31

71
2

1
21

21
1

1
11

61  

  
  
  

 
  
  

 
  
  



 





















1
1

3

1
31

101
2

1
21

91
1

1
11

82 2
j

j
rsh

yrch

rsh

yrch

rsh

yrch
f



  
  
  

 
  
  

   
 

 


 1
1

1
1

10
1

1
3

1
31

121
1

1
11

118
sin

sin
sin

k

xk
fx

rsh

yrch

rsh

yrch
f jj 




















  

        
  

 
  
  

 
  
  



 

















1
1

3

1
31

151
2

1
21

141
1

1
11

131
1

2 ,
k

k
tsh

xtch

tsh

xtch

tsh

xtch
fyxU


 

 
  
  

 
  
   
















 1
3

1
31

171
1

1
11

165
tsh

xtch

tsh

xtch
f k  

 
  
  

 
  
  

 
  
    

















 


 y

tsh

xtch

tsh

xtch

tsh

xtch
kk sin

1
3

1
31

201
2

1
21

191
1

1
11

181    (6) 

 
  
  

 
  
  

 
  
  

 
  
  

  
   


















































 



  1
3

1
3

1
1

1
11

248
1

1
3

1
31

231
2

1
21

221
1

1
11

212
rsh

yrsh

rsh

yrsh
f

rsh

yrsh

rsh

yrsh

rsh

yrsh
f j

j
j

   
 

 


1
1

1
1

20
1

sin

sin
cos

k

yk
fxj   

     
  
  

 
  
  

 
  
  

 
  
  



























1
1

3

1
31

281
1

1
11

2751
3

1
31

261
1

1
11

251
1 ,

k
kk tsh

xtch

tsh

xtch
f

tsh

xtch

tsh

xtch
fyx


 

 
  
  

 
  
    

















 


 y

tsh

xtch

tsh

xtch
kk cos

1
3

1
31

341
1

1
11

331  

 
  
  

 
  
  

 
  
  

 
  
   




































 



  1
3

1
31

321
1

1
11

318
1

1
3

1
31

301
1

1
11

292
rsh

yrch

rsh

yrch
f

rsh

yrch

rsh

yrch
f j

j
j  



 8 

   
 

   

 

   


1
1

1
1

1
1

401
1

1
1

1
1

30
1

sin

cos

sin

cos
cos

kk

yk
f

kk

xk
fxj   

де, наприклад, 
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kjjkjjkjk ffffffffffffff 187660550440330220110 ,,,,,,,,,,,,,,  − коефіцієнти Фур’є від-

повідних функцій. 

Виведення визначальної системи інтегральних рівнянь (СІР) 

Використовуючи невраховані граничні умови з (2), а саме 
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зведемо досліджувану задачу до розв’язку наступної системи інтегральних рівнянь 
відносно функцій  yf1 ,  xf2 ,  yf3 ,  xf ˆ4 ,  yf5 ,  yf6 ,  xf ˆ7 , )(8 xf ,  y1  
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Наприклад, для першого рівняння маємо: 
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Асимптотичний аналіз НДС у кутових точках перерізу 

Проведемо дослідження розв’язку СІР у кутових точках областей  mG . Це дозво-
лить визначити асимптотику коефіцієнтів Фур’є невідомих функцій у випадку коли 

k  та j . Відповідно алгоритму наведеному у [4] припустимо, що функ-

ції  1 ,  yf k5 ,  xf j ˆ7 , )(8 xf j  мають особливість у кутовій точці стику областей 

  ,A  

    1
11

  A ,   ;     1
55

  AFf ,    

  1
77

  AFf , 0 ;     1
88

  AFf ,       (8) 

а функції  if  неперервні у своїх областях визначення, але їх похідні мають розрив 

у кутових точках. В околі точки   ,A  

    1
11

  AFf  якщо   ,     1
22

  AFf  якщо    

  1
44

  AFf  якщо 0        (9) 

В околі точки   ,2B  області  2G  

    1
33

  BFf ,   ;     1
244

  BFf , 2   

    1
66

  BFf ,   ;     1
277

  BFf , 2                 (10) 

Через  ,,,  позначено параметри локальної особливості (ПЛО) по напружен-

ням і температурі відповідно, що характеризують особливості функцій  yf1 ,  xf2 , 

 yf3 ,  xf ˆ4 ,  yf5 ,  yf6 ,  xf ˆ7 , )(8 xf ,  y1 , а через ABAA FFFF 8721 ,,,,   − довільні 

постійні. 
Визначаємо асимптотику коефіцієнтів Фур’є функцій в околі точок A  та B .  
Можна показати, що коли  jk ,  
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j

j Ff  якщо 0 ,  

   


 11
55 kk Ff ,    


 21

66 kk Ff ,    


 21
277 jj Ff  якщо 2  , 

     


 21
2

1
77 1 j

j
j Ff  якщо 0 ,    


 11

88 jj Ff ;               (11) 

 111 2  A ,  111 2  AFF ,  122 2  AFF ,  133 2  BFF ,  144 2  AFF ,  

 144 2  BFF ,  155 2  AFF ,  166 2  BFF ,  177 2  AFF ,  177 2  BFF  , 

 188 2  AFF , де  x  - гамма-функція,      2sin1   . 

Якщо підставити формули (8)-(11) у вирази для лінійних операторів (7) системи 
інтегральних рівнянь, отримаємо можливість дослідити асимптотичну поведінку її 
лівих частин. Таким чином, для визначення характеру особливості допоміжних фун-
кцій в околі точки A  маємо наступні рівняння 

     yUyU ,0, 2
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2  ,    

0ˆ

21




xx 
,      yy ,0, 2
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11   , (якщо y ), 

   qx  ,1
22 ,     011

8 Tf , (якщо x ),                 (12) 

   qx  ,ˆ2
22 ,     022

7 Tf , (якщо 0ˆ x ). 

В околі точки B маємо наступні рівняння 
   qy ,2
2

11  ,     022
6 Tf  (якщо y ),                 (13) 

   qx  ,ˆ2
22 ,     022

7 Tf , (якщо 2ˆ x ). 

Підставляємо асимптотичні вирази для коефіцієнтів Фур’є допоміжних функцій 
(11) до рівнянь (12) та (13). Після сумування рядів та враховуючи асимптотичну зна-
чимість невідомих функцій отримаємо наступну однорідну систему алгебраїчних 
рівнянь для визначення ПЛО по напруженням та температурі 
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Тут використані позначення  
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Особливість цієї системи полягає у тому, що вона розпадається на чотири части-
ни. Перші чотири рівняння, об’єднані формулами (14) містять невідомі 1 , 1F , 2F , 

4F . Вони визначають значення   − ПЛО по напруженням у точці A . П’яте, шосте 

та сьоме рівняння об’єднують формули (15). Вони містять невідомі 5F , 7F , 8F  та 
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визначають значення   − ПЛО по температурі у точці A . Рівняння (16) та (17) міс-

тять невідомі 3F , 4F  та 6F , 7F  відповідно й визначають особливість у зовнішній 

кутовій точці B − ПЛО по напруженням та температурі   та  . 

За умови існування нетривіального розв’язку рівнянь (14) та (16) даної системи 
отримаємо два характеристичні рівняння для визначення параметру  : 

0
2

sin22 
 .       (18) 

Характеристичне рівняння (18) має один дійсний корінь 10  , та безліч компле-

ксних коренів, kkk i   [3, 4]. Звичайно, треба врахувати лише ті комплексні 

корені, для яких 1Re k . 

Рівняння (15) та (17) системи дають підставу казати, що температура не має особ-
ливості у кутових та внутрішніх точках області, оскільки з цих рівнянь витікає, що 

невідомі 5F , 7F , 8F  та 6F , 7F  дорівнюють нулю. 

ПЛО   по напруженням у точці A , визначається за умови існування нетривіаль-
ного розв’язку системи (14). 

         0,,,,, 21
2211  r  

Це рівняння є симетричним відносно пружних параметрів областей  mG .  
Визначення ПЛО у кутових точках перерізу областей дає можливість прогнозува-

ти інтенсивність ЛКН у цих проблемних зонах і застосувати критерії міцності, беручі 
максимальні напруження саме в цих областях з урахуванням ПЛО. 

Важливим напрямком подальшої роботи буде дослідження ПЛО для анізотропних 
складених перетинів деталей, що безумовно підвищить рівень практичного застосу-
вання запропонованої методики розрахунку. Перспективним має бути і аналіз розпо-
ділу внутрішньої енергії по області перерізу з урахуванням ЛКН у околу нерегуляр-
них точок. 
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