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Ногина Н.В., Грунский И.С.
Институт информатики и искусственного интеллекта Донецкого национального технического
университета, Донецк, Украина

Анализ языков, порожденных помеченными графами
Рассматривается задача построения алгебраического выражения языка, представимого в

помеченном графе. Такие графы интенсивно изучаются при верификации программ [1] и
планировании движения мобильного робота [2]. В работе предлагается алгоритм построения
регулярного выражения по заданному помеченному графу, который является обобщением
алгоритма из [3].

Помеченным графом назовем восьмерку 𝐺 = (𝑄,𝐸,𝑋, 𝑌, 𝜇, 𝜌, 𝑞0, 𝐹 ), где 𝑄 - конечное
множество вершин, 𝐸 - множество дуг, 𝑋 - множество отметок вершин, 𝑌 - множество
отметок дуг, 𝜇 : 𝑄→ 𝑋 - функция разметки вершин, 𝜌 : 𝐸 → 𝑌 - функция разметки дуг, 𝑞0 -
начальная вершина графа, 𝐹 - множество финальных вершин. Путем в графе𝐺 будем называть
конечную последовательность 𝑙 = 𝑞1𝑒1𝑞2𝑒2 . . . 𝑒𝑘−1𝑞𝑘, где 𝑞𝑖 - вершина, а 𝑒𝑖 - дуга, началом
которой является вершина 𝑞𝑖, а концом 𝑞𝑖+1. Отметка пути 𝑙 - это последовательность отметок
𝑤(𝑙) = 𝑥1𝑦1𝑥2𝑦2 . . . 𝑦𝑘−1𝑥𝑘 , где 𝑥𝑖 = 𝜇(𝑞𝑖) , 𝑦𝑖 = 𝜌(𝑒𝑖). Языком 𝐿(𝐺), порождаемым графом 𝐺,
назовем множество отметок всех путей, начинающихся в начальной и заканчивающихся в
финальных вершинах графа.

Пусть 𝑃𝑟𝑒(𝑞𝑖) - множество начальных вершин всех дуг, входящих в 𝑞𝑖, 𝑃𝑜𝑠𝑡(𝑞𝑖) - множество
конечных вершин всех дуг, исходящих из 𝑞𝑖.

Пусть 𝑍+- множество всех непустых слов вида 𝑤 = 𝑥1𝑦1 . . . 𝑦𝑘−1𝑥𝑘. Рассмотрим алгебру
⟨2𝑍+

,∘,∪,~,∅,𝑋⟩, в которой операции на языках 𝐿1, 𝐿2, 𝐿 ⊆ 𝑍+ определены следующим
образом:

1) операция объединения: 𝐿1 ∪ 𝐿2 = {𝑤|𝑤 ∈ 𝐿1 или 𝑤 ∈ 𝐿2};
2) операция сочленения слов: 𝐿1 ∘ 𝐿2 = {𝑤′

1𝑥𝑤
′
2| если 𝑤1 = 𝑤′

1𝑥,𝑤2 = 𝑥𝑤′
2};

3) операция итерации (зацикливания):𝐿~ =
∞⋃︀
𝑖=0

𝐿𝑖, где 𝐿0 = 𝐿𝑏𝑒𝑔 ∘ 𝐿𝑒𝑛𝑑, причем 𝐿𝑏𝑒𝑔 =

{𝑥|𝑥𝑤′ ∈ 𝐿, 𝑥 ∈ 𝑋}; 𝐿𝑒𝑛𝑑 = {𝑥|𝑤′𝑥 ∈ 𝐿, 𝑥 ∈ 𝑋}; 𝐿1 = 𝐿; 𝐿𝑛+1 = 𝐿𝑛 ∘ 𝐿 для всех 𝑛 > 1.
Регулярные выражения определим индуктивно:
1) пустое множество ∅ является регулярным выражением;
2) 𝑥, 𝑥𝑦𝑥′ являются регулярными выражениями для всех символов 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 ;
3) если 𝑝 и 𝑞 - регулярные выражения, то выражения 𝑝 ∘ 𝑞, 𝑝 ∪ 𝑞, 𝑝~ также являются

регулярными.
Алгоритм.

Вход. Граф 𝐺 с отмеченными вершинами и дугами, с начальной и финальными вершинами.
Выход. Регулярное выражение 𝑅, описывающее язык, порожденный исходным графом.
Шаг 1. Создаем представление графа 𝐺 в виде списка дуг, при этом отметки вершин

переносятся на дугу:

В список вершин вводится фиктивная конечная вершина 𝑓𝑖𝑛, а в список дуг - дуга из
каждой финальной вершины 𝑞𝑖 в вершину 𝑓𝑖𝑛. Эта дуга помечается отметкой 𝜇(𝑞𝑖).

Шаг 2.
If в графе существуют вершины, не являющиеся начальными, из которых исходит хоть

одна дуга, then goto Шаг 3
else goto Шаг 6.
Шаг 3. Удаление кратных дуг и петель.
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1. Удаляем кратные дуги, заменяя их одной дугой с отметкой, равной объединению отметок
исходных дуг:

2. Удаляем петли по правилу:

Шаг 4. Удаление одной вершины.
Выбираем 𝑞𝑖 ∈ 𝑃𝑟𝑒(𝑓𝑖𝑛);
𝑞 := 𝑞𝑖.
Шаг 5.
If 𝑞 ̸= 𝑞0 then удаляем вершину 𝑞 и все входящие и выходящие из нее дуги.

Если при этом есть путь

где 𝑞𝑗 ∈ 𝑃𝑟𝑒(𝑞) и 𝑞𝑘 ∈ 𝑃𝑜𝑠𝑡(𝑞), то в граф добавляется дуга

goto Шаг 2;
else 𝑞𝑖 равная 𝑞0 не исключается;

выбираем 𝑞𝑚 ∈ 𝑃𝑟𝑒(𝑞0);
𝑞 := 𝑞𝑚;
goto Шаг 5.

Шаг 6. Удаляем все вершины 𝑞 ̸= 𝑞0 и 𝑞 ̸= 𝑓𝑖𝑛 и все входящие в них дуги. Получим граф

где 𝑅 — это искомое регулярное выражение.
Доказана корректность приведенного алгоритма.
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