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Приводяться використання в курсі опору матеріалів деяких ві-

домих з математики функції та їх обмеження в питаннях міцності, 
жорсткості, стійкості та динаміки елементів конструкцій та спо-
руд. 

 
 Заметим, что в начале ХХI века наряду с бурным развитием 
компьютерных технологий уходят на второй план точные математи-
ческие дисциплины, механика и другие фундаментальные учебные 
дисциплины, формирующие инженерное мышление, что тормозит 
технический прогресс во многих прикладных направлениях. 
 Сейчас бытует мнение, что в технических университетах мате-
матика  в прежних объемах не нужна, так как в специальных учебных 
инженерных курсах она почти не используется, а сопротивление ма-
териалов потеряло свою прежнюю актуальность, так как в компьюте-
ре можно найти любые расчетные комплексы. 
 Такая гиперболизация вычислительной техники часто объясня-
ется поверхностными знаниями математики, инженерной графики, 
теоретической механики, сопротивления материалов и некоторых 
других учебных дисциплин, которые в прежние годы были весьма 
привлекательными. Именно поверхностные знания инженерных дис-
циплин порождают такие порочные суждения. 
 Дело в том, что рядовой пользователь компьютерной техники 
часто не знает той математической и прикладной базы, на которой по-
строены компьютерные комплексы, которыми ему приходится поль-
зоваться. Даже в том случае, когда расчетчик использует лицензиро-
ванную технику и может просмотреть базисные предпосылки, кото-
рые заложены в используемый компьютерный комплекс, он по при-
чине слабой математической и инженерной подготовки не может в 
этом готовом комплексе разобраться, потому, что он даже не слышал 
о том математическом аппарате или преобразованиях, которые увидел 
в программном комплексе, он не знает основ метода конечных элеме-
нтов, природы построения матриц равновесия, матриц жесткости, 
матриц совместности деформаций и других матриц, связывающих 
между собою конечные элементы, не понимает в инженерных расче-
тах законов распределения напряжений, не знает границ применимо-
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сти заложенных в программе математических зависимостей и расчет-
ных формул. 
 В курсе сопротивления материалов можно показать множество 
таких примеров, когда даже в объемном учебнике по сопротивлению 
материалов границам применимости расчетных формул или зависи-
мостей не уделяется должного внимания. 
 Например, в кратком курсе сопротивления материалов или в 
прикладной механике, где на сопротивление материалов отводится 
всего восемь часов, в разделе растяжения-сжатия не приводится ника-
кого различия между этими видами деформаций. У студента возника-
ет такое суждение, что в канате при растяжении или сжатии возникает 
одинаковое напряжение в виде внутреннего усилия, приходящегося на 
единицу площади. Но ведь канат не может работать на сжатие и рас-
чет его на компьютере окажется совершенно неправильным.  

 В более полном курсе со-
противления материалов есть 
раздел продольно-поперечного 
изгиба, где студент видит, что 
продольные сжимающие усилия 
увеличивают напряжения и пе-
ремещения от поперечной на-
грузки, а растягивающие – 
уменьшают, рис. 1. Но ведь в со-

ответствующих уравнениях изогнутой оси стержня при сжатии 
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не указаны границы применимости этих уравнений.  
 И лишь изучив раздел устойчивости студент понимает, что ко-
роткие стержни, у которых гибкость il /μ=λ  меньше 40 не теряют ус-
тойчивости, а разрушаются от потери прочности. 

Даже при простом изгибе указывается, что расчетная формула 
напряжений  
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Рис. 1. Расчетная схема продоль-
но-поперечного изгиба 
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применима лишь в стержнях с отношением длины к высоте балки 
больше четырех, но cправа граница этой формулы не оговорена. Лишь 
в учебном пособии [1] показано, что при  

Eh

i

h

l σ= 88,2  

(E – модуль упругости, i – радиус инерции площади поперечного се-
чения) балка превращается в гибкую нить, когда изгибными напряже-
ниями пренебрегают и считают, что в гибкой нити возникают только 
растягивающие напряжения. 
 При вычислении перемещений при изгибе пользуются прибли-
женным дифференциальным уравнением изогнутой оси балки, пре-
небрегая углом поворота сечения y′  в формуле кривизны (4),  
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мотивируя тем, что углами поворота при изгибе можно пренебрегать в 
виду их малости в инженерных конструкциях, где эти углы меньше 
одного - полутора градусов.  
 На самом деле, решением точного дифференциального уравне-
ния (4) с использованием эллиптических интегралов Лежандра перво-
го и второго рода 

( ) ∫
ϕ−

ϕ=ϕ
22 sin1

,
k

d
kF , ( ) ∫ ϕ⋅ϕ−=ϕ dkkE 22 sin1, . 

(k, ц - аргументы интегралов) можно показать, что приближенным 
дифференциальным уравнением можно пользоваться в том случае, ко-
гда максимальный прогиб не превышает четверти пролета, 4/max ly ≤  
[1],  

К примеру, в глубоководных добычных комплексах для подъе-
ма конкреций с глубин 6 км прогиб нижнего конца транспортного 

трубопровода (рис. 2) от 
давления набегающего по-
тока окружающей водной 
среды уходит от отвеса с 
палубы плавсредства на 
300-500 м. Но при этом в 
расчетах возникают другие 
проблемы, о том, что урав-
нением (1) нельзя пользо-
ваться, так как продольное 
усилие переменное.  

Рис.2. Глубоководный добычной 
комплекс для подъема  
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Таких решений в учебной и спра-
вочной литературе нет. Есть расчеты по 
учету собственного веса бурильных труб, 
но без учета нормально направленной 
нагрузки [2], что сводится к однородно-
му уравнению Бесселя. Такой расчет 
длинных стржней на продольно-
поперечній изгиб имеется в учебных по-
собиях [1, 3]. Вывод дифференциального 
уравнения изогнутой оси стержня легко 
получить из уравнения поперечных сил 

3

3

dx

yd
EJQ = : 

pxP
dx

dy

q

N
xq

dx

yd
EJ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++
3

3

.  (6),  

что путем преобразования переменной x в безразмерную z (рис. 3) 
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приводит к неоднородному уравнению Бесселя 
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 Решение уравнения (8) в функциях Бесселя первого рода дроб-

ного порядка 
3

1±=k  известно в виде 
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где правая часть отражает влияние поперечной нагрузки: 
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 Используя формулы дифференцирования функций Бесселя 
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и аналогичных рядов, полученных от правой части уравнения (8) 
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Рис.3. Расчетная схема 
сжато-изогнутого стержня 
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находим уравнение изогнутой оси стержня 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 321 CzbFzaDzBCzACzy ++++= .                               (12) 
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Такое решение дает возмо-

жность определить увеличение 
или уменьшение  прогибов сте-
ржня от сжимающего или рас-
тягивающего воздействия веса 
q, рис. 2, табл. 1 
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 Из расчета видим стреми-
тельное увеличение прогиба 
консольного стержня сжатого 
собственным весом при его 
длине стремящейся к некоторой 
величине равной 46,48 м. 

Эту критическую длину 
стержня легко вычислить, при-
равняв знаменатель (14) нулю, 
что соответствует однородному 
уравнению Бесселя (при отсут-
ствии поперечно направленной 
нагрузки). Это значит, что 
функция Бесселя ( ) 003/1 =− zJ , см., 
рис. 1.5.  

 Рис 5. График функции Бесселя )(3/1 zJ−       Из графика функции Бесселя  
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  Расчет на устойчивость весьма актуальный при проектировании 
высотных сооружений, рис. 6. 
 

Рис. 4. Расчетная схема консоли с  осредото-
чен-ной силой: при сжатии а) и растяжении б) 
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Рис. 9. Балка с сосредоточенными силами 
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 Приведем примеры использования 
некоторых специальных функций при 
изгибе балок. 
 Основой вычисления перемеще-
ний в балках является приближенное 
дифференциальное уравнения изогнутой 
оси второго порядка 
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решение которого представим в началь-
ных параметрах с использованием 
функций Хевисайда  
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 Если на балку приложе-
но несколько сосредоточенных 
сил (рис. 9),. то нагрузку от со-
средоточенных сил представ-
ляем условно распределенной 
с функциями Дирака 

Рис. 7. К методу начальных параметров 
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Рис. 6. телевизионные вышки, 
радиотрансляционные вышки  
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 Наконец, рассмотрим колебания систем с распределенными па-
раметрами, т.е. таких конструкций, когда масса стержня равномерно 
распределена вдоль оси стержня. Это могут быть вантовые стрелы пе-
регружателей и роторных экскаваторов, пролетные строения мостов, 
крылья самолетов, валы прокатных станов и множество других длин-
номерных конструкций, рис. 10. 
 Поперечные колебания таких конструкций как систем с распре-
деленными параметрами можно описать дифференциальным уравне-
нием четвертого порядка в частных производных [3] 
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решение которого можно представить в динамических функциях 
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аргумента, содержащего волновые числа k. 
 Зная волновые числа, можно найти спектр частот собственных 
колебаний 

4
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zEJ

m
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ω= ,                                                             (21)  

и найти уравнение движения сечений стержня при колебаниях. 

Рис. 10. Роторный экскаватор, перегружатель 
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Для примера вычислим спектр частот собственных колебаний 
весовой консоли с погонной 
массой m и сосредоточенной 

mlM ξ= , рис. 11. 

Согласно (20) составля-
ем уравнения изогнутой оси 
балки и её производных: 

Из условий ( ) 0=lM , ( ) иPlQ −= , т.е. при λ=kl  получим сис-
тему уравнений: 

,00
0 =+ λλ B

k
P

AM )(
4

00 ly
m

EJkМAPkDM z−=+ λλ , 

где сила инерции )()()(
4

2 lEJy
m

k
MlyMlyМPи =ω=−= && . 

После подстановки ( )ly , обозначив 
ml

М=ξ , получим систему одно-

родных уравнений, определитель которой приравниваем нулю: 
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Собственные числа этого уравнения λ позволяют найти спектр частот 
по (21). 

Например, при 1=ξ  получим 24779,11 =λ , 03114,42 =λ , 13413,73 =λ  

и т. д., и собственные частоты: ,
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По этим примерам можно судить, нужна ли математика в инже-
нерных дисциплинах и в частности в сопротивлении материалов. 
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Рис.11.Расчетная схема консоли 
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