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Введение

Конспект составлен по материалам лекций , читаемых по курсу « Линейная алгебра и аналитическая геометрия» студентам специальностей «Компьютерный эколого-экономический мониторинг » , «Программирование медиасистем и компьютерный дизайн» направления«Компьютерные науки ». Он  включает основной материал , предусмотренный рабочей программой по этим специальностям. 

Условно конспект состоит из трех  частей : Первая часть ,-линейная алгебра ,- содержит элементы матричного исчисления , теорию решения систем линейных алгебраических уравнений , а также , элементы теории линейных  пространств и операторов. Вторая часть,-векторная алгебра, -дает представление о способах задания и основных операциях над векторами  и  направлена на освоение   правил  оперирования с ними в трехмерном пространстве. Третья часть ,- аналитическая геометрия ,- посвящена изложению элементов теории линий и поверхностей первого и второго порядка, в нее включен , также ,  материал , на уровне определений и вывода уравнений , по специальным типам кривых,- спирали Архимеда, циклоиде, кардиоиде и других.
Изложенный материал рассчитан на 32 лекционных часа , в среднем по 2-4 часа на одну лекцию. Каждая лекция сопровождается решением типовых примеров и задач , выбранных из известных и апробированных на протяжении ряда лет, сборников задач по  линейной алгебре и высшей математике.
 Лекция 1. Определители, их свойства, вычисление

Понятие определителя было введено в Х׀Х веке в связи с разработкой теории решения систем линейных  алгебраических  уравнений.

1.1. Определения
В классическом варианте  понятие определителя базируется на понятии инверсии.
Рассмотрим последовательность п упорядоченных различных натуральных чисел
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, т.е. последующий элемент последовательности меньше предыдущего. Обозначим через inv (
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. Так, например, inv (1,2,3) = 0, а inv (3,2,1) = 3.

Определителем порядка n называется число 
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, представленное в виде квадратной таблицы чисел, содержащей n строк и n столбцов, т.е в виде 
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которое вычисляется по правилу 
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Заметим, что массив чисел, образующий определитель, традиционно принято заключать между вертикальными отрезками.

Совокупность элементов 
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 определителя (1) образуют его главную диагональ, совокупность 
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf] побочную.
Согласно (2), определитель представляет собой алгебраическую сумму n! слагаемых, в которой каждое слагаемое, в свою очередь, представляет произведения n элементов, расположенных в разных строках и разных столбцах определителя. Так, например, определитель второго порядка
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т.е равен произведению элементов главной диагонали минус произведение элементов  на побочной.

Аналогичным образом, для определителя 3-го порядка имеем
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Полученное выражение хорошо запоминается с помощью специального мнемонического правила называемого, правилом  треугольников. Cхематически его можно представить так: 

                            «+»                                                                  «-»   
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,
где  слева указаны произведения элементов, входящих   в выражение (3) со знаком «+», справа,- со знаком «-» . 

Для вычисления определителей используется также правило, основанное на понятии алгебраического дополнения. 
Рассмотрим элемент 
[image: image89.wmf]ij

a

. Удалим из определителя i-ю строку и j-ый столбец. Оставшиеся элементы образуют определитель порядка ( n-1). Он называется минором элемента 
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называется алгебраическим дополнением элемента 
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. Справедливо утверждение: сумма произведений элементов любой строки ( или столбца) на их алгебраические дополнения равна определителю
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Данное правило удобно тем, что позволяет сводить вычисление одного определителя n-го порядка к вычислению n определителей порядка (n-1), понижая, тем самым, порядок оперируемых определителей.

Замечание 1. Понятие алгебраического дополнения можно обобщить. Рассмотрим, для определенности, определитель 
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 второго порядка, состоящий из элементов, расположенных в строках с номерами i
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. Тогда определитель, образованный из исходного путём удаления указанных строк и столбцов, умноженных на 
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,называется алгебраическим дополнением определителя 
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которое называется правилом Лапласа. Оно является обобщением правила (4) и справедливо для определителей 
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 произвольного порядка k. В этом случае при формировании суммы (5) взаимное расположение строк ( или столбцов) сохраняются.

Проиллюстрируем правило Лапласа на определителе 4-го порядка. Пусть 
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Тогда, взяв, например, 
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Замечание 2. Интересен сравнительный анализ оценки объёма вычислений при использовании различных вычислительных правил для нахождения определителя 4-го порядка. Так, при использовании правила Лапласа, необходимо вычисление 12 определителей второго порядка ( это 12
[image: image152.wmf]´

3 операций), их перемножение (6 операций) и последующее сложение результатов, т.е всего 36+6+5 = 47 операций. Вычисление определителя путём разложения по строке или столбцу ( правило (4)) – 75 операций. Это вычисление четырёх определителей 3-го порядка ( 17
[image: image153.wmf]´

4 = 68 операций), умножение каждого из них на а
[image: image154.wmf]ij

 ( 4 операции) и последующее сложение результатов ( 3 операции). Если же вычисления проводить, исходя из определении (2),то необходимы уже 95 операций (это 4! = 24 слагаемых, 24
[image: image155.wmf]´

3 = 72,- их вычисление и 23 операции их последующего сложения). Отмеченная тенденция сохраняется и при увеличении порядка определителя.

1.2. Свойства определителей

Перечислим некоторые свойства полезные при оперировании с определителями.

1. Если все элементы некоторой строки (или столбца) равны 0, то и определитель равен 0.

Это непосредственно следует из определения, т.к., в этом случае,  каждое слагаемое выражения (2)  содержит равный нулю множитель.

2. Общий множитель элементов строки (или столбца) можно вынести за знак определителя.

Также следует из определения (2).

3. Если в определителе переставить между собой две строки (или столбца), то значение определителя изменится на противоположное.

Перестановка строк влечёт перестановку номеров и изменение числа инверсий на нечётную величину.

4. Если в определителе две строки (или столбца) пропорциональны, то он равен нулю.
Действительно, согласно свойству (2), вынося коэффициент пропорциональности, получим определитель, имеющий две равные строки (или столбца). И переставив их, далее, получим 
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  -
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,
откуда      
                                      
[image: image158.wmf]=
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  0.
5. Если в определителе каждый элемент строки (или столбца)  представим в виде суммы двух слагаемых, то такой  определитель равен сумме двух определителей, в первом из которых в качестве элементов данной строки используются первые слагаемые, во втором, - вторые.

В этом случае, выражение (2) можно представить в виде суммы двух выражений и, следовательно, определителей.

6. Определитель не изменяется, если к строке (или столбцу) прибавить линейную комбинацию других строк (или столбцов).

По свойству 4,5, такая процедура эквивалентна прибавлению к исходному определителю линейной комбинации определителей с равными строками (или столбцами).

7. Сумма произведений элементов какой-либо строки (или столбца) на алгебраические дополнения элементов другой строки (или столбца) равна 0.

Действительно, такое выражение эквивалентно определителю, имеющего равные строки (или столбы).

8. Значение определителя не изменится, если все соответствующие строки  и все столбцы поменять местами.

Действительно, для выполнения указанной процедуры на первом этапе необходимо вторую строку переставить с первой, третью – с первыми двумя и т.д., наконец,  последнюю ,- с (n – 1) предыдущими. Это требует n(n-1)/2 перестановок строк и такого же числа изменений знака. На втором этапе, проводя аналогичную перестановку столбцов, знак определителя поменяется ещё n(n – 1)/2 раз и в итоге совпадает с исходным.

Замечание. Использование перечисленных свойств позволяет упрощать и снижать трудоёмкость вычисления определителей. Так, последовательно комбинируя соответствующие строки исходный определитель можно привести, например, к правотреугольному виду. Тогда ,его вычисление сводится к перемножению диагональных элементов. Эта процедура, в случае определителя 4-го порядка, требует выполнения 37 операций алгебраического сложения и умножения. Сравните эту цифру с указанными.
 в Замечании 1 п. 1.

1.3. Примеры

Рассмотрим для иллюстрации несколько примеров.

Пример 1.Вычислить 
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Решение.

1. Вынесем из первого столбца общий множитель
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2. Вычтем из второго столбца третий 
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                3. Вынесем из второго столбца общий множитель
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               4. Вычтем из второй строки первую 
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               5. Вынесем из второй строки общий множитель
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               6.Вычтем из первого столбца второй, умноженный на 41
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               7.Вынесем из первого столбца общий множитель
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               8. Вычтем из третьей строки первую 
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              9.Вынесем из третьей строки общий множитель
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              10. Вычтем из третьего столбца второй, умноженный на 327
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               11.Раскрывая  по первой строке 
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получим 
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf]´
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Пример 2. Числа 204, 527 и 255 делятся на 17.Доказать, что  определитель

                    
[image: image214.wmf]=

D

 
[image: image215.wmf]5

5

2

7

2

5

4

0

2

   

также делится на 17.

Решение. Прибавим к третьему столбцу первый столбец, умноженный на 100 и второй, - умноженный на 10. Получим
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     Каждый элемент третьего столбца делится на 17, следовательно, делится на 17 и сам определитель.

Пример 3.Вычислить 
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Решение.1. Вычтем четвёртую строку из всех предыдущих.
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                    2. Вынесем из первых трёх строк общие множители .
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                   3. Вычтем первую строку из четвёртой.
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                    4. Вычтем вторую строку из четвёртой  
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                   5. Вычтем третью строку из четвёртой
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                 6. Полученный определитель равен произведению диагональных элементов, поэтому 
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6=48.

1.4. Вычисление определителей в среде Matlab 

Задание определителя Х производится путём последовательного перечисления его строк с помощью оператора присваивания, а вычисление, - посредством оператора det(X).

Пусть, например,  

                        Х= 
[image: image234.wmf]9
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     Тогда, его описание и последующее вычисление  выглядит так:

      Х=
[image: image235.wmf][

1 2 3; 4 5 6; 7 8 9
[image: image236.wmf]]

;

      det(Х) Еnter

      ans=0.
Лекция 2. Матрицы, основные операции, свойства

2.1. Определения

Прямоугольная таблица А, действительных или комплексных чисел, содержащая m строк и n  столбцов, называется матрицей порядка m на n. Размерность матрицы обозначается так :  
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.  В развернутом виде матрица А порядка 
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 выглядит следующим образом:

                 А= 
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для нее используется также сокращенное  обозначение  
[image: image240.wmf](
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Если m=n, то матрица называется квадратной,  в противном случае ,– прямоугольной. В квадратной матрице элементы 
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 образуют ее главную диагональ, элементы 
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Приведем определения некоторых из основных понятий.

1. Матрицы А и В называются равными, если они имеют одинаковую размерность, т.е. dim A = dim B и равные соответствующие элементы, т.е. 
[image: image243.wmf]ij
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.
2. Если в матрице все элементы равны нулю, то она называется нулевой. Ее иногда  обозначают символом 0.
3. Если в квадратной матрице элементы главной диагонали равны 1, а все остальные равны 0, то она называется единичной. Она обычно обозначатся символом  Е.

4. Если в квадратной матрице элементы симметрично расположенные относительно главной диагонали равны, т.е.  
[image: image244.wmf]ji
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5. Если в квадратичной матрице элементы симметрично расположенные относительно главной диагонали противоположны, 
[image: image245.wmf]ji
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Если положить i = j, и переставить равные индексы ,  то из определения , очевидно , должно следовать 
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. Таким образом, в антисимметричной матрице элементы главной диагонали равны нулю.

2.2. Операции над матрицами, их свойства

Опишем основные  операции над матрицами.

1. Сложение (вычитание). Эта операция определена  для матриц одинаковой размерности. При сложении (вычитании) матриц происходит сложение (вычитание) их соответствующих элементов. Так, пусть 
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2. Умножение на число. Для того, чтобы умножить матрицу 
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 необходимо на это число умножить все её элементы. Т.е. 
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3. Транспонирование. Для того чтобы транспонировать матрицу 
[image: image255.wmf]A

 необходимо сформировать новую матрицу, обозначается 
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Пусть ,например,
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 тогда
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Обратим внимание на изменение размерности при транспонировании. Если  
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4. Произведение матриц. Операция обозначается 
[image: image264.wmf]B
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 или просто 
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и определена для матриц, размерность которых удовлетворяет определенным условиям. А именно, число столбцов первого множителя, т.е. матрицы 
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, равно число строк второго множителя, т.е. матрицы В. 
Пусть 
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Другими словами, элемент 
[image: image272.wmf]ij
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равен произведению i-ой строки матрицы А на j-ый столбец матрицы В.

Пусть, например:
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5. Обращение матриц. Матрица 
[image: image277.wmf]B

 называется обратной к матрице 
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, если 
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Пусть 
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где 
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,- приcоединенной. 

Пусть, например
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Тогда 
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Отсюда:
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Замечание. Учитывая известные ограничения на выполнение алгебраических операций ,отсюда вытекает вывод, что 
[image: image297.wmf]1
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 существует только, если 
[image: image298.wmf]0

det

¹

A

, т.е. для  невырожденных матриц.
Перечислим некоторые свойства введенных операций, предполагая, что указанные операции выполнимы:

1. 
[image: image299.wmf]A
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5. 
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, также распределительный для умножения чисел на матрицу.

6. 
[image: image304.wmf]BA
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. Смотри, в частности , приведенный выше пример.
7. 
[image: image305.wmf]A
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, т.е .  нулевая матрица  играет роль нулевого элемента в матричном исчислении .

8. 
[image: image306.wmf]A
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, т.е. матрица Е играет роль единицы в операциях над матрицами.
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  и  
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det

  существуют.
2.3. Действия над матрицами в среде Matlab
Задание матриц. Может быть осуществлено путем непосредственного построчного перечисления элементов матрицы. Пусть , например, 
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Тогда она может быть задана с помощью оператора
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Выполнение операций. Осуществляется с помощью следующих операторов :
1. Сложение, вычитание  : 
[image: image312.wmf]B
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±

.

2. Умножение : 
[image: image313.wmf]B
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´

.

3. Транспонирование : 
[image: image314.wmf]'

A

. 
4. Обращение матрицы : 
[image: image315.wmf])

(

A

inv

.

5. Определитель квадратной матрицы : det(A).
2.4. Задачи

Задание 1. Найти
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Решение. Используем метод математической индукции. Имеем:

      при    
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     при 
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     при 
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Предположим теперь  , что 
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Тогда
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   Т.о. индуктивное предположение верно.

Ответ:   
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Задание 2. Найти все действительные матрицы второго порядка, квадрат которых равен единичной матрице.

Решение:

   Пусть

                                          
[image: image323.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

d

c

b

a

A

,

 - искомая матрица. Тогда , согласно условия , 
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Отсюда , для определения элементов матрицы А имеем систему соотношений
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Случай 1.             
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Тогда 
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или , учитывая    d=- a , имеем                  

                                         
[image: image331.wmf]1
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Т.о., система сводится к двум уравнениям
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и имеет бесчисленное множество решений . Искомая матрица , в этом случае ,  имеет вид
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Если же 
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где b и с – произвольные  действительные числа.

Случай 2.              
[image: image340.wmf]0

¹

+

d

a

 

Тогда  
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Учитывая , что 
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Объединяя полученные варианты, окончательно имеем

Ответ:      
[image: image347.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

a

b

a

b

a

A

2

1

или  
[image: image348.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

±

±

=

1

0

0

1

A

.

Задание 3. Найти матрицу обратную для  матрицы
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Решение: 

1. Найдем определитель матрицы А. 
Имеем


[image: image350.wmf]1
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 Составим присоединенную матрицу 
[image: image351.wmf]A
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Определим алгебраические дополнения:
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Таким образом ,
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3. Составим обратную матрицу:
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или
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4. Проверим результат. Ограничимся вычислением
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Ответ:            
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Лекция 3. Методы решения систем линейных алгебраических уравнений

Ниже, для системы уравнений вида
[image: image367.png]


 




(1)
или в матричной форме 



                          [image: image369.png]Ax



,






([image: image371.png]


)
где [image: image373.png]A= (a;)nn



, [image: image375.png]b = (by,b,, ..., b,)T



, [image: image377.png]X = (x,%x,,




 рассматриваются основные точные методы ее решения. 
3.1. Правило Крамера

Заключается в следующем.

Обозначим через [image: image379.png]


 – главный определитель системы, через [image: image381.png]ek



 – вспомогательный определитель, который получается из главного путём замены k-го столбца на столбец свободных членов. Тогда значение k-й неизвестной равно дроби, в числителе которой находится вспомогательный определитель [image: image383.png]ek



, в знаменателе – главный определитель системы, т.е.

[image: image385.png]LlE



, [image: image387.png]Jue



.

Выводится правило следующим образом.

Умножим первое уравнение системы (1) на [image: image389.png]


, – алгебраическое дополнение элемента [image: image391.png]


 матрицы [image: image393.png]


, второе уравнение – на [image: image395.png]


, и т.д., последнее – на [image: image397.png]1



. После этого, сложив полученные выражения и сгруппировав слагаемые, получим

    [image: image399.png](@y1dsy + -+ Gy An)% + (@141 + Qoo hoy + 4 AnpAny)Xp + 0
(@1pA11 + QopAsy + 4 QupApi )X, = by Ay + Ay + -+ b A



.   (2)
Коэффициент при [image: image401.png]


 в  соотношении (2) есть главный определитель системы, коэффициенты при остальных переменных равны нулю (почему?), а выражение в правой части представляет вспомогательный определитель [image: image403.png]


.

Таким образом, соотношение (2) принимает вид 

[image: image405.png]


,

откуда



        [image: image407.png]


.

Поступая, далее, аналогичным образом, т.е. умножая уравнения системы соответственно на [image: image409.png]


, - алгебраические дополнения к элементам второго столбца матрицы [image: image411.png]


 , и проводя такие же преобразования, получим  

[image: image412.png]



и т.д., что и требовалось доказать.

Заметим, что правило Крамера применимо, если главный определитель системы (1) не равен нулю, т.е., если [image: image414.png]detA # 0



.

Пример. Решить систему уравнений, используя правило Крамера.

[image: image416.png]2% — X, +2x3 =
Xy xp+ 22 = 1
4x, +x, + 41,






                

       (3)
Решение.

1. Найдем главный определитель системы по правилу треугольников. Имеем

[image: image417.png]


[image: image418.png]=2%1%4—1%2+4+1%1+2—-2+1+4—-2+2+1+1+1x4




.
2. Определим вспомогательные определители.

              [image: image419.png]—4 -1 2
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,
              [image: image420.png]2 -4 2
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,
              [image: image421.png]2-1 -4
1 1 -1
4 1 -2

A, =

=—4+4-4+16+2-2=12




.
3. Найдем значения переменных.

[image: image422.png]


.
4. Выполним проверку.
1-е уравнение: [image: image424.png]2+1—2+2x% (-2





2-е уравнение: [image: image426.png]1+2+2%(—2)=—





3-е уравнение: [image: image428.png]4+142+4x*(-2





Решение найдено верно.
Ответ: [image: image430.png](x1,%5,%3) = (1,2,—2)



. 
3.2. Матричный метод

Рассмотрим [image: image432.png](1,)



, – матричную форму системы уравнений.

Предположим, что [image: image434.png]detA # 0



. В этом случае матрица [image: image436.png]


 имеет обратную [image: image438.png]


. Умножим слева обе части [image: image440.png](1,)



 на [image: image442.png]


, и выполнив преобразования, получим:


[image: image443.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image444.wmf]Þ
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 т.е. [image: image448.png]x=A"b



.
Данное соотношение и представляет суть матричного метода. Заметим, что он, как и правило Крамера, применим, если [image: image450.png]detA # 0



.

Пример. Рассмотрим систему (3).
Решение:

Имеем [image: image452.png]


, 

, [image: image456.png]detA=—6+0



.

Тогда [image: image458.png]


существует. Находя последовательно алгебраические дополнения

[image: image459.png]



[image: image460.png]



[image: image461.png]



Получим:
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Следовательно, 
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Т.е. [image: image465.png]X,=1, %,=2, %3




3.3. Метод Гаусса

Иногда он также называется методом исключения. Условно состоит из двух этапов. Первый из них, – прямой ход, заключается в приведении, путем эквивалентных преобразований, системы (1) к, так называемому, треугольному виду.

[image: image467.png]Xyt Q1% + Ay3Xs o+ Ay 4
Xy + @haXy + o+ @huX, = B




,

второй этап – обратный  ход, -  в последовательном нахождении переменных.             Из последнего уравнения имеем [image: image469.png]


, подставляя, теперь, это значение в предыдущее уравнение, определяем [image: image471.png]


 и т.д., продвигаясь по системе снизу вверх последовательно находим значения всех переменных. 


Порядок выполнения прямого хода опишем на примере системы трех уравнений.

[image: image472.png]@113 + Q15X + y3X3 = by
1%, + QX + Ap3Xy = by
@31%; + A3 X + Q33X = by




Предположим , что все рекомендуемые ниже операции, допустимы.

1. Разделим первое уравнение на [image: image474.png]


, получим
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2. Из второго уравнения теперь  вычтем первое, умноженное на [image: image477.png]


, а из третьего вычтем первое, умноженное на [image: image479.png]


. Т.о.  выполним следующее  преобразование системы:
                                                          [image: image480.png]



                                                          [image: image481.png]


 ,
в результате чего она примет вид

[image: image482.png]X1+ aipX +ajaxy =Db)
2% + ApaXy = b}
g%, + A33%y = by




3. Далее, сделаем аналогично со вторым и третьим уравнением. А именно:

                                                            [image: image483.png]
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32

*

.

2

.

3

.

3

à

óð

óð

óð

-

=


                                                             ,

          в результате чего получим

[image: image485.png]Xy +aiX; +a1ax; = by

X, + ay;x; = by




4. Положив теперь
[image: image486.png]



получим требуемый вид.

Замечание 1.Если при выполнении прямого хода на некотором шаге диагональный элемент окажется равным 0 и деление на него становится невозможным, то для продолжения процедуры необходимо переставить столбцы матрицы, соответствующим образом, перенумеровав неизвестные.

Замечание 2. Метод Гаусса применим к любой системе уравнений. Если система уравнений имеет единственное решение, то в результате выполнения прямого хода получим треугольный вид. Если же система уравнений несовместна , то на некотором шаге одно из уравнений системы применим вид

[image: image488.png]


,

Где [image: image490.png]b, #0



. Если же система имеет бесчисленное множество решений, то в процессе выполнения прямого хода одно или несколько уравнений обращаются в верные равенства, вида

0 = 0.
Они удаляются из системы и она принимает трапециевидный вид

Замечание 3. Если при операциях с очередной строкой, начиная со второй, проводить ее вычитание не только из последующих, но и из предыдущих строк , добиваясь удаления из них соответствующих переменных, то дойдя, таким образом, до последней, получим непосредственно решение системы. 

Внешне этот процесс для системы трех уравнений выглядит следующим образом. После операций с первой строкой система принимает вид

                                                    [image: image491.png]X1+ aipX +ajaxy =Db)
2% + ApaXy = b}
g%, + A33%y = by




После операций со второй, – 
                                                   [image: image492.png]+aisx;
s
+als
X2

azzx;

by
o
by




После операций с третьей, – 
                                                      [image: image493.png]=b
s

X = by





Данная процедура, по существу, объединяет прямой и обратный ходы метода Гаусса и иногда называется методом Жордана-Гаусса .

Пример. Рассмотрим систему (3).

          Решение:  Переставив первое и второе уравнения, получим систему
                                                            [image: image494.png]X+ X, +2x; =1
2%, — %, + 253 = —4
4x, +x, + 41,





Приведем систему к треугольному виду.

1. Выполним преобразования, связанные с первой строкой: Т.е.
                                               [image: image495.png]



                                               [image: image496.png]3crp.—lcrp.+ 4



.
Получим 

                                                             [image: image497.png]X1 + X, + 2x;
—3x, — 2x;
—3x, —4xy =2





2. Выполним преобразования, связанные со второй строкой: Т.е.
                                               [image: image498.png]



                                               [image: image499.png]3crp.—2crp.* (—3)



.
Получим

                                                             [image: image500.png]


.
Тогда из



3-го уравнения [image: image502.png]





2-го уравнения [image: image504.png]





1-го уравнения [image: image506.png]



Замечание. При вычислениях вручную и выполнении действия 2 ,наверное, целесообразно деление 2-ой строки на (– 3) не проводить.
3.4. Трудоемкость методов, их сравнительный анализ

Под трудоемкостью метода здесь будем понимать объём алгебраических операций, необходимых для его реализации.

Правило Крамера. Для нахождения решения системы необходимо вычислить [image: image508.png](n+1)



 определитель порядка [image: image510.png]


. Но такой определитель есть сумма [image: image512.png]n!



 слагаемых, каждая из которых представляет произведение [image: image514.png]


 множителей. Поэтому вычисление одного определителя порядка [image: image516.png]


 требует выполнения [image: image518.png]n*n!—1



 операций, а для  вычисления всех необходимо [image: image520.png](m+1)(n*n!—1)



 операций . Добавив к этому [image: image522.png]


 делений, получим общую трудоемкость метода




[image: image524.png]Cr(n) =nxMm+1)!-1







       (4)
           Матричный метод. Формирование обратной матрицы требует:

1. Вычисления  [image: image526.png]detA



. Это [image: image528.png](n*n!—
n

1)



 операций.
2. Вычисления [image: image530.png]


 миноров порядка [image: image532.png](n—1)



. Это [image: image534.png]n® = (
(n
-1
)*(n—
!
-1
)



 операций.
3. [image: image536.png]


 делений на [image: image538.png]detA



.
4. Выполнения произведения матрицы [image: image540.png]


 на вектор [image: image542.png]


. Это [image: image544.png]n*(2n—1)



 операций.
Итого, трудоемкость метода равна 

[image: image546.png]Matrix(n) =n?+*n!+2+*n* —n—1



.


       (5)
Метод Гаусса. Рассмотрим прямой ход. На преобразования с первой строкой необходимо [image: image548.png]n(2n—1)



 операций, на операции со второй, – 

[image: image550.png]m—-1)2Mn-1)-1)



 и т.д., наконец, на операции с последней, – [image: image552.png]1+(2+1-1)



 операций. Всего на выполнение прямого хода, – 
[image: image553.png]n2n-1)+m-D2n-D-D+-+1=2*1-1)
=2+ -1+ +1D)-+@n-1D+-+1)
nn+DEr+1) i+ _n@m+1)(En—3)
6 2 6





операций. Здесь учтено, что 
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           Рассмотрим обратный ход.

Для определения xn-1  из (n-1) – го уравнения необходимо 2*1 операции, для определения xn-1  из (n-2) – го, - 2*2, и т.д. для определения x1, - 2*(n-1) операции. Итого, на выполненеие обратного хода потребуется  n(n-1) операции.
Тогда трудоемкость метода составляет

            
[image: image555.wmf]6
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    операций..                                                (6)
Отметим асимптотические свойства полученных соотношений.

При n → ∞, отношение Cr (n)/Matrix (n) стремится к единице , а отношение  Matrix(n)/G(n)  , - к бесконечности .Таким образом , при достаточно больших n значения Cr (n), Matrix (n) >> G (n). При небольших его  значениях объем вычислений, определенный по выражениям (4), (5), (6) приведен в Таблице 1.

Таблица 1. Трудоемкость методов

	Порядок системы
	Правило Крамера
	Матричный         метод
	Метод Гаусса

	1
	1
	1
	1

	2
	11
	13
	9

	3
	71
	68
	28

	4
	479
	411
	62

	5
	3599
	3044
	115


Замечание. Заметим, что весомая часть затрат при использовании правила Крамера и матричного метода обусловлено необходимостью вычисления значительного числа определителей. Поэтому, приняв более рациональный способ их нахождения, можно существенно снизить общие затраты и трудоемкость метода в целом. Так, например, реализуя прямой ход метода Гаусса , приведем определитель порядка n к треугольному виду. Для этого потребуется:

- для операции с первой строкой, - (n-1)(2(n-1)+1) операций, элемент а11 при этом выносится;

- для операции со второй строкой, - (n-2)(2(n-2)+1) операций, элемент 
[image: image556.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image557.wmf]'

22

а

 при этом выносится;

- и т.д., наконец, для операций с (n-1) строкой, - 1(2*1+1) операций, элемент  
[image: image558.wmf]'

,

n
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а

 выносится.

Производя вычисления , непосредственным подсчетом получим общее число алгебраических операций необходимых для нахождения определителя порядка n : 

 
[image: image559.wmf].
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Тогда, в частности, трудоемкость правила Крамера в этом случае составит уже
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что  является величиной  O(
[image: image561.wmf]4

n

) и существенно ниже величины  (5).
3.5. Решение систем линейных уравнений в пакете Matlab

В среде Matlab , для решения систем линейных уравнений  реализован метод Гаусса с выбором главного элемента, снижающим вычислительную погрешность решения. Предполагается, что система имеет вид (11), при этом допускается, что правая часть системы является матрицей , обозначим ее через B , т.е. принципиально допускаемая система имеет вид
                                                 AX=B ,

где Х уже матрица , что означает возможность одновременного решения нескольких систем  уравнений  с различными правыми частями
Процесс решения системы оформляется с помощью, так называемого оператора левого деления  \ , т.е.
 



         X=A\B.
Фрагмент программы, реализующий решение системы (3) выглядит так:

>>A=[2 -1 2; 1 1 2; 4 1 4];

>>b=[-4; -1; -2];

>>x=A\b;


x=



 1



 2



-2
В том случае, когда при решении некоторой системы detA=0 ,  выдается предупреждающее сообщение. 
Лекция 4. Разрешимость систем линейных уравнений, однородные системы

4.1. Теорема Кронекера-Капели

Содержит необходимые и достаточные условия разрешимости систем линейных алгебраических уравнений. Базируется на понятии ранга матрицы.

Рангом матрицы А, обозначается rankA, называется наивысший порядок отличного от нуля определителя, который может быть составлен из элементов матрицы А, путем удаления отдельных ее строк и (или) столбцов. По определению считается, что ранг нулевой матрицы равен 0.

Рассмотрим, для примера , матрицу:
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Определитель 
[image: image563.wmf]0

det

=

A

, поэтому 
[image: image564.wmf]3

<

rankA

. Удалим из нее, например, третью строку и третий столбец. Оставшиеся элементы образуют определитель:
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Таким образом, 
[image: image566.wmf]2
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rankA

.

Пусть, например, 
[image: image567.wmf](
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.
Вычеркнем второй и третий столбец, получим


[image: image568.wmf]0
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 ,

следовательно, 
[image: image569.wmf]1

=

rankA

.

Оказывается, что ранг матрицы не изменяется, если ,тем или иным образом ,переставить строки (или столбцы) матрицы или к какой-либо строке (или столбцу) прибавить линейную комбинацию других строк (или столбцов). Это свойство можно использовать для вычисления ранга. Действительно, если, применяя схему Гаусса, попробовать привести матрицу к треугольному или трапецеидальному виду, удаляя при этом, возникающие, в процессе вычисления, нулевые строки (или столбцы), то размерность полученной ее треугольной части и будет равна рангу исходной матрицы А.
 Рассмотрим  теперь систему уравнений и предположим , что в матричном виде она имеет вид
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[image: image573.wmf]A

¢

 матрицу, полученную из матрицы 
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 добавлением к ней столбца b, она называется расширенной. Тогда справедливо следующее утверждение. 

Теорема. Если
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Это утверждение справедливо и в обратную сторону и составляет суть теоремы Кронекера-Капели.

Таким образом, для совместности системы (1) необходимо и достаточно, чтобы
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4.2. Однородная система уравнений, ее общее решение

Если в системе (1) вектор 
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В данном случае 
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Пусть имеем систему 
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т.е. матрица 
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 - квадратная и 
[image: image586.wmf]n

m

rankA

<

=

. Используя схему Гаусса, приведем систему (2) к трапецеидальному виду
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Если окажется , что она приведена к треугольному, - то тривиальное решение является и единственным решением системы.
Перенесем теперь слагаемые, содержащие переменные 
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Добавим, теперь, к этим соотношениям совокупность тождественных равенств
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и запишем полученную систему в векторном виде
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Величины 
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 в правой части произвольны, обозначим их через 
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, векторы правой части , представляют собой отдельные решения системы (2), обозначим их через 
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 они образуют фундаментальную систему решений. Таким образом, множество всех решений в векторном виде описывается соотношением
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где 
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 произвольные постоянные. Соотношение (3) и называется общим решением системы (2).

Замечание 1. Аналогичным образом строится общее решение и в том случае, когда 
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Замечание 2. Число 
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 в соотношении (3) называется  размерностью пространства решений.

4.3. Задачи

Задача 1. Определить ранг матрицы
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Решение. 1. Проведём преобразование матрицы

1 стр.:= 1 стр. – 2*2 стр.
3 стр.:=3 стр. – 11*2 стр.
4 стр.:=4 стр. – 2*2 стр.
Получим
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2. Вынесем теперь из 3-ей строки  общий множитель
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3. Выполним преобразования:

3 стр.:=3 стр. – 1 стр.,

4 стр.:=4 стр. + 1 стр.
Получим
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4. Переставим 1-ю и 2-ю строки


[image: image605.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

®

0

0

0

0

0

0

0

0

4

3

1

0

1

4

0

1

4

3

A

A


5. Определитель , сформированный из элементов 1-ой,2-ой строк и 1-го, 2-го столбцов
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любой иной более высокого порядка неизбежно содержит нулевую строку и поэтому равен 0. Таким образом, 
[image: image607.wmf]2

=

rankA

.

Ответ: 
[image: image608.wmf]2

=

rankA

.
Задача 2. Исследовать разрешимость системы
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при различных действительных значениях параметра 
[image: image610.wmf]l
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Решение. Используем теорему Кронекера-Капели.

1. Обозначим
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Тогда
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Выясним возможность обращения его в 0.
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Таким образом, 
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2. Если 
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3. Пусть 
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Рассмотрим расширенную матрицу 
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Таким образом,
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следовательно, в данном случае, система имеет бесчисленное множество решений.

4. Пусть 
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Таким образом, 
[image: image627.wmf]A

rank

rankA

¢

¹

, следовательно, система решений не имеет.

Ответ: Система  имеет единственное решение при 
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Задача 3. Найти общее решение системы
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определить ее фундаментальную систему решений.

Решение. Приведем систему к трапецеидальному виду.

1. Переставим 2-е и 3-е уравнения
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2.Выполним преобразования

                                   3 ур.:=3 ур. – 2*1 ур.
                                   4 ур.:=4 ур. – 5*1 ур..

Получим

[image: image633.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

-

-

-

-

=

-

-

-

-

=

+

+

+

=

+

+

+

+

.

0

6

2

2

0

6

2

0

6

2

2

0

5

4

3

2

5

4

3

2

5

4

3

2

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


3. Выполним преобразования

                             1 ур.:=1 ур. – 2 ур.
                             3 ур.:=3 ур. + 2 ур.
                             4 ур.:=4 ур. + 2 ур..

Получим
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4. Опустим 3-е и 4-е уравнения, как тождественные равенства, а полученную систему разрешим относительно 
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5. Добавим тождественные равенства и  запишем результат в векторном виде
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Величины 
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 - произвольные. Обозначим их через 
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- общее решение. Решения 
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 образуют фундаментальную систему.

Ответ: Общее решение системы 
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Лекция 5. Векторное пространство, базис, преобразование координат

5.1. Определения
Определение векторного пространства базируется на понятии числового поля.

Множество чисел 
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1. в нем определена операция, условно называемая сложением и обозначаемая символом 
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2. существует нулевой элемент Ø, т.е. такой что:

3. 
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Указанные операции обладают свойствами
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Пример. Проверить, является ли векторными пространствами над полем действительных чисел:

1. множество многочленов второй степени 
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если операции сложения 
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2. Множество многочленов не выше второй степени 
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если операции сложения 
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3. Множество не выше второй степени  
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если операция сложения 
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 и умножения на число заданы следующим образом:
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   Ответ: 

1. Данное множество векторным пространством не является т.к. 
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2. Данное множество является векторным  
пространством, т.к.выполняются все указанные в определении свойства.
3. Множество 
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5.2. Линейная независимость векторов

Совокупность векторов 
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Теорема1: Пусть 
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 - линейно зависимы. Тогда, по крайне мере, один из векторов представляет линейную комбинацию остальных:

Доказательство: Пусть , например , 
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и , разделив обе части последнего выражения  на 
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что и требовалось доказать.

Максимальная система линейно независимых векторов 
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При добавлении к базису 
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Такое разложение единственно, т.к. если допустить противное, т.е. существование другого набора 
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то из сравнения разложений (1) и (2) следует, что


[image: image715.wmf]0

)

(

...

)

(

1

1

1

=

¢

-

+

+

¢

-

n

n

n

e

x

x

e

x

x

.

Откуда, в силу линейной независимости 
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Таким образом, набор 
[image: image718.wmf]n

x

x

...

1

 определяется единственным образом, его обычно отождествляют с вектором и обозначают 
[image: image719.wmf]T

n

x

x

x

)

,..,

(

1

=

. Этот набор называется координатами вектора 
[image: image720.wmf]x

в базисе 
[image: image721.wmf]n

e

e

e

,..,

,

2

1

.

При наличии базиса оперирование с элементами векторного пространства сводится к оперированию с соответствующими им наборами. В этом случае , обычно предполагается «естественное» определение операций, т.е.
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Замечание. При наличии координат анализ линейной независимости заданной системы векторов сводится к определению ранга матрицы, столбцами которой являются координаты этих векторов. Этот ранг называется рангом системы векторов.

5.3. Преобразование координат при изменении базиса

Рассмотрим  два базиса 
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   Предположим, что известны разложения
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состоящая из коэффициентов этих разложений, называется матрицей перехода. Тогда справедлива следующая система соотношений :
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В силу единственности разложения вектора по базису (п. 5.2) , имеем
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т.е. 
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Соотношения (3), (4) и описывают закон преобразования координат при изменении базиса пространства. Заметим, что 
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5.4. Задачи

Задача 1. Дано векторное пространство, натянутое на векторы
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Определить его базис и размерность.

Решение. Элементами этого пространства являются векторы
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- заданному числовому полю. Базисом пространства является набор линейно независимых векторов из этой совокупности.
1. Определим размерность пространства.

Она равна рангу системы векторов 
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столбцами (или строками) которой являются данные векторы. Проведя преобразования, имеем
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Т.к. определитель
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следовательно, 
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 и размерность пространства 
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2. Выполненные преобразования показывают, что векторы 
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являются линейными комбинациями векторов 
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. Поэтому, в качестве базиса пространства может быть выбрана эта система векторов.

Ответ: Размерность пространства равна 2. Вектора 
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Задача 2. Найти формулы преобразования координат при переходе от базиса 
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Решение. 

1. Составим матрицу перехода Т.
   В данном случае координаты векторов 
[image: image765.wmf]k

e

¢

, равны коэффициентам их разложений базиса 
[image: image766.wmf]{
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, поэтому имеем
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2.Определим формулы преобразования координат.

   Пусть  
[image: image768.wmf](
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- вектор в базисе 
[image: image769.wmf]{
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- тот же вектор в базисе 
[image: image771.wmf]{
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. Тогда согласно (3) , (4)  имеем 
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Это и есть искомый результат.

Разрешив последнее  соотношение  относительно 
[image: image777.wmf]X
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, при желании можно получить формулы, выражающие координаты вектора 
[image: image778.wmf]X
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через координаты вектора 
[image: image779.wmf]X
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Ответ:       
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Задача 3. Уравнение «поверхности» в некотором базисе 
[image: image784.wmf]4
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[image: image785.wmf].
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 Найти уравнение этой же поверхности в базисе    
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Координаты векторов 
[image: image790.wmf]k

e

¢

даны в базисе 
[image: image791.wmf]{

}

k

e

.

Решение .1. Представим уравнение поверхности в матричном виде.

Обозначив 
[image: image792.wmf]T
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где 
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   2.Составим формулу преобразования координат.

В данном случае, матрица перехода Т имеет вид:
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Тогда    

                                                
[image: image796.wmf]X
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    3.Определим уравнение поверхности в базисе 
[image: image797.wmf]{
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Подставив (6) в (5 ), имеем
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или , окончательно, 
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   Ответ:        
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Лекция 6.  Линейный оператор, его матрица, преобразование

6.1.Определения
Пусть [image: image805.png]


 некоторое векторное пространство разности n над полем  K,  вектора [image: image807.png]


, [image: image809.png]


, … , [image: image811.png]


- его базис. Предположим, что в  [image: image813.png]


задано  отображение [image: image815.png]


, ставящее в соответствие каждому вектору  [image: image817.png]x €L,



единственный вектор  [image: image819.png]


x, удовлетворяющее следующему условию

[image: image821.png]


 (αx+βy)=α[image: image823.png]


x+β[image: image825.png]


y,    [image: image827.png]B €K




В этом случае отображение [image: image829.png]


 называется линейным  оператором, а вектор [image: image831.png]


- образом вектора. Предположим, что известны разложения образов базисных векторов в базисе [image: image833.png]{ex],



 т. е.

[image: image835.png]


= [image: image837.png]


=[image: image839.png]aie; +az e, +



… [image: image841.png]+apie,




[image: image843.png]


= [image: image845.png]


=[image: image847.png]aj e, + Az e; +



… [image: image849.png]+anze,





.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .
    (1)

                      [image: image851.png]


= [image: image853.png]


=[image: image855.png]AQ1ne; + Azn ey +



… [image: image857.png]+nnen



,

или                                          

[image: image858.png]



Обозначим  через  [image: image860.png]


 матрицу  коэффициентов  этих разложений,  т.е.  

[image: image862.png]


 =[image: image864.png]Q11 A1z - Gy
R

pi Gy e Oy




Она называется матрицей оператора  [image: image866.png]


.  Оказывается, что её  наличия  вполне достаточно,  для определения  образа  любого  вектора.

Действительно, пусть [image: image868.png]


([image: image870.png]X1,X3,

2 Xp)



,-произвольный вектор.  Определим  [image: image872.png]


=[image: image874.png]


. Имеем

[image: image875.png]=t AT )= (O™ = Y- @
.

B

(T =P (Seas e -

=




Отсюда,  в силу единственности  разложения  вектора  по  базису,  имеем

[image: image876.png]X,

D aan




т.е [image: image878.png]


 координата образа равна произведению [image: image880.png]


-ой строки матрицы [image: image882.png]


 на вектор  [image: image884.png]


.  Т. о.  в матричной  форме


[image: image886.png]


=[image: image888.png]


,
(2)

т.е. матрица [image: image890.png]


 полностью определяет действие оператора [image: image892.png]


 в пространстве [image: image894.png]


 
Очевидно, каждый линейный оператор единственным образом  определяет матрицу  [image: image896.png]


, но верно и обратное, - каждой квадратной матрице [image: image898.png]


 соответствует некоторый оператор. Если во множестве  линейных операторов ввести операции сложения, умножения и умножения на число  естественным образом, а именно:

[image: image900.png]1 (A+B)x=Ax+ Bx




2. [image: image902.png](A=B)x = A(Bx)




3. [image: image904.png](ad)x = a(Ax),




то им соответствуют матрицы  [image: image906.png]


+B, [image: image908.png]


В, [image: image910.png]aA.




6.2. Преобразование матрицы оператора при изменении базиса

Согласно (1), матрица оператора определяется выбором базиса. Установим закон её преобразования при изменении базиса.  

Пусть  в базисе [image: image912.png]{ex}



 оператор [image: image914.png]


 имеет матрицу А, в базисе [image: image916.png]{ex}



, -матрицу [image: image918.png]


, Т- матрица перехода. Обозначим через  [image: image920.png]


, [image: image922.png]


 некоторый произвольный вектор в базисах [image: image924.png]{ex} niey]



, соответственно, его образ, - через  [image: image926.png]


, [image: image928.png]


. Составим систему соотношений

[image: image929.png]
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[image: image931.png]



   [image: image933.png]y'=A'x'




[image: image935.png]




[image: image937.png]



  (3)

Откуда, выполняя указанные в (3) подстановки, получим

[image: image939.png]Efywi




или

             [image: image941.png]



Сравнивая правые части полученных равенств, получим следующее соотношение


          [image: image943.png]A'=T AT




(4)

которое и описывает закон преобразования матрицы линейного оператора при изменении базиса пространства.
6.3. Задачи
Задача 1. Показать линейность и найти матрицу оператора проектирования пространства. [image: image945.png]R® ={(x,y,2),x,5,2z,€ R}



 на плоскость   [image: image947.png]X —



.

Решение.1. Рассмотрим рисунок, схематично описывающий условие задачи

[image: image948.png]M(x,y,2) — HponseonsHas Touxka

7=(1,0,—V3)
My',z") "HOpMATBHEII BEKTOP IUIOCKOCTH

np, M = A(M)

0

Hauano koopamsar  P:x —+/3z = 0-3ananmas miockocTs




Образуем векторы  [image: image950.png]


  Очевидно, что 
[image: image952.png]



т.к. [image: image954.png]MM'||7



, то [image: image956.png]


 Тогда

[image: image958.png]


=[image: image960.png]OM + t7




или

[image: image961.png]OM = (x+t*1y+t*0,z—t3)




   2.   Определим значение параметра [image: image963.png]


. 
   Т. к. [image: image965.png]M'€P



, то
[image: image966.png]x +t—3(z—tv3) =0




или

[image: image968.png](x—+3z)+4t=0.




Отсюда

[image: image970.png]



тогда

[image: image972.png]


=[image: image974.png](x+ﬁ27r
oy 3*ﬁz—x)
v )





Таким образом, определена точка

[image: image976.png]v (Sxi;ﬁz’y ’z+;ﬁx)-





3.  Пусть [image: image978.png]A, —vckombiii onepatop, A — ero



 матрица. Тогда

[image: image980.png]


=[image: image982.png]AM = AM =

3 RE}
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X0y g
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 [image: image984.png]


.

Таким образом   
[image: image986.png]



4. Т. к.

[image: image987.png]B cuny cBoiicTs,

i }:atAx+ﬂtAy:atAx+ﬂtAy,

ax+ by) = Alax+ py) ={




то [image: image989.png]


-линейный оператор.
Задача 2.Найти область значений и ядро оператора [image: image991.png]


 из задачи 1.

Решение:
	Определение. 

Множество векторов [image: image993.png]


 называется ядром оператора. Т.е. ядро оператора L,



1. Найдем ядро оператора. 

Векторы, входящие в него, удовлетворяют уравнению

[image: image995.png]Ax




где                              [image: image997.png]


                                         (5)

Т. к. определитель [image: image999.png]detd = 0,




 система (5) имеет нулевые решения. Опишем их множество.

Имеем

[image: image1001.png]x+25-0
P




Отсюда [image: image1003.png]


 [image: image1005.png]


  Т. о. [image: image1007.png]{(x, ¥ 2)}=¢€(1,0,—V3)




2. Определим область значений оператора. 

Т. к. действие оператора [image: image1009.png]


 заключается в ортогональном проектировании точек пространства на плоскость [image: image1011.png]


 то область его значений представляет множество всех точек плоскости [image: image1013.png]


 т. е. множество точек

[image: image1014.png]((V3zy,2)}y.z€ R




Ответ: Ядро [image: image1016.png]={c@,0,-V3)}



область значений  [image: image1018.png]A={(C3, C,C)}C.CLC E R




Задача 3. Найти матрицу [image: image1020.png]


оператора [image: image1022.png]


 в базисе [image: image1024.png]


 где

                                           [image: image1026.png]ey

ey —e;+e;




                                           [image: image1028.png]ey

—e;te,




                                           [image: image1029.png]



Если в базисе [image: image1031.png]{ex}



 она имеет вид

                                   [image: image1033.png]


.

Решение. 1. Определим матрицу перехода [image: image1035.png]


 

Согласно  определения (см. Лекция 5) имеем

[image: image1036.png]



2. Используя (4) определим матрицу [image: image1038.png]


 оператора в базисе [image: image1040.png]{e).



 

Имеем

[image: image1041.png]



[image: image1042.png]



Тогда

[image: image1043.png]



Ответ: [image: image1045.png]=7
2

-3
—15
5



.

Задача 4. Пусть                  [image: image1047.png]x = (X1,%,%3), Ax = (0 — X3,%;,%; + X3),Bx = (x5,2%3,%;





Найти [image: image1049.png]B(2A+ B)x



.

Решение.1. Найдем матрицы операторов [image: image1051.png]



   Имеем

                           [image: image1052.png]_ 2~ X3’
Ax=4x=| % |orcomd
X1+ X3





                                [image: image1054.png]o

X2
x=Bx = 2% |,orc0na B =
X3

0
0
1

10
0 2
0 0.





2. Найдем [image: image1056.png]B(24+ B)x.




Имеем

[image: image1057.png]B(2A+ B)x = B(2A+ B)x = 2B(Ax) + B(Bx) =




[image: image1058.png]0
2

Xz
2%,
X1

)-(

2x; + 2x3
6x,+ 4x;
3x, — 21,

)





Ответ: [image: image1060.png]2%y + 2x3°
B(2A+B)x = 6x; +4x;
A ) (312—21,



.

Лекция 7. Собственные векторы и значения линейного оператора. Каноническая форма матриц

                            7.1. Собственные векторы. Определения, свойства

Число λ называется собственным значением оператора [image: image1062.png]


, если ( вектор х≠0:

[image: image1064.png]


=[image: image1066.png]


.
(1)

Вектор [image: image1068.png]


, в этом случае, называется собственным вектором, соответствующим значению [image: image1070.png]


 Из определения вытекает следующее очевидное свойство:

	если [image: image1072.png]X,y



 – собственные векторы, соответствующие значению [image: image1074.png]


, то для любых чисел [image: image1076.png]


, не равных 0 одновременно, вектор [image: image1078.png]ax + By



 также является собственным, соответствующим значению [image: image1080.png]


.


Действительно, если

[image: image1082.png]


=[image: image1084.png]


 и [image: image1086.png]


=[image: image1088.png]



то, в силу линейности оператора [image: image1090.png]


, имеем

[image: image1091.png]Aax + By) = adx + BAy = a(Ax) + B(Ax) = Alax + By).




В том случае, когда известна матрица [image: image1093.png]


 оператора [image: image1095.png]


, собственные векторы и значения могут быть определены из следующих соображений. Рассмотрим матричное соотношение, вытекающее из (1)

[image: image1097.png]Ax



=[image: image1099.png]


,
откуда


([image: image1101.png]


Е)[image: image1103.png]


=0.
(2)

Т.к. [image: image1105.png]


≠0, то, согласно теореме Кронекера-Капели,


[image: image1107.png]det(4 — AE)



=0.
(3)

Соотношение (3) называется характеристическим уравнением и в развернутом виде представляет собой алгебраическое уравнение n-ой степени, где n-размерность линейного пространства и матрицы [image: image1109.png]


, соответственно, а его корни, – характеристическими числами матрицы. Решая это уравнение и находя его корни [image: image1111.png]


 далее, для каждого [image: image1113.png]


=[image: image1115.png]


 рассматривается система уравнений (2), проводится её решение и, таким образом, определяется всё множество собственных значений и векторов оператора [image: image1117.png]


.

Справедлива следующая, важная для дальнейшего, теорема: Собственные векторы, соответствующие различным собственным значениям оператора [image: image1119.png]


, линейно независимы.
Доказательство. Пусть [image: image1121.png]


 – различные собственные значения, а [image: image1123.png]


 – соответствующие им собственные векторы, т.е. [image: image1125.png]


=[image: image1127.png]A



 или [image: image1129.png](A— 4y



E)[image: image1131.png]


=0.

Предположим противное, т.е., что они линейно зависимы и ( ненулевой набор чисел

[image: image1133.png]


:

[image: image1135.png]@y X;



+ … +[image: image1137.png]


=0 (4)

Предположим для определенности, что [image: image1139.png]


 [image: image1141.png]


 0.
Умножая, теперь, обе части равенства (4) последовательно на ([image: image1143.png]


Е),…,([image: image1145.png]


Е) и учитывая, что

([image: image1147.png]


Е)[image: image1149.png]


= ([image: image1151.png]Am = A1) X,



,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

([image: image1153.png]A—Ap_y



Е)[image: image1155.png]


= ([image: image1157.png]A = Am—1)Xm



 ,

получим

[image: image1159.png]A Ay = A1) e Ay — Appm1 )X



 = 0.

Т.к. [image: image1161.png]


 [image: image1163.png]


 0, [image: image1165.png]


 0, то, по крайне мере, одна из скобок должна быть равна 0, что невозможно. Т. о. предположение (4) неверно и векторы [image: image1167.png]


,…,[image: image1169.png]


- линейно независимы.

7.2. Каноническая форма матриц

Пусть [image: image1171.png]


 векторное пространство размерности n, [image: image1173.png]


- его базис, -матрица линейного оператора [image: image1175.png]


 в этом базисе и предположим, что его собственные значения [image: image1177.png]


 различны. Обозначим через [image: image1179.png]


 систему соответствующих собственных векторов. Примем её в качестве нового базиса и определим матрицу [image: image1181.png]


 оператора [image: image1183.png]


 в этом базисе.

Пусть [image: image1185.png]


 матрица перехода от базиса [image: image1187.png]{ex}



 к базису [image: image1189.png]{ex}



. Тогда, с одной стороны,

[image: image1191.png]


=[image: image1193.png]T-A
T



,

с другой, – т.к.

[image: image1195.png]


=[image: image1197.png]A€y



 ,

имеем 

[image: image1199.png]


=diag([image: image1201.png]Aty A



).

Таким образом,

[image: image1203.png]


=diag([image: image1205.png]Aty A



)= [image: image1207.png]T-A
T



.

Матрицу [image: image1209.png]


 будем называть канонической формой матрицы оператора [image: image1211.png]


.

7.3.  Жорданова форма матриц

В тех случаях, когда среди собственных значений имеются кратные, базис, состоящий из собственных векторов, удается сформировать не всегда. А именно, пусть [image: image1213.png]


- собственное значение кратности r. Тогда, если

rank([image: image1215.png]


Е)=n-r,
(5)

где n – размерность пространства, то из системы уравнений (2) удастся определить только r линейно независимых собственных векторов, соответствующих [image: image1217.png]


 и включить их в базис. В результате этого, в таком новом базисе, состоящим из таких собственных векторов, матрица оператора будет также иметь диагональный вид и собственному значению [image: image1219.png]


 кратности r в ней будет соответствовать диагональная клетка размерности r, она называется жордановой, т.е.

[image: image1220.png]



В том же случае, когда условие (5) не выполняется, т.е. [image: image1222.png]


 = rank([image: image1224.png]


Е) > n – r, то из системы уравнений (2) не удается определить r линейно независимых собственных векторов и для составления базиса формируется цепочка линейно независимых, но уже не собственных векторов и жорданова клетка, соответствующая этому значению [image: image1226.png]


 в результате этого, имеет такой
[image: image2366.wmf]l
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, 
или такой 

или аналогичный, указанным клеткам вид, с другим числом единиц. А именно, если [image: image1228.png]


=1, то вид а), если [image: image1230.png]


=2, то вид б) и т.д.

Т.о., для определения жордановой формы матрицы вполне достаточно владеть информацией о рангах матриц ([image: image1232.png]


Е). Более подробно о порядке построения базисных жордановых цепочек векторов, соответствующих кратным собственным значениям см в [ ]. В заключение отметим, что в ряде источников собственные значения линейного оператора нередко называются характеристическими числами матрицы.

7.4. Задачи

Задача 1. Найти характеристические числа и собственные векторы матрицы


[image: image1234.png]


.

Решение 1. Составим характеристическое уравнение и найдем характеристические числа.
Имеем

[image: image1236.png]2 1
=2 3
-3 -1




=0.

Раскрывая определитель, получим

[image: image1237.png]1% +142=0.




Отсюда, корни характеристического уравнения

[image: image1238.png]A2 +14)=0




равны [image: image1240.png]


 [image: image1242.png]Ay = +iV14



.

2. Найдем собственные векторы, соответствующие [image: image1244.png]


.

Рассматривая систему (2) при [image: image1246.png]


, получим

[image: image1247.png]



Отсюда, имеем

[image: image1248.png]



Используя, например, метод подстановки, получим

[image: image1250.png]{(x,y,2)}



=[image: image1252.png](2322}




или

[image: image1254.png]{(x,y,2)}



=[image: image1256.png]3 1
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C – произвольное число.

3. Найдем собственные векторы, соответствующие [image: image1258.png]


.

Согласно (2), имеем систему уравнений
[image: image1259.png]—iV14x+2y +2z=0
—2x— iV14y+3z=0
—x — 3y —ivV14dz





Переставив уравнения и исключая переменную [image: image1261.png]


 из двух последних, получим
[image: image1262.png]x+3y+iV1dz=0
(W12 -6)y— (3+2iW14)z=0
—(2+3i/14)y+13z=0




Упростим последние два уравнения
[image: image1263.png]x+3y+ividz=0
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или

[image: image1264.png]x+3y+iV14z=0
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Отсюда

[image: image1265.png]_2-3i/14
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[image: image1266.png]



Таким образом, множество собственных векторов

[image: image1267.png]6+iVid 2 — zﬁ }
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4. Аналогичным образом рассматривается случай [image: image1269.png]


 Соответствующее множество собственных векторов

[image: image1270.png](7,2 = {C(} + 85i«/ﬁ’ 2+ 35i«/ﬁ’ 1)}




Ответ. Характеристические числа равны: 0, [image: image1272.png]


, -[image: image1274.png]


. Соответствующее множество собственных векторов: 

[image: image1275.png]1
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Задача 2. Зная характеристические числа матрицы [image: image1277.png]


, найти характеристические числа матрицы [image: image1279.png]A™,



 где [image: image1281.png]m € N.




 Решение. Пусть [image: image1283.png]


- одно из характеристических чисел матрицы [image: image1285.png]


. Тогда[image: image1287.png]


 вектор [image: image1289.png]x#0:




[image: image1291.png]Ax



 .

Рассмотрим [image: image1293.png]A™x.



 Имеем

[image: image1294.png]A"x = AA..Ax=A(A..(4X)..) = I"x.




Таким образом,

[image: image1295.png]Amx = IMx,




т.е. [image: image1297.png]A



 – характеристическое число матрицы [image: image1299.png]A™.




Отсюда следует

Ответ. Если [image: image1301.png]


- характеристические числа матрицы [image: image1303.png]


, то [image: image1305.png]AT, s



- характеристические числа матрицы [image: image1307.png]A™.




Задача 3. Привести к канонической форме Жордана следующие матрицы:

а) [image: image1309.png]


 б) [image: image1311.png]-1
3;
2

1
-3
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1
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 в) [image: image1313.png]SRR
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Решение. Случай a) 1. Определим характеристические числа матрицы.

Имеем

[image: image1314.png]



Отсюда

([image: image1316.png]A—-1)*(1-2)=0,




[image: image1318.png]


=1, [image: image1320.png]



2. Число [image: image1322.png]


 является корнем кратности r=2. Определим rank ([image: image1324.png]


E). Имеем

[image: image1326.png]


E=[image: image1328.png]



Отсюда rank ([image: image1330.png]


E)=1. Таким образом, размерность пространства собственных векторов равна n-rank([image: image1332.png]


E)= 3-1=2=r. Поэтому каноническая форма Жордана имеет вид

[image: image1333.png]



Случай б). 1. Определим собственные значения матрицы [image: image1335.png]


.

Имеем

[image: image1336.png]



Раскрывая определитель и приводя подобные, получим

[image: image1337.png]



т.е. 

[image: image1338.png]123 =0.





2. Кратность корня [image: image1340.png]


=0 равна r=3, а [image: image1342.png]


rank([image: image1344.png]


E)=1. Т.е., размерность пространства собственных векторов равна n-[image: image1346.png]


=2. Жордана форма матрицы имеет вид

[image: image1347.png]



Случай в).1. В данном случае, характеристическое уравнение имеет вид

([image: image1349.png]A-1)*=0.




Отсюда

[image: image1350.png]M2za=




2. Корень [image: image1352.png]


 имеет кратность r=4. Ранг [image: image1354.png]


rank([image: image1356.png]


E)=3. Размерность пространства собственных векторов равна n-[image: image1358.png]


=4-3=1. Число дополнительных жордановых векторов равно r-(n-[image: image1360.png]


)=4-1=3. Жорданова форма матрицы имеет вид
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Ответ: а) [image: image1363.png]


, б) [image: image1365.png]


, в) [image: image1367.png]Sowmd
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Лекция 8.Векторы в R
[image: image1368.wmf]3

. Элементы векторной алгебры

8.1. Скалярное произведение

Скалярным произведением вектора 
[image: image1369.wmf]a

на вектор 
[image: image1370.wmf]b

, обозначается 
[image: image1371.wmf]a

[image: image1372.png]



[image: image1373.wmf]b

, называется произведение модулей этих векторов на косинус угла между ними. Т.е. 

                                    
[image: image1374.wmf]a
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,                                                     (1)

где 
[image: image1380.wmf]j

=[image: image1381.png]


,угол 
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 EMBED Equation.3  [image: image1383.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image1384.wmf][

]
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 EMBED Equation.3  [image: image1385.wmf]
       Если учесть, что 
[image: image1386.wmf]b
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, то соотношение (1) можно представить в иной эквивалентной форме 
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К числу основных можно отнести следующие свойства скалярного произведения:

1. переместительный закон 
[image: image1406.wmf]a
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[image: image1408.wmf]b

=
[image: image1409.wmf]b
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2. распределительный 
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3. сочетательный при умножении на число 
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Из этих свойств дадим обоснование последнему.

Действительно, пусть 
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. Тогда 
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=0. Обратно, пусть    
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Тогда возможны случаи:

1. соs
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=0. Отсюда 
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 и ,следовательно ,
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2. 
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= 0, т.е один из векторов  
[image: image1466.wmf]a

или 
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, 
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Т.к направление нулевого вектора не определено, то и в данном случае мы можем считать, что он перпендикулярен второму вектору.

Физический (механический) смысл 
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. Заключается в следующем. Пусть  
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[image: image1475.wmf] вектор её перемещения под действием этой силы, тогда 
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-это работа, выполненная силой 
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по перемещению материальной точки из начальной в конечную точку вектора 
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Вычисление (
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). Рассмотрим разложения этих векторов по базису
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Тогда, учитывая, что 
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8.2. Векторное произведение

Векторным  произведением вектора 
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Таким образом, модуль векторного произведения равен площади параллелограмма , построенного на векторах 
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8.3. Смешанное произведение векторов

Смешанным произведением векторов 
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 называется скалярное произведение векторного произведения первых двух векторов на третий. Т.е.,  смешанное произведение равно (
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Так как смешанное произведение  содержит скалярное и векторное произведение, то она обладает свойствами и первого и второго. Так, например,
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Отсюда, - объём тетраэдра, построенного на этих векторах
V
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Сделаем здесь следующее замечание.

Если предположить, что векторы 
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= 0, и , следовательно, смешанное произведение равно 0. Очевидно, верно и обратное. То же самое справедливо и для векторов, расположенных в параллельных плоскостях. Т.о. смешанное произведение векторов, расположенных в одной или параллельных плоскостях, такие векторы называются компланарными, равно нулю. Эта особенность является признаком компланарности векторов.
Выражение смешанного произведения через координаты. Пусть 
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Переставив .теперь, дважды первую строку , получим 
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Из этого соотношения вытекает следующее следствие . Переставляя строки в последнем определителе, получим , что 
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Данное равенство говорит о том, что порядок расположения знаков  
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 в последовательности векторов не имеет значения и поэтому, иногда, смешанное произведение обозначают в виде 
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Учтём теперь , что
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Лекция 9. Элементы аналитической геометрии

Ниже рассматриваются  уравнения прямой , плоскости и некоторых из основных задач, связанных с ними.
9.1. Плоскость в пространстве
К числу основных принадлежат следующие формы уравнений.

1.1. Каноническое уравнение. Получается в результате решения задачи о составлении уравнения плоскости, проходящей через заданную точку М0 (x0,y0,z0), перпендикулярно заданному вектору 
[image: image1905.wmf]).
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 Вектор 
[image: image1906.wmf]n

 в этом случае называется нормальным.
Пусть точка М (x,y,z), – произвольная точка искомой плоскости Р. Тогда 
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вектор 
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.Следовательно, скалярное произведение 
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A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0.

                 (1)
Соотношение (1) и называется каноническим уравнением плоскости. 

1.2. Общее уравнение плоскости. Рассмотрим уравнение (1), выполним очевидное преобразование 

Ax+By+Cz-(Ax0+By0+Cz0)=0

и обозначив  



                                                     D= - (Ax0+By0+Cz0), 

получим 


                                                    Ax+By+Cz +D=0
 ,


                 (2)

- общее уравнение плоскости. 
1.3. Уравнение плоскости, проходящей через три точки . Предположим, что указанные точки не лежат на одной прямой. В этом, случае, согласно одной из аксиом стереометрии, можно провести плоскость и притом только одну.

Пусть даны три точки М0 (x0,y0,z0), М1 (x1,y1,z1), М2 (x2,y2,z2). Рассмотрим произвольную  точку М(x,y,z), принадлежащую искомой плоскости Р. Рассмотрим векторы 
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. Они компланарны, поэтому их смешанное произведение равно 0. Отсюда
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(3)

Соотношение (3) и представляет собой искомое уравнение.

Замечание. Если определитель в (3) тождественно равен 0, то это означает, что точки М0, М1, М2 лежат на одной прямой. В этом случае задача имеет бесчисленное множество решений и можно ставить задачу о нахождении уравнения пучка плоскостей , проходящих через прямую М0М1. 
9.2. Некоторые задачи, связанные с плоскостью

2.1. Угол между плоскостями . Пусть имеются плоскости 
Р1:  A1x+ B1y+ C1z+ D1=0

Р2:  A2x+ B2y+ C2z+ D2=0,

а l-их линия пересечения. Необходимо определить угол φ. Заметим, что при пересечении плоскостей образуется две пары равных двугранных углов, поэтому, для определенности, будем находить наименьший из них, т.е. считать, что   
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Пусть 
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 - нормальные векторы плоскостей. Восстанавливая их из точки О ,- произвольной точки линии l , рассмотрим возможные из расположения. 
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Обозначим через  [image: image1920.png]


. Тогда из геометрических соображений имеем
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где  
[image: image1929.wmf])

,

,

(

1

1

1

1

C

B

A

n

=

, 
[image: image1930.wmf])

,

,

(

2

2

2

2

C

B

A

n

=


Следствие 1. Если P1||P2 или совпадают, то  
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Верно, очевидно, и обратное.

Следствие 2. Если 
[image: image1933.wmf]P1┴P2, то  φ=
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, т.е.

A1A2+B1B2+C1C2=0.

Это условие является необходимым и достаточным условием  перпендикулярности двух плоскостей.

2.2. Расстояние от точки до плоскости. Пусть дана точка М0(x0,y0,z0)  и необходимо определить ее расстояние d от плоскости P: Ax+Bx+Cz+D=0 .
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Искомое расстояние d есть длина перпендикуляра, опущенного из точки М0 на плоскость Р. Пусть М(x,y,z), - произвольная точка плоскости Р. Тогда, из геометрических соображений
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Учитывая теперь, что МϵР и, следовательно, Ax+By+Cz = -D, окончательно получаем
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9.3. Прямая в пространстве

Рассмотрим, предварительно, основные формы уравнений.
3.1. Канонические уравнения .Составим уравнения прямой проходящей через заданную точку M0(x0, y0, z0) и параллельно заданному вектору 
[image: image1940.wmf])
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, он называется направляющим. Согласно одной из аксиом стереометрии такая прямая существует и притом только одна.

Пусть точка M(x, y, z), - произвольная точка искомой прямой l. Тогда векторы 
[image: image1941.wmf]M
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 и 
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коллинеарны и их координаты пропорциональны. Следовательно ,
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Система этих соотношений и представляет канонические уравнения прямой.
3.2. Параметрические уравнения. Обозначим отношения , входящие в (4), через t. Тогда имеем
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Отсюда 
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Соотношения (5) называются   параметрическими уравнениями прямой , а переменная t , обычно, называется параметром и изменяется от   -∞ до +∞.

   3.3. Прямая, проходящая через две заданные точки .Пусть точки M0(x0, y0, z0) и M1(x1, y1, z1) – даны , а точка M(x,y,z) ,- произвольная точка искомой прямой .Тогда, взяв, в качестве направляющего, вектор 
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 и, воспользовавшись уравнениями (4), получим  искомые уравнения
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3.4. Общие уравнения прямой. Каждое из соотношений (4), (5), (6) можно представить в виде
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которые и называются общими уравнениями прямой. Они, по сути дела, представляют собой способ задания прямой в виде пересечения двух плоскостей и являются отражением одной из аксиом стереометрии, постулирующий факт пересечения плоскостей вдоль прямой.

9.4. Некоторые задачи, связанные с расположением прямой в пространстве

4.1. Угол между прямыми. Если прямые l1 и l2 пересекаются, т.е. 
[image: image1949.wmf]0
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, то под углом между ними будем понимать наименьший из образованных углов , 
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[image: image1951.png]



Если же прямые l1, l2  не пересекаются, то под углом 
[image: image1952.wmf]j

 между ними будем понимать угол [image: image1953.png]


, где 
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Определим угол 
[image: image1957.wmf]j

, предполагая, что направляющие векторы 
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, соответственно, - известны. В этом случае будем иметь место один из двух вариантов взаимного расположения
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Замечание. Если 
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4.2. Угол между прямой и плоскостью. Рассмотрим плоскость Р и пересекающую ее в точке М0 прямую l. Пусть М – произвольная точка прямой
4.3. [image: image1974.png]P:Ax+By+Cz+D=0





а М1, - основание опущенного из неё перпендикуляра на плоскость Р. Тогда угол 
[image: image1975.wmf]1
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 и есть угол между прямой и плоскостью, т.е. [image: image1976.png]-



. Очевидно, что 
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Восстановим в точке М0 вектор 
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- нормальный вектор плоскости и обозначим через ψ, - угол между 
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 и вектором 
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, - направляющим вектором прямой. Тогда возможны  следующие варианты их взаимного расположения: 
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Отсюда 
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Следовательно 

sinφ=cosψ

или

sinφ= -cosψ
Таким образом,

sinφ=|cosψ|,

Отсюда

sinφ=
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Следствие 1. Если 
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. Это верно и в обратную сторону.

Следствие 2. Если 
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. Очевидно, это верно и в обратную сторону.

4.3. Расстояние от точки до прямой. Ограничимся описанием соответствующего алгоритма.

Пусть дана прямая l с направляющим вектором 
[image: image1992.wmf]s

 и  точка М0 вне её. 
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Возьмем произвольную точку 
[image: image1994.wmf]l
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 и рассмотрим вектор 
[image: image1995.wmf]0
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. Тогда искомое расстояние d, т.е. длина перпендикуляра, опущенного из точки М0 на прямую, из геометрических соображений, равна
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9.5. Прямая на плоскости

Рассматривая прямую на плоскости обычно предполагают, что она расположена в одной из координатных плоскостей, например, в плоскости XОY. Очевидно, что изложенное в разделах 9.3 остается справедливым с той лишь разницей, что третья координата, а именно координата z, равна 0.Эта особенность влечёт и некоторые специфические особенности, которые и рассмотрим ниже.

5.1. Каноническое уравнение. Описывает прямую l проходящую через заданную точку M0(x0, y0) и имеющей направляющий вектор 
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Из (4) , очевидно, имеем
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5.2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом .Предположим, что необходимо составить уравнение прямой l, проходящей через заданную точку M0(x0, y0) и имеющую заданный угловой коэффициент k.
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Тогда , взяв ,в качестве направляющего, вектор 
[image: image2001.wmf])
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Имеем 
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или, разрешая относительно переменной y
y=k(x – x0)+y0,                                                          (9)

или
y=kx+b,



10)
где b=y0 – kx0 и указывает величину смещения ,т.е.ординату точки перемещения оси Oy , прямой относительно начала координат.

5.3. Уравнение прямой проходящей чрез 2 заданные точки . Пусть даны две точки M0(x0,y0) и M1(x1,y1) , принадлежащие прямой. Тогда взяв в качестве направляющего вектор 
[image: image2003.wmf])
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    (11)

Это и есть искомое уравнение.

5.4. Общее уравнение прямой. Каждое из уравнений (8)-(11) можно записать в виде

Ax + By + C = 0,




    (12)
которое называется общим уравнением.

Заметим, что при соответствующем выборе коэффициентов A, B, C оно описывает любую прямую, расположенную в плоскости, хотя, полученные выше частные формы уравнений, такой способностью не обладают. Например, прямую параллельную оси Ох в виде (8) или (10) представить нельзя.

9.6. Некоторые задачи для прямой на плоскости

6.1. Угол между прямыми. Пусть прямые l1 и l2 заданы уравнениями с угловыми коэффициентами. 
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Найдем угол 
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и, учитывая их возможные расположения, из п. 9.4.1 получим
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Следствие. Если 
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6.2. Расстояние от точки плоскости до прямой. Пусть имеется прямая l: y=kx+b и точка M0(x0, y0). Для нахождения расстояния d  используем соображения , аналогичные п.9.4.3.
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А именно, рассмотрим произвольную точку 
[image: image2014.wmf]l

y

x

M

Î

)

,

(

 и  возьмем, в качестве вектора перпендикулярного прямой 
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и, учитывая , что  
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9.7. Задачи
Задача 1. Даны точки 
[image: image2021.wmf])
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. Найти расстояние точки М0 от плоскости М1, М2,М3.

Решение. Возможны два варианта. Первый вариант решения предполагает нахождения высоты пирамиды М0М1М2М3, опущенный из вершины М0 и основан на элементах векторной алгебры, второй вариант реализует методы аналитической геометрии. Рассмотрим второй из них . 

1. Составим уравнение плоскости М1М2М3.

Воспользовавшись формой уравнения (3), имеем 
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откуда, раскрывая определитель и приводя подобные, получим
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2. Найдем искомое расстояние d. 

В данном случае 
[image: image2024.wmf])

3

,

2

,

7

(

-

=

n

и, воспользовавшись результатами п.9.2.2, имеем
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Ответ:   
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Задача 2. Найти точку пересечения прямой 
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Решение: 

1. Запишем уравнение прямой в параметрической форме.

Имеем 
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2. Подставим полученные соотношения в уравнение плоскости.

Имеем
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значение параметра, соответствующее точке пересечения.

3. Найдем координаты точки пересечения.

Имеем 
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Ответ:  
[image: image2036.wmf])
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Задача 3. Даны точки B(-1,3), C(3,-3). Найти уравнения прямой 
[image: image2037.wmf]l

, проходящей через точку B, под углом 
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Решение. Из геометрических  соображений следует, что в этом случае задача имеет, по крайней мере , два решения.

1. Определим угловой коэффициент kBC прямой BC.

С этой целью составим уравнение прямой BC. Из (8) имеем 
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2. Найдем угловой коэффициент k искомой прямой (или прямых) l.

Из (13) имеем
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Решим полученное уравнение. После возведения в квадрат, имеем
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Таким образом, проведенные расчеты подтверждают интуитивные геометрические соображения.

3. Составим уравнения искомых прямых.

Из (9) имеем 
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Ответ:      
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Лекция 10.Линии и поверхности второго порядка, их классификация

10.1. Вступительные замечания
Линии и поверхности второго порядка, в общем виде, описываются алгебраическими уравнениями второй степени, содержащими две или три переменные , соответственно:
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или
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где 
[image: image2055.wmf]ji
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Эти уравнения, путем определенных преобразований, а именно, - поворота и параллельного переноса осей координат могут быть приведены к некоторому простейшему виду, называемому каноническим. Более подробно об этом см. например, в [ ]. Линии второго порядка обладают, также, вполне определенными геометрическими свойствами, которые, будучи заложены в определения, позволяют получить непосредственно их канонические уравнения. Этот подход использован ниже, а элементы теории их  классификации изложены в последнем параграфе.

10.2. Линии второго порядка

Если исключить случаи вырождения, т.е. когда уравнение (1) распадается на уравнения первого порядка или описывает единственную точку, можно выделить три принципиально различных типа кривых, - это эллипс, гипербола и парабола. К их числу относится и окружность, которая является частным случаем эллипса. Рассмотрим последовательно эти кривые.

2.1 Эллипс. Эллипсом называется геометрическое место точек плоскости, сумма расстояний каждой из которых от двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная.

Получим уравнение эллипса.

Пусть F1, F2, - фокусы, где F1F2 = 2с, - межфокусное расстояние, а М – произвольная точка эллипса. Тогда


[image: image2056]
MF1+MF2=2a, 





(4)
где a – заданная константа. Введем систему координат указанным на рисунке образом.


[image: image2057]
Тогда соотношение (4) в этих координатах принимает вид
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Избавимся теперь от иррациональности, проводя возведение в квадрат:
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Далее, учтем, что по геометрическим соображениям 
[image: image2064.wmf]c
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Разделим, теперь, последнее соотношение на 
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которое и называется каноническим уравнением эллипса.

Проведем приближенный  качественный анализ графика.
Во-первых, кривая, в силу четных степеней при переменных, симметрична относительно осей и начала координат. Тогда разрешив уравнение относительно переменной y, и ограничившись положительной ветвью, получим
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Очевидно, что 
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 и рассмотрев диапазон 
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1. значение 
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2. величина 
[image: image2075.wmf]y

 уменьшается при изменении x от 0 до а;

3. значение 
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Таким образом, получим приближенный вид кривой на участке 
[image: image2078.wmf]]
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[image: image2079]
отобразив, далее, полученный участок симметричным образом, получим

[image: image2080]
Точки A, B, C, D называются вершинами эллипса, отрезки AB, CD, - осями. Таким образом, система основных соотношений для эллипса следующая:
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Замечание 1. Если фокусы расположены на оси 0y, т.е. 
[image: image2082.wmf])
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, то уравнение принимает вид
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где, по прежнему, 
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2.2 Окружность. Окружностью называется геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от фиксированной точки, называемой центром.
Пусть точка 
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где R называется радиусом окружности, или в развернутом виде
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(3)

Уравнение (3) называется каноническим уравнением окружности.

Замечание. Если в уравнении (3) обозначить 
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 и разделить обе части на 
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. Т.о. окружность есть частный случай эллипса с равными полуосями.

2.3 Гипербола. Гиперболой называется геометрическое место точек плоскости, для каждой из которых модуль разности расстояний от двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная.

Пусть 
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, M – произвольная точка гиперболы. Тогда, согласно определения, имеем 
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где а – заданная величина.


[image: image2096]
Уравнение гиперболы можно получить аналогичным, предыдущему случаю, образом. Введем систему координат, 


[image: image2097]
тогда соотношение (5) принимает вид
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После этого, исключая иррациональность и вводя обозначение 
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которое и называется каноническим уравнением гиперболы. 
График гиперболы. В силу четных степеней при переменных, график симметричен относительно осей и начала координат.

 Разрешим уравнение относительно переменной 
[image: image2102.wmf]0
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. Получим
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Откуда 
[image: image2105.wmf]a
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. Рассмотрим ветвь 
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. Имеем:

если 
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 называется вершиной.

если x возрастает, то величина 
[image: image2110.wmf]2
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 уменьшается и стремится к нулю. Следовательно, точка, расположенная на гиперболе при 
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 приближается к одной из прямых 
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, которые, таким образом, являются асимптотами гиперболы. Эти соображения позволяют изобразить качественно правую ветвь гиперболы, а симметричным отображением 


[image: image2114]
относительно оси 0y получается и левая.

Система основных соотношений для гиперболы имеет вид:

1. уравнение 
[image: image2115.wmf]1
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2. фокусы 
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3. межфокусное расстояние 
[image: image2117.wmf]c
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4. соотношение между параметрами 
[image: image2118.wmf]2

2

2

a

c

b

-

=


Замечание: Если фокусы расположены на оси 0y и имеют координаты 
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, то уравнение принимает вид 
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которое также называется каноническим. В этом случае где, по прежнему, 
[image: image2121.wmf]2
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, асимптотами являются прямые 
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 и ветви гиперболы расположены в «вертикальных четвертях». Эти признаки позволяют 

[image: image2123]
 установить характеристические особенности гиперболы (расположение, асимптоты, фокусы) по её каноническому уравнению.

2.4. Парабола. Параболой называется геометрическое место точек равноудаленных от фиксированной точки, называемой фокусом, и данной прямой, называемой директрисой. 

Пусть прямая l, - директриса, 
[image: image2124.wmf]1

F

 - фокус и удалён от директрисы на расстояние 2p, а точка М, - произвольная точка параболы. Тогда
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Выберем систему координат указанным ниже образом и составим уравнение параболы. Имеем
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Отсюда, после возведения в квадрат и исключения иррациональности получаем


[image: image2129.wmf]px
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которое и называется каноническим уравнением параболы.

График параболы. Симметричен относительно оси 0x. Разрешая уравнение относительно переменной y,

[image: image2130.wmf]px
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получаем, что 

при x=0 значение y=0, таким образом парабола проходит через начало координат;

при увеличении x величина 
[image: image2131.wmf]y

, также возрастает и 
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. Качественный вид графика следующий
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Замечание. 1. Если фокус 
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, а директриса имеет уравнение 
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, то уравнение параболы примет вид
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Если же фокус расположить на оси 0y, то уравнение примет вид
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в зависимости от расположения директрисы (
[image: image2139.wmf]2
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 или 
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, соответственно). Эти уравнения также называются каноническими. Отмеченные особенности позволяют однозначно определять расположение параболы и её характеристические признаки (координаты фокуса, уравнение директрисы).

10.3. Поверхности второго порядка.

Рассмотрим канонические формы уравнений.
3.1 Эллипсоид. Описывается уравнением 
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Переменные изменяются в диапазонах: 
[image: image2143.wmf]a
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, то уравнение (7) описывает сферу.

Если рассечь эллипсоид координатной плоскостью 
[image: image2147.wmf]0
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, то в сечении получится эллипс
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То же самое будет иметь место и при других допустимых значениях z. Построив семейство таких сечений 
[image: image2149.wmf]0
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, … и объединив их огибающей поверхностью можно получить качественное представление о виде поверхности.
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Данная процедура построения поверхности называется методом сечений.

3.2 Гиперболоиды. Описываются уравнениями вида
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Случай 1. Однополостный гиперболоид
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его сечения плоскостью 
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 описывается уравнением
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и являются эллипсами. Поверхность имеет вид
[image: image2156.png]



Случай 2. Двуполостный гиперболоид
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где, очевидно, 
[image: image2158.wmf]c
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. Поверхность имеет вид

[image: image2159.png]



Сечения поверхности плоскостью 
[image: image2160.wmf]0
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 также являются эллипсами.

3.3 Параболоиды. Описывается уравнениями вида
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Т.е. одна из переменных входит в уравнение в первой степени. 

Случай 1. Эллиптический параболоид
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Здесь 
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 и горизонтальные сечения поверхности являются эллипсами. В целом, поверхность имеет вид
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Случай 2. Гиперболический параболоид
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Здесь, как при 
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, сечения поверхности горизонтальными плоскостями 
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 являются гиперболами. Поверхность имеет вид

[image: image2169.png]Puc. 95.




3.4 Конические поверхности. Описывается уравнением вида
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и в данном случае имеет вид

[image: image2171.png].<e N

Puec. 89.




3.5 Цилиндрические поверхности. В их уравнениях отсутствует одна из переменных. В зависимости от вида направляющей линии различают:

- эллиптическую цилиндрическую поверхность. Описывается уравнением вида
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Изображение поверхности показано ниже.
[image: image2173.png]
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- гиперболическую цилиндрическую поверхность. Описывается уравнением вида
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Поверхность выглядит так
[image: image2176.png]Puc. 8



.
- параболическую цилиндрическую поверхность. Описывается уравнением вида
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и выгдядит так
[image: image2178.png]Puc. 8



.
10.4. Классификация уравнений

Изложим принципы классификации кривых второго порядка.

Концептуально приведение уравнений кривых второго порядка заключается в последовательном выполнении поворота системы координат и ее последующего параллельного переноса. При первом из них, преобразование координат производится по правилам:
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в которых угол поворота 
[image: image2180.wmf]j

 подбирается таким образом, что в переменных 
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 уравнение (1) принимает вид
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т.е. из исходного уравнения удаляется произведение координат. Далее, параллельным переносом, т.е. выделением полных квадратов и последующей замены
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уравнение приводится к виду 
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или
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где, в зависимости от конкретных значений коэффициентов получаем каноническую форму кривой второго порядка или тот, или иной вырожденный случай.
Определяющую роль в идентификации кривых играют некоторые выражения, называемые инвариантами, которые сохраняют знак при выполнении указанных преобразований. По этой причине тип кривой, с использованием инвариантов, может быть установлен и по исходному уравнению.

Не рассматривая здесь вырожденные случаи, т.е. те из них, когда уравнения (1), (11) описывают точку, мнимый эллипс или распадается на уравнения прямых, таких инварианта два, - это определитель уравнения (11)
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и определитель его квадратичной части
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Тогда, в зависимости от сочетания их знаков уравнения (1), (11) описывают:

- эллипс, если 
[image: image2190.wmf]0
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- гиперболу, если 
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;

- параболу, если 
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.

Более подробная информация по этому вопросу и классификация вырожденных случаев изложена, например, в [2]. Классификация поверхностей с использованием инвариантов приводится в книге [4].
Лекция  11. Специальные кривые
Рассмотрим ниже некоторые из плоских линий, которые нередко используются при рассмотрении демонстрационных примеров в различных разделах математики, описав, предварительно полярную и параметрическую формы представления  кривых.

11.1. Полярная и параметрическая формы представления

1.1. Полярные координаты. Рассмотрим на плоскости произвольную ось и назовём её полярной. Тогда положение произвольной точки 
[image: image2193.wmf]M

 плоскости можно определить двумя величинами, 
[image: image2194.wmf] расстоянием 
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точки 
[image: image2197.wmf]M

 от полюса О, оно называется полярным радиусом, и углом 
[image: image2198.wmf]j

, образованным отрезком ОМ с положительным направлением полярной оси. Набор (
[image: image2199.wmf]r

, 
[image: image2200.wmf]j

) и называется полярными координатами точки 
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. Обычно предполагается, что 
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В том случае, когда полярная ось совпадает с осью ох, а полюс,
[image: image2207.wmf] с началом декартовой системы координат, то справедливы
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следующие соотношения :
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 =
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,   
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 = 
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sin
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,

или, в обратную сторону 
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откуда, с точностью до 2
[image: image2219.wmf]n

p

, может быть определено, с учётом знаков
[image: image2220.wmf]х

 и 
[image: image2221.wmf]у

, значение полярного угла 
[image: image2222.wmf]j

.

В полярной форме уравнение кривой имеет вид 


[image: image2223.wmf]r
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(
[image: image2225.wmf]j

)

и построение графика производится следующим образом. Проводятся лучи  
[image: image2226.wmf]j

= 
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, на которых откладывается точки 
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 на расстояниях 
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  от полюса, соответственно. Далее, соединив полученные точки отрезками или проводя через них плавную кривую, получим при малых 
[image: image2236.wmf]D



 EMBED Equation.3  [image: image2237.wmf]j

= 
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 EMBED Equation.3  [image: image2239.wmf] 
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 приближённое изображение кривой.
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1.2. Параметрическая форма представления кривых. В общем случае она выглядит так :
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где независимая переменная 
[image: image2243.wmf]t

,обычно ,называется параметром. Таким образом, связь между декартовыми координатами, в этом случае, задаётся косвенно, через параметр 
[image: image2244.wmf]t

.

11.2. Специальные кривые

2.1.Спираль Архимеда. Спиралью Архимеда называется траектория точки, которая движется с постоянной скоростью 
[image: image2245.wmf]V

вдоль некоторой прямой, которая, в свою очередь, вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image2246.wmf]w

относительно одной из своих точек.
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Пусть прямая l вращается вокруг полюса О и в начальный момент совпадает с полярной осью, а положение точки 
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, 
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представляют собой уравнения траектории в параметрической форме, или, после исключения  из них переменной 
[image: image2258.wmf]t

, получаем зависимость 
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где 
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,
[image: image2266.wmf] уравнение кривой в полярных координатах. График спирали  Архимеда следующий 
[image: image2267.png]>
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2.2. Циклоида. Циклоидой называется траектория точки, расположенной на окружности, которая катится без скольжения вдоль некоторой прямой.
Предположим, что окружность имеет радиус 
[image: image2268.wmf]a

( на рисунке R) и движется вдоль оси ох, причём в начальный момент положение исследуемой точки 
[image: image2269.wmf]M

 совпадает с началом координат и введём параметр 
[image: image2270.wmf]t

 указанным  на рисунке образом. Учитывая ,теперь, равенство дуги окружности 
[image: image2271.wmf]AM
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, получим параметрические уравнения искомой траектории 
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2.3.  Лемниската Бернулли. Лемнискатой называется геометрическое место точек плоскости, для каждой из которых произведение расстояний от двух фиксированных точек, называется фокусами, равно квадрату половине межфокусного расстояния.

Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image2278.wmf] произвольная точка лемнискаты. Тогда
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Выберем систему координат указанным на рисунке образом. Тогда 
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и, после исключения иррациональности, путём проведения очевидных преобразований, получим 
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Таким образом, кривая описывается алгебраическим уравнением 4-ой степени. Если же перейти к полярным координатам, получим,


[image: image2283.wmf]j

2

cos

2

2

2

4

r

a

r

=

,
или , после сокращения,-
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Это более простая и употребительная форма уравнения лемнискаты Бернулли. Её график следующий 
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2.4. Кардиоида. Кардиоидой называют траекторию точки, расположенной на окружности некоторого радиуса 
[image: image2286.wmf]a

, которая катится без скольжения по внешней части окружности равного ей радиуса.

Предположим, что центр неподвижной окружности совпадает с началом декартовой системы координат, начальное положение исследуемой точки 
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совпадает с 
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 и выберем параметр 
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указанным на рисунке образом.
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Тогда, в силу параллельности осей 
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которые представляют собой параметрические уравнения кардиоиды в системе координат 
[image: image2315.wmf]xoy

.

Полученные уравнения можно упростить, если перейти к полярным координатам, взяв в качестве полюса точку 
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. Тогда координаты точки 
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в промежуточной системе 
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Выполнив тригонометрические преобразования и переходя ,в полученных соотношениях,  к углу 
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, получим
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Обозначим теперь 
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В системе 
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2.5.  Астроида. Астроидой называется траектория точки, расположенной на окружности некоторого радиуса, которая катится без скольжения по внутренней части окружности в четыре раза большего радиуса.

Пусть радиус неподвижной окружности равен 
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подвижной , 
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 EMBED Equation.3  [image: image2331.wmf]4
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.  Выберем указанным на рисунке образом координаты, где 
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- начальное положение подвижной точки 
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 и рассмотрим произвольное положение 
[image: image2335.wmf]/

1

O

 подвижной окружности. Тогда координаты точки 
[image: image2336.wmf]/

O

равны


[image: image2337.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

t

a

t

a

sin

4

3

,

cos

4

3

. В силу равенства дуг 
[image: image2338.wmf]0

AM

È

,
[image: image2339.wmf]ÀM

È

 и указанного соотношения радиусов окружностей
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Проводя ,теперь, традиционные тригонометрические преобразования  и переходя к простому аргументу, получим выражения, 

х= 
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которые представляют собой параметрические уравнения астроиды , а после исключения параметра t , её уравнение в декартовых
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