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ВИЗНАЧЕННЯ ДОСЯЖНОСТІ ТА КЕРОВАНОСТІ 
В ДИСКРЕТНО-БЕЗПЕРЕРВНИХ СИСТЕМАХ 

Виконано аналіз методики визначення досяжності та керованості станів дискретно 
безперервних систем. Наведено алгоритм перевірки керованості стану дискретно-
безперервного об’єкта. Роботу алгоритму розглянуто на прикладі системи склад – вибій 
кар’єрного комплексу відкритого способу розробки корисних копалин.  
Ключові слова: граф синхронізації, вектор керуючих впливів, досяжність, фіксована точка 
матриці. 

Вступ 
При розгляді питання досяжності та керованості по відношенню до дискретно-безперервних 

систем прийнято застосовувати математичні співвідношення, які характерні не лише для «Max-
plus»-алгебри, а і для «Min-plus»-алгебри. Тому для однозначного трактування застосовуються деякі 
специфічні поняття і позначення, характерні для цих розділів математичної теорії. 

Нехай R  — полукільце скалярів, розширене до }{}{ ∞∪−∞∪= RR . Для найменшого ∞−  
елемента використовується позначення ε− , а для найбільшого елемента ∞  — позначення ε . 
Операції Max і Min позначаються, відповідно, ⊕  і ∧ . Крім того, для операції +  в «Max-plus»-
алгебрі та «Min-plus»-алгебрі використовуються різні символи [1]: ⋅  та ⋅′  відповідно, оскільки 

.
,

εεε
εεε

=⋅′−
−=⋅−

 

Нейтральний елемент для операції +  позначається e  і відповідає 0  в звичайній алгебрі. 
Для будь-якої nm×  матриці )( ijaA = , через TA−  позначають матрицю, транспоновану до 

матриці )( 1−− = ijaA , а через ∇A  — добуток [2]: 
TAAA −∇ ⋅= . 

Степінь k  квадратної nn×  матриці B  і оператор ∗  позначають kB  і ∗B  відповідно та 
обчислюють як в «Max-plus»-алгебрі [1]: 

43421 K
k

k BBBB ⋅⋅⋅= , 

12* −⊕⊕⊕⊕= nBBBIB K . 
Для неперервних та дискретних систем поняття досяжності та керованості є 

тотожними, однак для дискретно-безперервних систем це не так. Якщо стан дискретно-
безперервної системи є керованим, то він також є досяжним, але зворотне невірно. Крім того, 
в теорії ДБС говориться лише про керованість стану, а не системи в цілому, оскільки 
керованість — дискретна властивість в лінійних системах «Max-plus»-алгебри [2]. 

Постановка задачі дослідження 
Розглядається дискретно-безперервна система, яка задана в канонічній формі 

наступною системою рівнянь в базисі «Max-plus»-алгебри: 

),1()1(
),1()()1(

+⋅=+
+⋅⊕⋅=+

kxCky
kuBkxAkx

    (1) 
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де mRkx ∈)( , елемент )(kxi  — це момент часу, в який i -а подія відбудеться в k -му циклі 

розвитку процесу, mi ,1= ; 
nRku ∈)(  — момент часу, в який k -й вектор керування безпосередньо діє на систему, 

CBA ,,  — матриці відповідних розмірностей, елементи яких належать до R . 
Перше рівняння системи (1) означає, що поява події i  в )1( +k -му циклі має місце 

лише тоді, коли відбудуться всі події у всіх попередніх k  циклах та буде завершено 

керуючий вплив, що діє на подію i . Тобто маємо )(
1

kxa iij

m

j=
⊕ , lil

n

l
ub

1=
⊕  ( ija  — тривалість j -ї 

події, що безпосередньо передує події i , lu  — момент часу запуску керування l  та ilb  — 
затримка часу до запуску події i , крім того, ε−=ilb  в випадку, якщо l  безпосередньо не 
передує i ).  

У випадках представлення системи графом синхронізації, стан відповідає часу 
маркування позицій графа, а керування докладається до деяких переходів, затримка 
відповідна часу запуску переходу. 

Перше рівняння в системі (1) можна записати 
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та в розгорнутому виді: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅Γ=+ −−+

− )(
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ix
u

Akx ikik
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де ]|||[ )( BABAB ik
ik ⋅⋅=Γ −
− K  та ( )Tik iukukuu )1()()1( ++=− K  — послідовність 

керуючих впливів, що переводить систему зі стану )(ix  в стан )1( +kx . 
Припустимо, що для заданого )1( += kxx , існує допустимий початковий стан )(ix  і 

послідовність вхідних впливів )1(...,),2(),1( +++ kuiuiu , така, що рівняння (3) є тотожністю. 
Тоді, починаючи зі стану 

)1()()1( +⋅⊕⋅=+ iuBixAix , 
можна досягти )1( +kx  за ik −  кроків розвитку процесу (тобто )(ix , )1( +ix , …, )(kx  — всі є 
допустимими початковими станами). Оскільки )1()( +≤ ixix , отримаємо, що множини 
допустимих початкових станів AIC  та вхідних керуючих векторів ICV  є частково 
впорядкованими. 

Можна сформулювати задачу досяжності у вигляді: нехай задано mRx∈ . Потрібно, 
якщо це можливо, знайти таку множину ∅≠)(xAIC  допустимих початкових станів та 
множину ∅≠)(xICV  вхідних керуючих векторів, такі, що рівняння (3) вірно для деякого 

)0( kii ≤≤ . 
При 0=i  з рівняння (3) отримаємо початковий стан )0(x  (момент часу, в який не 

було запущено жодного переходу) та послідовність вхідних векторів ku  з першим 
керуванням )1(u . Оскільки момент 0=t  може бути часом першого запуску переходів, 
раціонально припустити, що ε−=)0(x . В цьому випадку, оскільки 

εεε −=−⋅=−⋅+ )()()1( xAxA k , 
рівняння (3) прийме вид: 

kk ukx ⋅Γ=+ )1( .                                                         (4) 
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Cтан x  вважається досяжним, якщо ∅≠}{\)( xxAIC , та керованим, якщо 
)(xAIC∈−ε . 

В [2] було доведено, що для того, щоб стан x  був керованим, необхідно, щоби він був 
фіксованою точкою матриці 

,: )1()1( ++∇ →Γ kmkm
k RR  

xx k ⋅′Γ∇a . 
Таким чином, перевірка необхідної умови керованості стану )1( +kx , є перевіркою, чи 

є стан )1( +kx  фіксованою точкою матриці ∇Γk . 
Запишемо рівняння (4) в розгорнутому виді: 
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При розв’язанні (4) відносно вектору ku , отримаємо рівняння для відновлення 
керуючих впливів: 

)1(
)1(

)1(
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kK , 

або скорочено 
xu T

kk ⋅′Γ= − .                                                                 (5) 
Отже, алгоритм перевірки керованості стану x  за необхідною умовою має вид: 
Крок 1. 1:=k , ε−=:)0(x . 
Крок 2. Перевірити необхідну умову керованості. Обчислити матриці kΓ , T

k
−Γ , та 

матрицю T
kkk
−∇ Γ⋅Γ=Γ . Якщо умова виконана, переходити до кроку 3, інакше — переходити 

до кроку 5. 
Крок 3. Використовуючи матрицю T

k
−Γ  з рівняння (5) обчислити вектор ku . За 

рівнянням (4) обчислити вектор стану )1( +kx . 
Крок 4. Якщо виконане xkx =+ )1( , то стан x  є досяжним, починаючи зі стану 
ε−=)0(x  за k  кроків, а отже, є керованим. Перехід до кінця алгоритму. Інакше — перехід 

до кроку 6. 
Крок 5. 1: += kk  і переходити на крок 2. 
Крок 6. Вважати стан x  некерованим. Виконання умови виходу з циклу. 
Рішення задачі та результати дослідження 
Роботу алгоритму можна розглянути на прикладі системи склад – вибій кар’єрного 

комплексу відкритого способу розробки корисних копалин [3,4,5]. В [3] було розроблено модель 
руху транспортних засобів по односмугових ділянках в такій системі в виді графу синхронізації з 
часовими оцінками (рис. 1). 

Поведінка об’єкта задається системою рівнянь у змінних стану: 
( ) ( ) ( ) ( )111 10 +⋅⊕⋅⊕+⋅=+ kkkk uBxAxAx ,                                              (6) 

матриці BAA ,, 10  визначаються з графу синхронізації системи на основі множин немаркованих, 
маркованих позицій та множини керованих переходів відповідно. 

Структура системи керування зі зворотним зв’язком описується рівнянням: 
( ) ( ) ( )kkk xKxKu ⋅⊕+⋅=+ 10 11 .                                                            (7) 
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Тут ( )kx  — вектор стану, i -й елемент якого визначає момент часу маркування позиції iP  
графу синхронізації на k -у циклі, а матриці 0K  і 1K  — дві додатньо визначені матриці, які 
формують характер закону керування процесом в поточному та наступному циклах відповідно. 
 

 
Рисунок 1 — Граф синхронізації системи склад – вибій кар’єрного комплексу 

 
Таким чином, для керованого процесу маємо рівняння в просторі станів замкнутої системи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkk xBKAxBKAx ⋅⊕⊕+⋅⊕=+ 1100 11  або 
( ) ( ).1 kk s xMx ⋅=+                                                                       (8) 

де sM  — матриця динаміки керованої системи, 

( ) ( )1100 BKABKAM ⊕⋅⊕= ∗
s . 

В [4,5] для заданих точок докладання керуючих впливів було сформовано матриці 
зворотного зв’язку 10 KK , , які забезпечують коректну роботу транспортної мережі. У 
випадку, коли в системі рухається 4 транспортних засоби (2 в підсистемі склад – вибій 2 та 2 
в підсистемі склад – вибій 1), а отже, власне число матриці динаміки другої підсистеми 
більше за власне число матриці динаміки першої підсистеми, доцільно в поточному циклі 
затримувати переходи графу синхронізації першої підсистеми. Індекси скінчених елементів 
матриць im)(B , mj)( 0K , mj)( 1K  зведемо у таблицю 1. Зауважимо, що скінчені елементи 
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матриці 0K  відповідають затримці переходів A, B, С, D ( 1,2,3,4=m ), а матриці 1K  — 
переходів E, G, F, H ( 5,6,7,8=m ) відповідно. 

Таблиця 1 — Індекси скінчених елементів 
матриць управління та зворотного зв’язку 

m  1 2 3 4 5 6 7 8 
i  19 8 11 20 41 28 31 30
j  21 29 43 33 1 9 10 18

Для системи склад – вибій було обчислено матрицю динаміки керованої системи sM  
(розмірності 4444× ) та її власний вектор sν : 

[
]T

s

44  67  53  34  52  52  23  48  23  61  57  44  61  41  64  38  29  38  0  36  0

33313311  9  10  10  4  7  4  17  14  0  17  13  4130 110868=ν
. 

Для розрахунку часових точок маркування позицій графу синхронізації приймемо, що 
sν=)1(x . За формулою (8) отримано вектор стану )2(x : 

[
] .85  108  94  74  93  93  63  89  63  102  98  85  102  82  105  78  69  78  39  76  39  73  71 

73  115  87  114  114  82  111  82   121  118  108  121  91  82  91  52  89  52  86  84  86)2(
T

=x
 

Перевірка стану системи )2(xx =  на керованість проводиться за приведеним вище 
алгоритмом. Для цього система рівнянь (6) зводиться до виду  

)1(~)(~)1( +⊕=+ kkk uBxAx , 
де 

.~

~

0

10

BAB

AAA
∗

∗

=

= ,
 

Матриці A~  та B~  використовуються для обчислення матриці kΓ  і послідовності векторів 
керування )(ku . 

Отримано, що вектор )2(xx =  є керованим, причому його можна досягти за 2 кроки, 
починаючи з вектору εx −=)0(~ : 

[
] ,46  69  55  35  54  54    50    63  59  46  63  43  66  39  30  39    37    34

32  34  76  48  75  75    72   82  79  69  82  52 43  52    50   47  4547)1(~
Tεεεε

εεεε=x
 

)2()2(~ xx = . 
Відповідні вектори керування: 

[ ]T66  43  30  35  76  69  43  48)1( =u , 
[ ]T105  82   69   74   115  108  82   87)2( =u , 

докладаються до переходів A – H графу синхронізації з рис.1. 
Зауважимо, що той самий вектор )2(u  можна отримати за формулою (7): 

( ) ( ) ( )1~2~2 10 xKxKu ⊕= . 
Тепер змінимо координату в векторі )2(xx =  таким чином, щоб отримати завідомо 

некерований. Припустимо, що позиції 2P  і 5P  графу синхронізації маркуються одночасно: 
)2()2( 52 xx = . 

Перевіримо, чи є вектор стану x  керованим. Оскільки кількість циклів роботи транспорту в 
системі обумовлена виробничим процесом, будемо вважати достатнім для перевірки умови виходу з 
циклу значення 10max =k . Отримаємо, що для будь-якого значення 10,,1K∈k  не виконана 
необхідна умова керованості стану системи, тобто 

xΓx ⋅′≠ ∇
k , 
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а отже, не можна знайти керування, що за прийнятну кількість виробничих циклів переведе систему 
в заданий стан. 

Висновки 
1. Розглянуто проблему досяжності та керованості дискретно-безперервних систем з 

використанням «Min-Max»-алгебри. 
2. Наведено алгоритм перевірки керованості стану системи та відновлення керуючих 

впливів за необхідною умовою керованості. 
3. Роботу алгоритму проілюстровано на прикладі системи склад – вибій кар’єрного 

комплексу. Отримано, що вектори управління відновлені за алгоритмом та обчислені з 
використанням матриць зворотного зв’язку є рівними між собою. 
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