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Abstrakt
In diesem Beitrag werden zwei verschiedene numerische Lsungsmdglichkeiten - das Li-
nienverfahren und das Charakteristikenverfahren - fiir Bewetterungsvorgange mit verteil-
ten Parametern vorgestellt und miteinander verglichen. Die Gegeniiberstellung findet auf
der Basis eines einzelnen Strangelementes statt, wobei als Randbedingungen an dem ei-
nen Ende eine Reflexion und an dem anderen Ende eine sprunghafte bzw. eine rampen-
formige Drucké@nderung gewahit wurden.

1 Motivation

Die Bewetterungsvorgénge innerhalb eines Kohlebergwerkes spielen fir die Sicherheit
der Bergleute eine entscheidende Rolle. Durch den Abbau von Kohle wird Methan freige-
setzt, wodurch ein hochexplosives Luft-Methan-Gemisch entsteht. In hoher Konzentration
kann dieses Gemisch die gefiirchteten Bergwerksexplosionen (Grund vieler Unglicksfalle
im Bergbau) ausldsen. Ein aktuelles Grubenungliick in einem Donezker Kohlebergwerk
am 24. Mai 1999 verdeutlichte die verheerenden Auswirkungen einer solchen Gasexplosi-
on unter Tage. Von den 131 betroffenen Mannern sind bei dieser Methanentziindung 39
Bergleute ums Leben gekommen; weitere 48 Kumpel konnten nur mit zum Teil schweren
Verbrennungen geborgen werden.

Um solche Ungliicksfélle zu verhindern, sollen die Simulationen fir Planungs- und
Handlungsszenarien beim Entwurf eines Bewetterungsnetzes oder im Falle einer Havarie
eingesetzt werden. Magliche Simulationsexperimente sind z.B. die Ermittlung und Steue-
rung der Luftstromverteilung bei bekannter Topologie eines solchen Netzes. Andere Ex-
perimente sollen dazu dienen, Planungsalternativen fiir ein Netz bei Anderungen der To-
pologie des Netzes, von Parametern oder beim Einsatz von verschiedenen Ventilatoren
zu finden.

Dieser Beitrag entstand im Rahmen einer wissenschaftlichen Kooperationsbeziehung
zwischen der Fakultat fir Rechentechnik und Informatik der Technischen Universitat Do-
nezk (Ukraine) sowie dem Institut fiir Strdmungstechnik und Thermodynamik und dem In-
stitut fir Simulation und Graphik der Otto-von-Guericke-Universitat Magdeburg.

2 Mathematische Beschreibung der Bewetterungsvorgange

Bewetterungsvorgange in Bergwerken werden als instationare Stromungsvorgange be-
trachtet. Die Grundlage der mathematischen Beschreibung dieser Stromungsvorgénge in
den Bewetterungsnetzen bilden die Arbeiten der TU Donezk [AFS81] sowie der Universi-
tat Magdeburg von [Ib87] und [Ibib94]. In den folgenden Abschnitten werden deshalb nur
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die wesentlichen Aspekte dargelegt, die die Voraussetzungen fir den voriiegenden Bei-
trag bilden.

Bevor das mathematische Modell der instationdren Strémungsvorgénge fir die Bewet-
terungsnetze erstellt werden kann, soll deren Struktur beschrieben werden. Die Grundla-
ge der Topologiedarstellung von beliebigen Bewetterungsnetzen bildet die Graphentheo-
rie. Sie lassen sich durch einen gerichteten Graphen G = (K, Z, 9) darstellen. Die
Menge K soll m Kantenelemente und die Menge Z soll n Knotenelemente des Graphen G
enthalten. Wahrend die Kanten die bewetterten Schachte und Strecken (allg. Zweige) in-
nerhalb von Bergwerken reprasentieren, stellen die Knoten im wesentlichen deren Ver-
kniipfungsorte dar. Mit der Abbildungsfunktion ¢ wird auBerdem jeder Kante ein Anfangs-
und Endknoten zugeordnet. Damit ist eine positive Koordinatenrichtung fest vorgegeben,
die fir die mathematische Beschreibung notwendig ist.

Das Grundgleichungssystem zur Beschreibung der Strémungsvorgénge in solchen
Netzen besteht aus den Kontinuitéts- und Impulsgleichungen der Wellenbewegung. Vor-
aussetzung dafir ist, daB der EinfluB der Dissipation (Energieverlust des Systems z.B.
durch Reibung) auf den Energiesatz vernachlassigt wird.

dp . 9p 20v 0

B 1-32 +pc i Kontinuitatsgleichung -
av av 18p
wt 3’ = F(z, 1) Impulsgleichung

Das nichtlineare Gleichungssystem (1) mit den beiden Grundgleichungen soll die Ba-
sis fir die weiteren Betrachtungen bilden. Die Variable p stellt den Druck, v die Geschwin-

digkeit, tdie Zeit und z die Ortskoordinate des Systems dar. F(z, 1) reprasentiert eine
Démpfungsfunktion turbulenter sowie laminarer Strémungen in Rohren

A
Fz.0) = -5"—;(v- ). )

mit &, = AM(Re, k/d) als instationaren Rohrreibungsbeiwert, wobei Re die Reynolds-Zahi,
k den Rauhigkeitswert und d den Rohrdurchmesser darstellen. Aus dem Gleichungssy-
stem (1) sollen nun Gleichungen zur Berechnung des Druckes p und der Geschwindigkeit
v - Bestimmung des Strémungszustandes - hergeleitet werden.

3  Simulation - Numerische Lésungsmadglichkeiten

Die Strémungsvorgange in den Bewetterungsnetzen werden als hydrodynamische Stré-
mungen aufgefaBt. Genau genommen wird der akustische Fall der hydrodynamischen
Stromung untersucht. Dieser spezifische Fall ist unter anderem dadurch gekennzeichnet,

daB die Berechnungen mit konstanter Dichte p = p, = konstant und Schallgeschwindigkeit
¢ = ¢, = konstant durchgefiihrt werden kdnnen (inkompressibles Fluid). Eine solche Ein-
schrankung hat eine Vereinfachung der Modellgleichungen und damit auch eine Vereinfa-
chung der Berechnungsvorschrift zur Folge.

Eine weitere Restriktion, die den Betrachtungen in diesem Beitrag zugrundeliegt, ist
die Vernachldssigung der Dampfungsfunktion F(z, 1) in der Impulsgleichung. Diese Ein-
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schrankung ist nur zum besseren Verstandnis der beiden numerischen Lésungsverfahren
getroffen worden.

Beide Ldsungsverfahren, die in den zwei nachsten Abschnitten erldutert werden, be-
rechnen die gesuchten GréBen den Druck p und die Geschwindigkeit v an diskreten Orten
entlang der Zweige. Die Abbildung 1 stellt die Strémungsberechnung in den Zweigen mit
den in diesem Beitrag zugrundeliegenden Randbedingungen graphisch dar.

Zweig als eindimensionaler Stromungsfall

linke Begrenzung \ rechte Begrenzung
l Joiclf
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9eg.: PLm: VAR _ b+1 Abschnitte
ges.: Vip PRA P1 bis ppund v4 bis v,

Abbildung 1: Strémungsberechnung in den Zweigen

Die Lésungsverfahren werden an den einzeinen Stellen Gleichungen fiir die beiden ge-
suchten Parameter bereitstellen. Dabei ist zwischen den inneren Punkten 1 bis b und den
beiden Rander LR und RA zu unterscheiden. Wahrend fir die Berechnung des Stré-
mungszustandes an den inneren Stellen zwei Gleichungen notwendig sind (jeweils eine
fr Druck und Geschwindigkeit), muB an den Randern nur eine Gleichung hergeleitet wer-
den. Fir die linke Begrenzung ist eine Gleichung fiir die Geschwindigkeit v; g zu bestim-
men, da die Druckdnderung p, g als Randbedingung vorgegeben werden soll. Um mit der
rechten Randbedingung eine Reflexion abbilden zu kénnen, wird die Geschwindigkeit vgg
gleich Null gesetzt. Es ist deshalb am rechten Rand nur eine Druckgleichung anzugeben.

3.1 Linienverfahren

Eine Maglichkeit partielle Differentialgleichungssysteme numerisch zu berechnen, ist die
Uberfiihrung des Systems in ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Diese
gewdhnlichen Differentialgleichungen kdnnen dann mit Hilfe von impliziten oder expliziten
Integrationsverfahren gelost werden.

Eine solche Vorgehensweise zur numerischen Losung von partiellen Differentialglei-
chungssystemen bedingt eine Diskretisierung aller Ortsableitungen in den Gleichungssy-
stemen. Die Ortsableitungen kdnnen durch Differenzenquotienten unterschiedlicher Feh-
lerordnung ersetzt werden. Dadurch entsteht an jeder diskretisierten Stelle eine
gewsdhnliche Differentialgleichung, und die Lésung der partiellen Differentialgleichung ent-
spricht der L6sung des durch die Diskretisierung entstandenen Systems von gewéhnii-
chen Differentialgleichungen. Diese beschriebene Herangehensweise ist als das Linien-
verfahren bekannt.

Bevor das nichtlineare partielle Gleichungssystem (1) in ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen umgeformt wird, kann noch eine weitere Vereinfachung des Glei-
chungssystems vorgenommen werden. Die Terme »(dp/dz) und v(dv/dz) sind gegen-
ber den anderen Termen in dem Gleichungssystem (1) sehr klein und kGnnen deshalb
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vernachlassigt werden. Unter der Berlicksichtigung aller festgelegten Restriktionen ent-
steht das partielle Differentialgleichungssystem (3). Auf der Basis dieses Gleichungssy-
stems wird die Transformation in ein System von gewéhnlichen Differentialgieichungen
durchgefihrt.

ap 20v
= =-pc .
w_ 13
ot  poz

Bei der Ersetzung der Ortableitung ist darauf zu achten, daB verschiedene Differen-
zenquotienten fir die inneren Approximationsstellen und fir die Randpunkte (siehe Abbil-
dung 1) verwendet werden. Die Differenzenquotienten sowohl an den inneren Stellen als
auch an den Réandern sind von zweiter Fehlerordnung. Flr den linken Randpunkt LA er-
gibt sich damit folgendes:

f:’ue=_l(‘3pm+4px—l’z) it dy =—3y1,+4}’1'}’: i )
dr p 2-Az 3?(“) 2-Ax

Die inneren Stellen werden entsprechend dem partiellen System (3) durch zwei ge-
wdhnliche Differentialgleichungen beschrieben. Die Gleichungspaare fiir die Stellen 1 und
bin (5) stehen reprasentativ fir alle anderen inneren Approximationspunkte.

ilfl - _pcz(":‘ VLR)

dt 2-Az
i‘:l - _l(Pz ‘Pm)
dr pL 2-Az
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ﬂ'b i _1(1’33'%- 1)
dt p\ 2-Az
Far den rechten Randpunkt AR gilt ahnliches wie fir den linken Randpunkt LA:

dpgg 2(3Vgg =4V, +v,_, . dy _3yp—=4yp+ Yy (6)
o G - M £ ™

3.2 Charakteristikenverfahren

Die Idee der Charakteristikenverfahren ist an den eigentlichen physikalischen Vorgang
der Wellenausbereitung angelehnt ([Ib87], [Iblb94]). Die Strémungsvorgange (die Bewet-
terung) stellen Wellenprozesse dar, bei denen sich die Stérungen auf charakteristischen
Kurven ausbreiten. Entlang dieser Kurven, welche als Charakteristiken bezeichnet wer-
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den, kdnnen die Strémungszustinde eines Systems berechnet werden. Die Charakteristi-
kenverfahren nutzen diese Eigenschaft, daB die Stérungen auf charakteristischen Kurven/
Bahnen verlaufen.

Um solche Verfahren zur Simulation von Bewetterungsvorgangen einzusetzen, mis-
sen fir das partielle Differentialgleichungssystem (1) dessen Charakteristiken und die da-
zugehdrigen Vertraglichkeitsbedingungen bestimmt werden. Auf die formale Herleitung
der Charakteristiken sowie deren Vertragiichkeitsbedingungen soll in diesem Beitrag ver-
zichtet werden. Im Gleichungssystem (7) sind die zugrundeliegenden partiellen Differenti-
algleichungen fir die Bewetterung und die dazugehdrenden y- und x-Charakteristiken so-
wie y- und x-Vertraglichkeitsbedingungen dargestellt. Dabei ist die Zeit t durch © mit

T = ¢ -t ersetzt worden.

% (=v/e+l y-Charakterstc
g_fc’ + E_’gg + pcg_‘z’ =0 %‘x =v/c-1 x-Charakteristik o
%Jr £%+ pic%’ -0 %’ 5 pc% i 0 y-Vertraglichkeit

@ - pely =0 xVerragichiit

Mit den zwei Gleichungspaaren (y- und x-Charakteristiken sowie y- und x-Vertraglich-
keitsbedingungen) des Systems (7) werden die Stromungsverhaitnisse in diesem Beitrag
ermittelt. Die Abbildung 2 soll formal die Vorgehenweise zur Bestimmung des Strémungs-
zustandes in dem Punkt A in der z, T-Losungsebene zeigen. Es soll verdeutlicht werden,
daR der Stromungszustand im Punkt A nur von den Zustanden abhangt, welche dem von
A, Lund R eingeschlossenen Gebiet angehdren. Die y- und x-Charakteristiken stellen da-
bei die links- und rechtslaufenden Stérungen dar, auf welchen sich die Druck&nderungen
ausbreiten.

“y - Charakionstk | A x - Charakteristik
et A\ £
K i \
T iy

i-1 i i+1
Abbildung 2: Stromungszustandberechnung

Fir die Berechnung der instationaren Stromungsvorgange wird das von [Iblb94] ent-
wickelte iterative ED-Charakteristikenverfahren verwendet. Die prinzipielle Vorgehenswei-
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se des Verfahrens soll anhand der Ermittlung des Stromungszustandes im Aufpunkt A der
diskreten Approximationsstelle / (Gitterpunkt) der Abbildung (2) dargestellt werden.

Zunachst missen aus den zwei Gleichungspaaren des Systems (7) explizite Gleichun-
gen gewonnen werden, aus denen die beiden gesuchten GréBen v und p zu ermittein
sind. Durch die Integration sowohl der Charakteristiken als auch der Vertraglichkeitsbe-
dingungen werden die notwendigen Gleichungen bestimmt. Wahrend fiir die Charakteri-
stiken folgendes gilt:

dz v Za=% _Via Vg
= =-+1:-——:—+l=:z4=:,_+(——+1)(14—r,_),
dt c TA—T, ¢ t
y A~ TL ¢ )
A e e 2 o MR (VLA_) L
d‘rx-c l=TA—Tn- “ I=z, =25+ = 1 (T4 —Tg)s
erhalt man fdr die Vertraglichkeitsbedingungen diese zwei expliziten Gleichungen:
d e T v
d—’: dv=[dp=p,-pL jpc‘—i; dv=pe(vy-v) =  py-pr+pe(vy—vy) =0,
g Ay ©

A
dp

T dv=—pe(vy—vg) = py-pPgr-pc(vy—vg) =0.
[

A A
dv= [dp = p,- pg. —jpc%
x R R x

Das iterative ED-Charakteristikenverfahren verwendet diese zwei expliziten Glei-
chungspaare (8) und (9) zur Bestimmung der GréBen v und p. Die Berechnung wird in
zwei Schritten ausgefiihrt. Dabei wird vorausgesetzt, daB alle Stromungszustande in den
Gitterpunkten auf der Zeitebene k bekannt sind.

Im ersten Schritt werden die Gleichungen (8) zur Lagebestimmung der Punkte L und R
genutzt. Wahrend sich die Lage des Punktes L aus der y-Charakteristik ergibt, wird die
Lage des Punktes R mit der x-Charakteristik berechnet. Wie in der Abbildung 2 dargestelit
ist, stimmen die beiden Punkte im allgemeinen nicht mit den gewahiten Gitterpunkten
dberein. Flr die Ermittlung der GroBen v und p in den Punkten L und R auf der Zeitebene
k muB deshalb zwischen den entsprechenden zwei Gitterpunkten linear interpoliert wer-
den.

Im zweiten Schritt werden die GréBen v und p der Punkte L und R in die Gleichungen
(9) eingesetzt, um die Stromungsverhaltnisse im Aufpunkt A zu berechnen. Die Gleichun-
gen (9) werden dabei so umgeformt, daB explizite Berechnungsvorschriften fiir Geschwin-
digkeit und Druck entstehen (siehe Gleichungen (10)).

v =—1—[Pc(v +Vg)+pr— pgl
A [ZPC] & R & R (10)

Pa= é[PL+ Pr+pclvy—vp)l.

Eine lteration der zwei dargesteliten Schritte wird deshalb unternommen, weil die Ter-

me vy 4 und v, in den Gleichungen (8) Mittelwerte zwischen den Punkten L und A bzw.

zwischen A und A reprasentieren. In der ersten Iterationsstufe werden die Werte durch

die Werte der jeweiligen linken bzw. rechten Gitterpunkte belegt. Alle weiteren Iterations-
stufen ermittein die Werte dann aus v, = (v, +v,)/2 bzw. aus vg, = (vp+v,)/2.
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Fir die beiden Randbedingungen muB das vorgestelite Berechnungsschema ebenso
durchgefiihrt werden. Es ist jedoch zu beachten, dasB fur die rechte Randbedingung nur
die Gleichungen der y-Charakteristik aus (8) und der y-Vertraglichkeitsbedingung aus (9)
notwendig sind. Dagegen werden fir die linke Begrenzung nur die Gleichungen der x-
Charakteristik aus (8) und der x-Vertraglichkeitsbedingung aus (9) benétigt.

4 Simulationsbeispiel und Ergebnisdarstellung

In den folgenden Absatzen wird die Simulation der Strdmungsvorgénge anhand eines
konkreten Beispiels mit den beiden vorgestellten Verfahren beschrieben. Insbesondere
wird auf die Darstellung und Auswertung der erreichten Simulationsergebnisse eingegan-
gen. Wahrend das Charakteristikenverfahren fir die Simulation der Bewetterungsvorgan-
ge in der Programmiersprache C selbst implementiert werden muBte, ist die Strémungssi-
mulation auf der Basis des Linienverfahrens mit dem kommerziellen Simulationssystem
ACSL durchgefiihrt worden.
Folgende Modell- und Simulationsparameter sind gegeben:
+ Lange des Zweiges /= 2000 m ,
« Schallgeschwindigkeit der Luft ¢ = 343.14 m/s,

- Dichte der Luft p = 1.19 m/kg®,

« Anfangsdruck im Zweig pa = 100000 Pa,

+ Anfangsgeschwindigkeit va=0.0 m/s,

« Ortdiskretisierung mit b = 399 inneren Stitzstellen (400 Abschnitte), Orts-

schrittweite Az = 5 m,

» Simulationszeit fend =60 s,

« rechte Randbedingung va = 0.0 m/ s (Reflexion).
Fir die Simulation mit dem Linienverfahren wird das Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren
5(6) Ordnung verwendet, welches eine variable Zeitschrittweite At nutzt. Die normalisier-
te Zeitschrittweite At innerhalb des Charakteristikenverfahrens ist gleich der Ortschritt-
weite Az.

Die Gegenuberstellung der beiden Verfahren bzw. deren Ergebnisse wurde auf der
Grundlage von zwei verschiedenen Randbedingungen fiir die linke Begrenzung durchge-
fahrt. Im ersten Fall handelt es sich um eine unstetige Randbedingung. Hier wird sprung-
artig zum Zeitpunkt = 10 s ein Druckabfall Ap um 5000 Pa (p; g = 95000 Pa) vorgege-
ben. Der zweite Simulationsfall erzeugt zwar auch zum Zeitpunkt ¢ = 10 s ein Druckabfall
Ap . Diese Druckdnderung um 5000 Pa erfolgt aber tber einen Zeitraum Az von 3 s (line-
ar fallende Funktion). Es kann deshalb von einer stetigen Randbedingung gesprochen
werden.

Der Vergleich der erreichten Simulationsergebnisse in diesem Beitrag soll anhand von
zwei reprasentativen Werte erfolgen. Ausgewahit wurden die Geschwindigkeit v, g am lin-
ken Rand und der Druck pgg am rechten Rand. In den vier folgenden Abbildungen (3) bis
(6) werden die Abkirzungen GV fir das Linienverfahren und CV fiir das Charakteristiken-
verfahren verwendet. Wahrend in den Abbildungen (3) und (4) die Ergebnisse der beiden
Werte flr den sprunghaften Druckabfall dargestellt sind, ist aus den Abbildungen (5) und
(8) der Simulationsfall mit der stetigen Randbedingung ersichtlich.
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Abbildung 3: Sprungartiger Druckabfall am rechten Rand
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Abbildung 5: Rampenartiger Druckabfall am rechten Rand
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Abbildung 6: Rampenartige Geschwindigkeitsanderung am linken Rand

Aus der Betrachtung der vier letzten Abbildungen (3) bis (6) kdnnen mehrere SchiuB-
folgerungen gezogen werden. Die Simulation der Stromungsvorgange mit dem Linienver-
fahren erweist sich als sehr problematisch. Wahrend bei stetigen Stérungen noch ver-
gleichbare Lésungen gegenuber dem Charakteristikenverfahren erzielt werden, ist dies
bei der sprunghaften Anderung des Druckes nicht mehr der Fall. Hier ist ein Uberschwin-
gen der Werte mit zunehmender Zeit zu beobachten. Dieser Effekt wird sich gerade bei
graBen Netzen (groBe geographische Ausdehnung) noch weiter verstarken. Die Simulati-
onsergebnisse mit dem Charakteristikenverfahren weisen solche numerischen Ungenau-
igkeiten nicht auf. Sie spiegeln fir beide Randbedingungen das physikalische Verhalten
des Systems wider.

5 Zusammenfassung

In dem vorliegenden Beitrag sind das Linienverfahren und das Charakteristikenverfahren
far die Simulation von Bewetterungsvorgange mit verteilten Parametern gegenaberge-
stelit worden. Auf der Basis eines Referenzbeispieles - ein Zweig mit stetiger bzw. unsteti-
ger Randbedingung - konnte gezeigt werden, daB das Charakteristikenverfahren eine
gréBere numerische Stabilitdt aufweist als das Linienverfahren. Insbesondere bei der Si-
mulation mit der unstetigen Randbedingung bildet das Charakteristikenverfahren das rea-
le Strdmungsverhalten immer noch exakt wieder. Das Linienverfahren ist far diesen Fall
zu ungenau, um noch sichere Aussagen Gber das Verhalten treffen zu kénnen.
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