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Рассматривается влияние математической модели систем координат опорных 
точек на местности и навигационных данных при уравнивании больших сетей анали-
тической фототриангуляции. Выведены формулы учета кривизны Земли для основных 
случаев моделей систем координат. На реальной сети фототриангуляции показаны 
численные величины влияния рассматриваемой методической ошибки. Показана мето-
дика учета моделей систем координат в программном комплексе «BlockMSG». 

Аналитическая фототриангуляция является основным методом сгущения съемочно-
го обоснования при топографических съемках местности и при решении инженерных 
задач стереофотограмметрическими методами. Теория и практика вычислительных ас-
пектов аналитической триангуляции настолько хорошо развиты, что в последние годы 
в научных публикациях им уделяется сравнительно мало внимания, так как считается, 
что все вопросы решены и проблем не возникает. Однако использование новейших 
спутниковых технологий позиционирования для определения координат центров фото-
графирования и угловых элементов ориентирования снимков настолько повысили точ-
ность фототриангуляции, что некоторые методические погрешности стали оказывать 
заметное влияние на конечные результаты вычислений [1,2].  

Одна из таких погрешностей связана с тем, что математические модели систем ко-
ординат картографирования местности не являются ортогональными пространствен-
ными координатами, поскольку высоты точек отсчитываются по нормалям к поверхно-
сти сферы или эллипсоида вращения, а плановые координаты отсчитываются по этим 
криволинейным поверхностям. Кратко эту задачу называют – «учет кривизны Земли». 
Если размер сети фототриангуляции не велик, то учет «кривизны Земли» сравнительно 
просто обеспечивается введением поправок в отметки точек местности, а искажениями 
в плановых координатах точек сгущения пренебрегают, так как они существенно 
меньше погрешностей построения сети [5]. 

В настоящее время в связи с совершенствованием программного обеспечения и вы-
сокой производительности компьютеров сети фототриангуляции, насчитывающие сот-
ни и даже тысячи снимков, стали обычной производственной практикой, а размеры се-
тей достигают нескольких десятков километров, поэтому пренебрежение не строгостью 
«учета кривизны Земли» при субдециметровой точности определения координат точек 
сгущения является недопустимой потерей содержащейся в измерениях информации и 
приводит к дополнительным затратам труда.  

В классической теории аналитической фототриангуляции предполагается, что сис-
тема пространственных координат наземных опорных точек ортогональная и изомет-
рическая, т.е. масштабы по осям координат равны между собой. В действительности 
эти условия не выполняются, поэтому в работе [2] предлагается для учета «кривизны 
Земли» не только вводить поправки в высоты точек, но и корректировать фокусное 
расстояние снимков для учета разно масштабности осей. Подобное предложение реша-
ет поставленную задачу только в некоторых частных случаях.  

Рассмотрим общую схему постановки задачи учета «кривизны Земли» в аналитиче-
ской пространственной фототриангуляции (рис.1). Прежде всего следует иметь ввиду, 



 

что пространственная модель, построенная по совокупности перекрывающихся сним-
ков, геометрически подобна местности, т.е. имеет равные масштабы по всем трем осям, 
а координаты опорных точек, по которым масштабируется и ориентируется модель не 
изометричные. Если при внешнем ориентировании модели не учитывать этот фактор, 
то результаты получат систематические искажения. 

 

 
Рис. 1. Схемы перехода к топоцентрической системе координат 

 
Строгое решение задачи учета кривизны Земли может быть достигнуто, если коор-

динаты опорных наземных пунктов и данные навигационных измерений элементов 
внешнего ориентирования снимков перед уравниванием перевычислить в пространст-
венную ортогональную систему координат, например, в геоцентрическую систему и в 
ней выполнять уравнивание сети фототриангуляции. Затем уравненные координаты то-
чек сгущения перевычислить в исходную систему координат. 

Для реализации указанного пути учета кривизны Земли необходимо знать матема-
тическую модель системы координат, т.е. принятый референц-эллипсоид и его пара-
метры. Однако зачастую на практике при вычислении фототриангуляции исполнитель 
не знает точно, какова математическая модель системы координат опорных наземных 
пунктов. Поэтому более перспективен и не менее точен другой путь учета кривизны 
Земли, при котором координаты наземных опорных пунктов перевычисляются в мест-
ную ортогональную топоцентрическую систему [5].  

В такой системе ось Z  направлена по нормали к референц-эллипсоиду либо по от-
весной линии в средней точке сети, а оси плановых координат перпендикулярны к ней 
и лежат в плоскости касательной к поверхности относимости. Вычисленные уравнен-
ные координаты точек сгущения из топоцентрической системы затем перевычисляются 
исходную систему. Данный путь учета кривизны Земли легко реализуется и обеспечи-
вает исключение методических погрешностей для сетей фототриангуляции, диаметр 
которых в плане до 150 км. 

Рассмотрим основные моменты перехода в ортогональную топоцентрическую сис-
тему координат для встречающихся на практике моделей координат. 

Ортогональная система координат. Оси пространственных координат взаимно 
ортогональны и имеют равные масштабы. Как правило, ось Z  направлена по отвесной 



 

линии в некоторой точке местности, а оси плановых координат X  и Y  – горизонталь-
ны. Система координат применяется при решении инженерных задач на небольшом 
участке земной поверхности и при уравнивании фотограмметрической сети не требует 
перехода к топоцентрическим координатам. 

Система координат на сфере. В этом случае система координат может быть пред-
ставлена в двух вариантах. Первый вариант, который можно условно назвать так, учет 
кривизны Земли методом развертывания. Плоскость tX  плановых координат каса-
тельная к геоиду в средней точке участка местности, а высоты точек измеряются по 
нормалям к уровенной поверхности от геоида (рис.1.). Пусть между точками A  и B  
измерено расстояние по некоторой средней для этих точек уровенной поверхности. На 
плоскости tX  длина дуги AB  для вычисления плановых координат откладывается без 
изменений, т.е. при построении планового съемочного обоснования не вводятся в ли-
нейные измерения поправки за высоту над геоидом. Отличие отложенного расстояния 
от ba ′′ – ортогональной проекции дуги AB  при диаметре сети до 40км не превышает 
0.03м, что при современной точности фотограмметрических измерений можно считать 
равным нулю. 

В этом случае в топоцентрической системе плановые координаты в плоскости tX  
равны координатам в исходной системе. Ось tZ  совпадает с отвесной линией в средней 
точке сети. Высота Т

AH  точки в топоцентрической системе будет равна отрезку aA ′  и 
вычисляется из выражения: 
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где Г
AH  – высота точки в исходной системе координат; R  – средний радиус кри-

визны геоида в пределах сети; s  – расстояние в плане от начала топоцентрической сис-
темы до проекции точки A . 

Во втором варианте модели координат на сфере концы дуги AB  проецируются от-
весными линиями на поверхность геоида, а затем откладывается на плоскости плано-
вых координат отрезком ba ′′′′ . Получаем так называемый учет кривизны Земли мето-
дом проектирования. Плановые координаты этих моделей отличаются на отрезки aa ′′′  
и bb ′′′ , величины которых зависят от высоты местности над геоидом и размера сети.  

Для вычисления плановых топоцентрических координат точки A  необходимо ее 
спроецировать нормалью к плоскости tX  и найти координаты точки a′ . Расстояние 

aOsA ′′= , необходимо исправить на величину отрезка aasA ′′′=∆ , которое определяется 
по следующей формуле: 
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По исправленному расстоянию до точки a′  вычисляются ее топоцентрические 
координаты. 

Высоту точки A  в топоцентрической системе вычисляют по формуле аналогич-
ной формуле (1) 
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Таким образом, находятся топоцентрические координаты всех опорных точек се-
ти и она уравнивается строго с учетом неортогональности исходной местной системы 
координат. 

Картографическая система координат. В качестве картографической системы 
координат наземных пунктов чаще всего используются координаты в проекции Гаусса-
Крюгера, либо проекция UTM. В этом случае для строгого учета кривизны Земли необ-
ходимо знать параметры референц-эллипсоида системы координат. 

Переход к топоцентрическим координатам выполняется по известным формулам 
соответствующих проекций (см. например [3]) в следующей последовательности: 

– по плоским координатам точки вычисляются геодезические координаты : B  – ши-
рота, λ  – долгота  относительно осевого меридиана зоны; 

– по геодезическим координатам λ,B  и H – высота точки над эллипсоидом, вычис-
ляют геоцентрические координаты опорных точек по формулам: 
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где ГГГ Z,Y,X  – геоцентрические координаты точки; N  – радиус кривизны се-
чения первого вертикала; e  – первый эксцентриситет меридианного эллипса; a  – 
большая полуось референц-эллипсоида; 

– приняв за начало топоцентрической системы координаты средней точки выпол-
няют ортогональное преобразование геоцентрических координат в топоцентрические 
по формуле: 
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где ТТТ Z,Y,X  – топоцентрические координаты точки; Г
О

Г
О

Г
О Z,Y,X  – геоцентри-

ческие координаты средней точки сети, расположенной на поверхности эллипсоида. 
Геодезическая система координат. В этой системе координат для каждой опорной 

точки задаются: B  – широта, L  – долгота и H  – высота точки над референц-
эллипсоидом. Переход к топоцентрической системе выполняется по формулам (4) и (5).  

Навигационные спутниковые измерения координат центров фотографирования мо-
гут быть заданы в любой из рассмотренных система, однако, как правило, используется 
либо картографическая, либо геодезическая система координат (рис.1).  

Для определения угловых навигационных элементов ориентирования снимков не-
обходимо использовать только картографическую или геодезическую систему коорди-
нат [4]. Угловые элементы измеряются навигационной платформой, например, POS AV 
510 компании Applanix (Канада) [6], в каждом центре фотографирования относительно 
текущей системы координат OXYZ  (рис.2), в которой ось Z  направлена по нормали к 
референц-эллипсоиду, ось X  горизонтальна и расположена в плоскости меридиональ-
ного сечения, а ось Y – в плоскости первого вертикала. Тогда положение осей ZYXO ′′′  



 

навигационной платформы определяется тремя углами: φ  – курсовой угол; δ  – угол 
тангажа; ϕ  – угол крена. Следует обратить внимание, что углы δ  и ϕ  отсчитываются в 
плоскости большого круга единичной сферы, проходящего через нормаль и соответст-
вующую ось навигационной платформы. Формулы вычисления матрицы поворота сис-
темы ZYXO ′′′ , которые описаны в работах [2,4] являются приближенными и справед-
ливы при малых углах δ  и ϕ . Если углы превышают градус, то необходимо использо-
вать более строгие формулы. 

Направляющие косинусы осей системы ZYXO ′′′  задаются проекциями единичных 
векторов ZYX e,e,e ′′′ . 

 
Рис. 2. Схема угловых навигационных элементов ориентирования снимка. 

Проекции вектора Xe ′ в соответствии с рис.2 определяются следующими формула-
ми: 
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Для определения проекций вектора Ye ′  необходимо сначала вычислить угол γ  из 
сферического треугольника zab∆  по формуле косинусов сторон [3], учитывая, что сто-
рона ab  равна 90º, получим 
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откуда будем иметь 
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Тогда проекции вектора Y′e  выразятся следующими формулами: 
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Вектор Z′e  вычисляется, как векторное произведение 

YXZ eee ′′′′ ×= .       (9) 
Таким образом A  матрица поворота из системы координат ZYXO ′′′  в систему 

OXYZ  будет иметь вид 
ZYX eeeA ′′′= .      (10) 



 

Формула (10) более точно определяет модель результатов измерений навигацион-
ной платформы и как показывает опыт, не искажает методическими погрешностями 
результаты уравнивания сети фототриангуляции, в которой учитываются не только ко-
ординаты центров фотографирования, но и углы наклона снимков. 

Перевычисление навигационных данных снимков выполняется аналогично, как и 
для наземных пунктов, однако следует учитывать, что топоцентрические системы ко-
ординат наземных опорных пунктов и навигационных данных не совпадаю и в процес-
се уравнивания сети необходимо определять параметры перехода [1]. 

Поскольку в настоящее время сети фототриангуляции строятся с использованием 
навигационных измерений центров фотографирования, то возможно множество вари-
антов сочетаний математических моделей систем координат. В новой версии-5 про-
граммного комплекса аналитической фототриангуляции BLOCKMSG [7] учет конкрет-
ных моделей систем координат осуществляется выбором соответствующих опций вы-
числений (рис.3). При этом файл с исходными данными для уравнивания сети не кор-
ректируется. Управление вычислений с помощью опций позволяет оперативно испы-
тать различные модели, если у исполнителя нет достоверных данных о математической 
модели систем координат наземных опорных точек и навигационных данных. 

 

 
Рис. 3. Окно расширенных установок опций систем координат 

 
Из выпадающего списка выбирается тип математической модели системы коорди-

нат, в том числе может быть предусмотрены не типичные проекция или референц-
эллипсоид конкретного пользователя. Если системы координат отнесены к сфериче-
ской уровенной поверхности, то используется сокращенный набор опций (рис.4). 

Величины искажений координат вставляемых пунктов сети зависят от многих фак-
торов, таких как, принятой модели системы координат и ее отличие от фактической 
модели, рельефа местности, количества и расположения опорных точек, точности фо-
тограмметрических и навигационных измерений. Трудно выявить закономерности сте-
пени влияния отдельных факторов и их взаимное влияние, поэтому рассмотрим акту-
альность учета математической модели системы координат на конкретном примере се-
ти фототриангуляции, которая имеет следующие основные параметры: 

– размер сети на местности 26.4км×23.6км; 



 

– изменение высот точек на местности от 370м до 2730м; 
– высота полета при съемке от 3100м до 4500м, так что высота фотографирования 
на местностью около 2000м; 

– навигационными спутниковыми измерениями определены координаты центров 
фотографирования всех снимков; 

– фокусное расстояние камеры – 152мм; 
– размер снимка 23см×23см; 
– число снимков в сети – 138; 
– число маршрутов – 7; 
– число опорных точек – 28; 
– число определяемых точек – 327. 
 

 
Рис.4. Окно сокращенных установок опций систем координат 

 
Схема сети фототриангуляции показана на рис 4, где красными квадратиками с но-

мерами отмечены опорные точки на местности, кружочки с номерами – центры фото-
графирования, черными прямоугольниками оконтурены границы стереопар, а столби-
ковые диаграммы возле определяемых точек характеризуют точность определения их 
высот из построения сети. 

Рельеф земной поверхности, на которой определены координаты точек сгущения, 
очень пересеченный и имеет вдоль оси сети вытянутый хребет, высота которого дости-
гает 2000м (рис.5). Этим объясняется, почему маршруты имеют разные высоты полета. 
Красными квадратиками на изображении рельефа показаны опорные точки сети фото-
триангуляции. 

При анализе было принято, что координаты опорных точек и центров фотогра-
фирования заданы в картографической проекции UTM на референц-эллипсоиде 
WGS84. Результаты уравнивания сети при этой модели системы координат приняты за 
эталонные и отклонения от них для других моделей рассматриваются как искажения 
(таблица 1). 



 

 
Рис. 5. Схема сети фототриангуляции 

 

 
Рис.6. Рельеф местности сети фототриангуляции 



 

    



 

В таблице 1 приведены величины максимальных искажений координат. Они выра-
жены в метрах и в долях средних квадратических ошибок определения координат в 
эталонном варианте уравнивания сети. Рассмотрены результаты уравнивания сети как с 
использованием навигационных измерений координат центров фотографирования, так 
и без них.  

Варианты уравнивания можно именовать так: номер строки – номер столбца в таб-
лице 1. Например, вариант «2–5» обозначает, что сеть уравнивалась при использовании 
для наземных пунктов «метода развертывания», а для навигационных данных проекции 
UTM. Для этого варианта распределение по сети искажений, выраженное в метрах, 
представлено на рис. 7 и 8. 

 

 
Рис. 7. Искажения высот точек сгущения (вариант уравнивания«2–5») 

 
Средние величины искажений координат по всей сети фототриангуляции близки к 

нулю. Как видно из рис. 7 и 8 характер распределения искажений практически совпада-
ет с формой рельефа местности, что свидетельствует о тесной их зависимости от пре-
вышений между определяемыми точками. 

Для оценки значимости максимальных искажений координат в таблице 1 приведены 
их значения в долях средних квадратических ошибках соответствующих координат. 
Средние квадратические ошибки вычислены в эталонном варианте уравнивания при 
величине единице веса 7мкм, что свидетельствует о высокой точности фотограмметри-
ческих измерений снимков. Если максимальные искажения координат близки к их 
средней квадратической ошибке, то можно считать, что влияние отличия модели сис-
темы от эталонной незначительно и находится в пределах неизбежных случайных по-
грешностей. Остальные варианты уравнивания дают значительные методические 
ошибки, следовательно пренебрегать учетом математической модели систем координат 
для данной сети нельзя.  



 

Если бы точность фотограмметрических навигационных измерений была меньше, 
то некоторые из недопустимых вариантов уравнивания перешли в область незначи-
тельного влияния методической ошибки учета кривизны Земли. Этим объясняется то 
мнение, что возросшая точность фототриангуляции требует более точного учета влия-
ния некоторых методических погрешностей. 

 
 

 
Рис.8. Искажения положения точек в плане (вариант уравнивания«2–5») 

 
При современном уровне точности фотограмметрических и навигационных измере-

ний и значительных размерах фотограмметрических сетей учет математической модели 
систем координат опорных точек и навигационных измерений является обязательным, 
поскольку это обеспечивает повышение точности координат точек сгущения и устраня-
ет важную методическую погрешность уравнивания сети. 
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