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Кручение, порождаемое идеальной жидкостью, 

 и модель типа Геделя 

 

Среди проблем современной космологии неослабевающий интерес при-

влекает проблема возможного вращения Вселенной. Этой теме было посвящено 

большее число публикаций ( см. обзор [1] и исчерпывающий список ссылок, 

приведенных там). Следует отметить, что большинство точных решений для 

космологических моделей с вращением было получено в рамках общей теории 

относительности (ОТО). Вместе с тем, общеизвестно, что проблемы ОТО и 

стандартного космологического сценария стимулировали разработку других 

общерелятивистских теорий гравитации. В актуальном варианте пуанкаре ка-

либровочной теории гравитации – теории Эйнштейна-Картана (ТЭК), в которой 

пространство обладает не только кривизной, но и кручением, удалось достичь 

некоторого прогресса в устранении трудностей ОТО (см., например, [2-5]). 

В работе в рамках ТЭК исследуются однородные космологические моде-

ли с вращением, заполненные двумя идеальными жидкостями, одна из которых 

является источником кручения. 

Лагранжиан модели L выбираем [6] в виде суммы лагранжианов: грави-

тационного – , идеальных жидкостей –  и : gL fl(1)L fl(2)L
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Г
i i i

ifl(1) , 1 i 2 i 3 iL ρ(1 П(ρ e)) k (ρu ) k (u u 1) k u X k u e.          i  (2) 

Здесь R(Г) – скалярная кривизна связности    k k k k k
ij ij ij (ij) ijГ S 2S ;   

 = 8 G

 - символы 

Кристоффеля 2-го рода; S  - тензор кручения; æ 
k k

ij ijГ    – гравитационная 

постоянная Эйнштейна; ρ – плотность массы жидкости; П(ρ,е) – её внутренняя 



энергия; k, k1, k2, k3– лагранжевы множители; Х – лагранжевы координаты час-

тиц материи, e – удельная энтропия;  – 4-скорость; iu i


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тор в пространстве-времени Римана-Картана. Лагранжиан Lfl(2)  для идеальной 

жидкости не выписан, так как для него, в производной члена, регулирующего 

сохранение числа частиц, нет вектора кручения. 

Метрический тензор gik имеет сигнатуру (– , –  , –  , + ), а тензоры Римана 
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(2) следует, что кручение может взаимодействовать с идеальной жидкостью 

только через свой след   (вектор кручения). Следовательно, скаляр 

кривизны R(Г) представляется в виде:  
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где R  ( )  – скаляр кривизны риманова пространства; точка с запятой означает 

ковариантную производную в пространстве Римана. 

g fLВарьируя  действие  с  лагранжианом l(1) fl(2)L L L      по  

получим совместную систему уравнений для гравитационных по-

лей и материи: 
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Здесь  – плотность энергии и давление жидкости;  fl, flε    kρ. 



    Сворачивая уравнение (j) системы (4) с  и учитывая соотношения (c), 

(e), (f) и (g), получим:  
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    Из уравнения (c) и (d) системы (4) следует:  

i
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    Исключая кручение с помощью уравнения (в), получаем замкнутую под-

систему из уравнений (а) (системы(4)) и уравнения (7), которая описывает в 

рамках ОТО гравитационное взаимодействие двух идеальных жидкостей. 

Для описания вращения Вселенной в работе [7] была предложена метрика 

2 2 2 2 x 2 2 xds  a (dx  + ke dy  + dz )  2be dydt + dt    .                                (8) 

Здесь a – масштабные факторы; (t) ,  b(t) k и     постоянные; для k < 0 замкну-

тые времениподобные кривые проходят через каждую точку пространства   

времени, а для k > 0 точные кривые отсутствуют, и причинность восстанавли-

вается. Параметр λ определяет интенсивность вращения, так как угловая ско-

рость ω вращения системы отсчета, сопутствующей материи, для метрики (8) 

определяется формулой [7] 
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Среди космологических моделей с вращением особое место занимает мо-

дель типа Геделя [8]. Эта стационарная модель получена для идеальной жидко-

сти без давления и допускает существование замкнутых времениподобных кри-

вых. Следует отметить, что в оригинальной работе Геделя [8] учитывалась кос-

мологическая постоянная Λ. В работе [9] было показано, что в стационарных 

пространствах для идеальной жидкости, которая является источником круче-

ния, допустимо лишь вакуумное уравнение состояния 

                            f (1) f (1) f (1) 1P    ,               = C  = const .                                      (10) 

Следовательно, при наличии такой идеальной жидкости нет необходимости в 

дополнительном учете космологического члена Λ в лагранжиане модели, так 

как его аналог уже присутствует в выражении для . f (1)L 



Легко видеть, что для  метрика (8) переходит в 

метрику Геделя, причем, 

a(t) = b(t) = 1 ,  k = –1/2

 = / 2  .  

С учетом (10) из (7) получим  
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где C .  > 0 - постоянная интегрирования

Для второй идеальной жидкости, как у Геделя, полагаем . Ис-

пользуя выражения для ненулевых компонент тензора Эйнштейна 

f (2)P  = 



0

(ijG )  для 

метрики (8), выписанных в работе [10], нетрудно показать, что система незави-

симых уравнений Эйштейна имеет вид 

                                       2
f (2) 1

9
3  = 2æ  + æC  + æ C  .  

2   
2 2                                     (12) 

                                        2
f (2) 1

3
 = æ  + æC  + æ C  .

2   
2 2                                          (13) 

Отсюда следует, что 

                                                  f (2) 1= 2C  .                                               (14) 

Ввиду того, что С1 > 0, имеем f (2) < 0  . 

Следовательно, жидкость с вакуумным уравнением состояния, которая 

является источником кручения, в присутствии пылевой материи не может ин-

дуцировать метрику Геделя. 
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