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Анотація. У роботі проведено аналіз точності наближеного розрахунку крізних стержньових систем у
вигляді ферм і башт шляхом заміни їх еквівалентними стержнями зведеної жорсткості. Розглянуті
основи методу визначення переміщень у фермі як балочної системи, тобто від згинального моменту, з
врахуванням додаткового прогону від поперечної сили, який залежить від схеми грат ферми та їх пе�
рерізів. Запропоновано спрощений розрахунок переміщень в балочній системі із застосуванням його до
еквівалентної балки, що замінює ферму, який полягає у використанні формули Мора з врахуванням
поперечної сили. Наведені приклади використання спрощеного методу заміни ферми на еквівалентну
балку для розрахунку металевої вежі на жорсткість, динамічного розрахунку ферм на власні та виму�
шені коливання. У динамічних розрахунках одержані еквівалентні балки з розподіленими параметрами
замінюються стержнями з однією зведеною масою за умови рівності частоти основного тону коливань
системи з розподіленими параметрами та частоти еквівалентної балки з однією зведеною масою.

Ключові слова: наближений розрахунок, крізні стержньові системи, ферми, башти, еквівалентна
система, система з розподіленими параметрами, стержні з однією зосередженою масою, рівність
частот.
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Аннотация. В работе приводятся исследования точности приближенного расчета сквозных стержне�
вых систем в виде ферм и башен путем замены их эквивалентными стержнями приведенной жесткости.
Рассмотрены основы метода определения перемещений в ферме как балочной системы, т. е. от изгиба�
ющего момента, с учетом дополнительного прогиба от поперечной силы, который зависит от схемы
решётки фермы и ее сечений. Предложен упрощенный расчет перемещений в балочной системе с при�
менением его к эквивалентной балке, заменяющей ферму, который заключается в использовании фор�
мулы Мора с учетом поперечной силы. Приведены примеры использования упрощенного метода заме�
ны фермы на эквивалентную балку для расчета металлической башни на жесткость, динамического
расчета ферм на собственные и вынужденные колебания. В динамических расчетах полученные экви�
валентные балки с распределенными параметрами заменяются стержнями с одной приведенной мас�
сой при условии равенства частоты основного тона колебаний системы с распределенными парамет�
рами и частоты эквивалентной балки с одной приведенной массой.

Ключевые слова: приближенный расчет, сквозные стержневые системы, фермы, башни,
эквивалентная система, системы с распределенными параметрами, стержни с одной
сосредоточенной массой, равенство частот.
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Abstract. The paper cites the investigations of the approximate analysis accuracy of through bar structures
in the form of trusses and towers by means of replacement with their equivalent bars of adduced rigidity. The
principle methods of movement determination in a truss as a beam system, i.e. from a bending moment with
regard to an additional deflection from a transverse force depending on the truss lettuce diagram and its
sections have been considered. The simplified analysis of the movement in a beam system with its application
to an equivalent beam changing a truss contained in application of the More formula with regard of the
transverse force has been offered. The examples of the simplified method application of change of a truss to
an equivalent beam for analysis of a metal tower on to rigidity, dynamic analysis of trusses to the natural and
forced oscillations have been given. At dynamic analyses, the gained equivalent beams with distributed
parameters have been changed by bars with a reduced mass under conditions of frequency equality of the
basic tone of oscillations of the system with distributed parameters and frequencies of an equivalent beam
with a reduced mass.

Keywords: approximate analysis, through bar structures, trusses, towers, equivalent system, systems
with distributed parameters, reduced mass bars, frequency equality.

Постановка проблемы

Основными грузонесущими конструкциями стро�
ительных объектов являются балки, фермы, рамы,
колонны, пластины, оболочки, массивы. При про�
ектировании и конструировании этих элементов
необходимо производить инженерные расчеты их
на прочность, жесткость, устойчивость при ста�
тическом и динамическом загружении. В неко�
торых случаях в зависимости от рода объекта
исследования такие расчеты могут оказаться весь�
ма кропотливыми или затруднительными из�за
сложности математической модели расчетной
схемы. В таких случаях часто прибегают к упро�
щенному расчету, заменяя расчетную схему объек�
та более простой, эквивалентной заданной с не�
которыми допущениями [1].

Так, давно известна практика замены фермы
эквивалентной балкой в статических расчетах
[2]. Известны многочисленные приближенные
динамические расчеты систем с распределенны�
ми параметрами заменой эквивалентными од�
номассовыми балками [3]. Однако и в настоя�
щее время здесь остается много вопросов и неза�
вершенных разработок, некоторые из них пред�
ставлены в работах [4, 5, 6].

Настоящая работа посвящена обоснованию
замены сквозной стержневой системы (фермы,

колонны, башни) стержневым балочным элемен�
том.

Изложение основного материала
исследования

Балка представляет собой стержень сплошного
поперечного сечения, предназначенный для ра�
боты на изгиб. При изгибе стержня возникают, в
основном, нормальные напряжения, изменя�
ющиеся по линейному закону, с наибольшими
значениями в наиболее удаленных от нейтраль�
ной оси волокнах, рис. 1.
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Нормальными напряжениями в прилегающих
к нейтральной оси волокнах можно пренебречь.
Это значит, что толщину балки в окрестности
нейтральной оси, т. е. вблизи к центрам тяжести
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Рисунок 1. Распределение нагрузки по сечению стер�
жня при изгибе.
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поперечных сечений, можно сделать небольшой
по отношению к волокнам, удаленным от нейт�
ральной линии, рис. 2. Но, выбросить эту тон�
кую диафрагму полностью нельзя, т. к. на нейт�
ральной оси возникают наибольшие касательные
напряжения, вызывающие сдвиг, и диафрагма
должна обеспечить работу балки�стержня на
сдвиг. Очевидно, сплошное сечение такой диаф�
рагмы целесообразно заменить сквозным, в виде
решётки стержней, что образует вместо балки
ферму, рис. 3.

Из вышеприведенных суждений следует, что
балку можно заменить эквивалентной по прочно�
сти фермой и это окажется  экономически целесо�
образным. Следует и обратное утверждение, что
ферму можно заменить равнопрочной балкой.

В балках расчет на прочность определяется
главным образом построением эпюр изгибающих
моментов и поперечных сил, а в расчетах на жест�
кость, кроме основополагающего приближенно�
го дифференциального уравнения изогнутой оси,
используются и другие эффективные методы:
метод начальных параметров, правило Верещаги�
на, использование дельта�функции Дирака и др.

Расчет фермы на прочность сводится к вы�
числению внутренних усилий во всех стержнях
методом вырезания узлов или методом момент�
ных точек, и эта работа хоть и очень простая, но
трудоемкая. Перемещения узлов фермы вычис�
ляются по формуле Мора
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что представляет трудоемкость еще более суще�
ственную.

Особенно чрезвычайно большой трудоемкос�
тью характеризуется динамический расчет ферм.
Даже в упрощенном динамическом расчете фер�
мы нужно составлять     удвоенное количество (по
числу узлов фермы) дифференциальных уравне�
ний движения условной инерционной нагрузки.
Такой расчет весьма трудоемкий и мало эффек�
тивный для инженерной практики.

Необходимо разработать упрощенный расчет
перемещений в балочной системе с применением
его к эквивалентной балке, заменяющей ферму.

Основы замены сквозного стержня
эквивалентной балкой

Известно, что перемещения в балке зависят от
изгибающего момента и поперечной силы. Так,
например, в формуле Мора для вычисления пе�
ремещения (прогиба или угла поворота) содер�
жится три слагаемых [7, 8]
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Рисунок 2. Рациональная форма сечения балки.

Рисунок 3. Балка со сквозной диафрагмой.
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Стержни такой статически определимой кон�
струкции при узловой нагрузке  испытывают
растяжение или сжатие. Поэтому в расчетной
схеме ферма изображается в виде системы пря�
мых стержней, связанных между собою шарни�
рами, рис. 4.

При изгибе фермы стержни верхнего и ниж�
него поясов испытывают растяжение�сжатие и
усилия в них уравновешивают момент внешней
нагрузки, а растянуто�сжатые стержни решётки
фермы уравновешивают поперечную силу, ко�
торая с изгибающим моментом связана диффе�
ренциальной зависимостью

dx
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Рисунок 4. Расчетная схема фермы.
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Легко показать, что влиянием поперечной
силы Q по сравнению с влиянием изгибающего
момента M  в балках можно пренебрегать,  а вли�
яние продольного усилия еще меньше, чем попе�
речной силы. Тем не менее, следует заметить, что

)()()( QyMyxy += .
Рассмотрим элемент балки под действием

поперечной силы, рис. 5. Дополнительное пере�
мещение по вертикали правого сечения по отно�
шению к левому равно dxxQQdy )()( γ−=  (при
положительной поперечной силе угол пово�
рота сечения отрицательный – по ходу часо�
вой стрелки). Здесь γ – относительный сдвиг,,
т. е. угол сдвига от единичной поперечной
силы.

γ  
)(Qdy  

)(xQ  

dx 

Рисунок 5. Деформация сдвига в элементе балки.

Интегрируя представленную зависимость, на�
ходим дополнительный прогиб от поперечной силы

∫ +γ−= .)()( CdxxQQy (5)

Постоянная интегрирования зависит от вы�
бора начала координат. При выборе начала ко�
ординат на опоре балки С = 0.

Таким образом, суммарное перемещение в
балке при изгибе состоит из двух слагаемых

)()()( xMMyxy γ−−= .    (6)

Первое слагаемое учитывает воздействие
изгибающего момента, второе – поперечной
силы.

Распространяя это суждение на ферму, сле�
дует заметить, что первое слагаемое (6) можно
вычислять по расчетным формулам (или урав�
нениям) балки, т. е. в приложении к ферме в ба�
лочных формулах нужно учитывать момент
инерции площади поперечного сечения поясов
фермы относительно нейтральной оси, т. е. от�
носительно центральной оси сечений поясов
фермы, рис. 3

2
2.п.н

2
1в.п. yFyFJ += .  (7)

Для учета влияния поперечной силы нужно
знать угол сдвига γ  в зависимости от схемы ре�
шётки фермы и ее сечений. Наиболее просто этот
угол находится для решётки с параллельными
раскосами, рис. 6.

Для произвольной панели с неподвижными
узлами в левом сечении и подвижными в верти�
кальном направлении (перпендикулярном на�
правлению поясов) правыми узлами усилие в
раскосе от поперечной силы α= sin/QN p . От
этого усилия возникает продольная деформация
раскоса

pp

pp

EF
d

EF
lN

l 1
cossin

1
αα

==Δ .

Перпендикуляр к направлению раскоса кон�
ца сжатого раскоса на стойку Δ =  Δl / sinα опре�
деляет катет угла  γ, т. е.

αα
γ

cossin
11

2 ⋅
=

pEF . (8)

Такая же формула угла сдвига будет и в фер�
ме с треугольной решёткой [5].

Для оценки точности этой формулы рассмот�
рим чисто академическую задачу в виде кон�
сольной вертикальной фермы с квадратными
панелями и треугольной решёткой, рис. 7. Пло�
щади поперечных сечений примем одинаковы�
ми. Вычислим перемещение узла загружения по
формуле Мора (3). Весь расчет представлен в
таблице.

Из таблицы находим перемещение верхнего
узла, загруженного силой Р

EF
d313,5511 =δ .

d

Δ

α

γ
Np 

Q 
Рисунок 6. Схема определения деформации сдвига
в ферме.
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В эквивалентной балке от сдвига
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а соответствующий прогиб
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Прогиб от изгибающего момента с учетом
момента инерции площади поперечного сечения
поясов (одной фермы)
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Суммарный прогиб от единичной нагрузки

EF
d98,5311 −=δ ,

что отличается от расчета по формуле Мора на
2,4 %.

Заметим, что формула Мора с учетом попе�
речной силы (4) приводит к окончательному ре�
зультату с большей точностью практически при
одном  вычислении
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Суммарное перемещение
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с отклонением от точного значения на 1,18  %.
После замены сквозной пространственной

конструкции эквивалентной балкой легко реша�
ются задачи на собственные колебания от гар�
монической нагрузки и даже на удар.

Вычислим частоту основного тона колебаний
сквозной квадратной стойки (рис. 7), масса ко�
торой 181,55 кг, изготовленной из уголков
5,0×5,0×0,5. Погонная масса m

0 
= 3,77 кг/м, ра�

диус инерции уголков i = 1,55 см. Изгибная же�
сткость поясов

925156,578,4
2

4 22
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=⋅==⎟
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⎛= FddFJ  см4,

EJ = 31,25 МНм2.

В консольной стойке с погонной массой
m = 181,55 / 2,40 = 75,65 кг/м спектр частот соб�
ственных колебаний определяется собственны�
ми числами частотного уравнения chλ⋅cosπ = −1
(первый корень  этого уравнения λ = ΚL = 1,875).
Частота первого тона
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Рисунок 7. Вертикальная консольная ферма.

Таблица. Вычисления перемещения в ферме

№ ст. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14  
dli /  1 2  1 1 2  1 1 1 2  1 1 1 2  1  

1iN /,Р -1 2  0 -1 - 2  2 0 -3 2  2 0 2 - 2  4  

1iN  -1 2  0 -1 - 2  2 0 -3 2  2 0 2 - 2  4  
NipNi1li 1 2 2  0 1 2 2  4 0 9 2 2  4 0 4 2 2  16 55,3 
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Чтобы вычислить частоту основного тона ко�
лебаний сквозной стойки, нужно заменить ее эк�
вивалентным сплошным стержнем с приведен�
ной массой в торцевом сечении. Коэффициент
приведения массы стержня находится по извест�
ной формуле  [4]

4247,0
6,093,531025,31875,1

102108,444,2
64

114

11
4

3

=
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅
==

−

δλ
ξ

EJ
l

.

Приведенная масса эквивалентного стержня
11,774247,055,181 =⋅== ξmlM пр  кг..

Частота основного тона собственных колеба�
ний

23,392
11,37743,53
102108,441 114

11

=
⋅

⋅⋅⋅⋅
==

−

прMδ
ω

 
1/c.

Таким же путем сквозную стойку с сосредо�
точенной массой, загруженной гармонической�
силой tPtP θsin)( = , можно заменить эквива�
лентным  сквозным стержнем, а затем для неве�
сомого стержня с приведенной массой найти
собственную частоту  и коэффициент нараста�
ния колебаний ν.

Пусть к вышерассмотренной квадратной
стойке приложена сосредоточенная масса  150 кг
и гармоническая сила  tPtP 200sin)( =  (с часто�
той возмущения θ = 200 1/c).

Приведенная масса

5,2274247,055,181150 =⋅+== ξmlM пр  кг..

Частота основного тона собственных колеба�
ний
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Коэффициент нарастания колебаний
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Сквозные стержневые системы башенного
типа переменного поперечного сечения можно
решать на основании приближенного дифферен�
циального уравнения изогнутой оси. От ветро�
вой нагрузки, вычислим приближенно прогиб
верхнего сечения сквозной башни высотою 40 м,
изготовленной из уголков: пояса ферм L125/10,
площадь поперечного сечения =F  24,5 см2, по�
гонная масса 19,1 кг/м; раскосы L50/5, площадь
поперечного сечения 4,8 см2, с погонной массой
3,77 кг/м. Размеры нижнего сечения башни
а = 444,7 cм, верхнего сечения b = 81,4 см, рис. 8.

Момент  инерции площади поперечного се�
чения нижнего основания поперечного сечения
плоской фермы башни (с учетом расстояния
между центрами тяжести уголков)
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Жесткость при изгибе нижнего поперечного

сечения башни

9112 1056,91021039,22)( ⋅=⋅⋅⋅⋅= −lEJ Нм2.
Погонная жесткость произвольного попереч�

ного сечения
2610975,5)( xxEJ ⋅⋅= Нм2/м.

Дифференциальное уравнение изогнутой
оси башни от воздействия ветровой нагрузки
интенсивностью q = 2 ⋅ 913  Н/м
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Отсюда дифференцированием находим:
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а из граничных условий 0)( =′ ly , 0)( =ly  по�
лучаем прогиб верхнего сечения башни
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К этому перемещению от изгиба поясов ферм
следует добавить прогиб от сдвига решётки, т. е.
нужно учесть влияние поперечной силы в фор�
муле (4)
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Здесь коэффициент ξ  учитывает, что на сдвиг
работает решётка фермы с 27 раскосами по вы�
соте башни, т. е. 27/40 = 0,675F, а коэффициент
k = 1,2 для прямоугольных элементов учитывает
неравномерность распределения касательных на�
пряжений сдвига.

Так получаем дополнительный прогиб от по�
перечных сил
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Суммарное значение прогиба y(q) = 156 мм,
что совпадает с результатами, полученными по
формуле Мора [9].

Аналогично найдем прогиб верхнего сечения
башни от единичной горизонтальной силы в
этом сечении

x
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а из граничных условий 0)( =′ ly , 0)( =ly  полу�
чаем прогиб верхнего сечения башни
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Этот прогиб можно использовать для опре�
деления приближенного значения частоты основ�
ного тона колебаний башни, заменив ее сплош�
ным стержнем с приведенной массой на конце
консоли. Для вычислении коэффициента при�
ведения массы приравниваем частоту первого
тона колебаний стержня сплошного сечения с ус�
редненной жесткостью частоте колебаний неве�

сомой консоли с приведенной массой ξml

ξ
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mll
lEJ

m
lEJ

l 42

2 )(
2
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= .

Отсюда находим коэффициент приведения
масс

1618,0
875,1
22

24 ===
λ

ξ ,

где λ  – первый корень частотного уравнения
консоли с распределенной массой.

Так находим приближенное значение часто�
ты первого тона колебаний сквозной башни
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что практически точно совпадает с результата�
ми, приведенными в работе [9].
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Рисунок 8. Расчетная схема фермовой конструкции
бакенного типа на ветровую загрузку.
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Выводы

В строительной механике стержневых систем
для статического и динамического расчета
сквозных стержневых систем в виде ферм и сто�

ек можно использовать замену заданной стерж�
невой системы эквивалентной балкой, а в слу�
чае колебаний или удара балку с распределен�
ной массой заменить системой с одной приве�
денной массой [5].
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