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Анотація - у статті доведено умови, за яких дві криві, що ін-

цидентні паралельним площинам, задані рівняннями і мають то-
чки, в яких друга похідна дорівнює нулю (наприклад, точки пере-
гину) або безмежна, належать конічній  поверхні.  
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Постановка проблеми. Проблема визначення умов, за яких дві 

криві, що належать  паралельним площинам, задані рівняннями і ма-
ють точки, в яких друга похідна дорівнює нулю (наприклад, точки пе-
регину) або безмежна, належать конічній поверхні має теоретичний 
інтерес для вивчання конічних поверхонь. Практична необхідність ви-
явлення цих умов виникає, наприклад, при побудові торсових повер-
хонь, що задані кривими, які описані сплайнами.  

Аналіз останніх досліджень. Конічні поверхні третього ступеня 
розглянуті в роботі [1]. У роботі [2] розглянуто умови, за яких много-
члени третього та четвертого ступеня, що належать двом паралельним 
площинам, є конічними кривими. 

Формулювання цілей статті. Ціль статті - виявлення умов, за 
яких дві криві, що інцидентні паралельним площинам, задані рівнян-
нями і мають точки, в яких друга похідна дорівнює нулю (наприклад, 
точки перегину) або безмежна, належать конічній поверхні. 

Основна частина. Покажемо справедливість наступного поло-
ження. Дві криві, що належать паралельним площинам і задані рів-
няннями, які задовольняють вказаним нижче умовам, є конічними, 
якщо між точками кривих можна встановити взаємно однозначну від-
повідність за умови паралельності дотичних у відповідних точках всій 
області визначення обох кривих.   

Будемо вважати, що рівняння кривих, які належать  паралель-
ним площинам і задані рівняннями задовольняють наступним умовам:  

1. Рівняння кривих   мають неперервні похідні n-го порядку (n>2) 
або неперервно диференційовані в усій області визначення кривих за 
виключенням, може бути, деяких точок. У точках кривих, в яких рів-



няння кривих не можуть бути диференційовані, вони мають бути не-
перервні і мати дотичну, що перпендикулярна до осі абсцис. 

2. Криві мають точки, в яких друга похідна дорівнює нулю (на-
приклад, точки перегину)  або безмежна.  Дотичні у цих точках мають 
бути відповідно паралельними. 

3. У точках кривих, в яких другі похідні дорівнюють нулю або 
безмежні, мають бути кінцеві похідні вищих порядків, що не дорів-
нюють нулеві. 

4. Якщо, криві мають тільки одну точку, в який друга похідна 
дорівнює нулю або безмежна і рівняння кривих відповідають вказа-
ним  вище умовам, то визначену раніше взаємно однозначну відповід-
ність можна встановити, коли непарні похідні і-го, і=3, 5,…m, поряд-
ку, що не дорівнюють нулю, мають однакові знаки у цій точці. 

Якщо, рівняння кривих задовольняють умовам пунктів 1-3 і ма-
ють декілька точок, в яких другі похідні дорівнюють нулю або безме-
жні, то визначену раніше взаємно однозначну відповідність між точ-
ками кривих можна встановити у двох випадках:- відповідні точки 
кривих, в яких другі похідні дорівнюють нулю або безмежні розташо-
вані на кривих в однаковому порядку;- відповідні точки кривих, в 
яких другі похідні дорівнюють нулю або безмежні розташовані на 
кривих у протилежному порядку, тобто, перша така точка однієї кри-
вої є відповідною останній такій точці другої кривої, друга така точка 
однієї кривої є відповідною передостанній такій точці другої кривої і 
так далі. 

У першому випадку криві визначають конус, вершина якого ро-
зташована за площинами кривих. У другому випадку криві визнача-
ють конус, вершина якого розташована між площинами кривих. 

Якщо криві мають тільки одну точку, в який друга похідна дорі-
внює нулю або безмежна і рівняння кривих відповідають умовам пун-
ктів 1-4, то визначену раніше взаємно однозначну відповідність між 
точками кривих можна встановити як першим так і другим способом. 

Нехай : 11 tX = ;  11 bY = ;  )( 111 tZZ = ;   22 t=Χ ;  22 bY =    )( 222 tZZ =   - 
рівняння двох кривих, що задовольняють умовам пунктів1-4 і задані в 
параметричному вигляді.  Криві задані в правій системі декартових 
координат і належать  площинах 11 bY = ;     22 bY = .  

Будемо вважати що між точками цих кривих встановлена взаєм-
но однозначна відповідність за умовою рівності перших похідних у 
відповідних у точках  всій області визначення двох кривих. Тобто, у 
всій області визначення двох кривих, за винятком точок, у яких доти-
чні перпендикулярні осі абсцис, якщо вони є, справедливе рівняння      

                              )()( 2211 tt Ζ′=Ζ′ .                              (1) 
Аналогічне рівняння справедливе і для зворотних функцій 

)(;)( 222111 ZftZft == ;    )()( 2211 ZfZf ′=′ . 



Якщо на кривих є точки, в яких дотичні перпендикулярні осі аб-
сцис, то у цих точках справедлива рівність похідних зворотних функ-
цій )()( ,22,11 ii ZfZf ′=′ = 0;   де iZ ,1  і   iZ ,2 ; і=1,…c - значення функцій у точ-
ках, в яких друга похідна дорівнює нулю або безмежна, а дотична  пе-
рпендикулярна до осі абсцис. Доведення, що подані далі, справедливі 
як до прямої так і для зворотної функції. 

У рівнянні (1) будемо вважати, що 2t  є деяка диференційована 
функція від  1t ;   )( 122 ttt = .    Якщо ця функція є лінійною, 112 lktt += ,  то 
функція )( 22 tZ  теж є лінійною, ltkZtZ += )()( 1122 , де l - постійна інтегру-
вання,  що легко довести, помноживши обидві частини рівняння (1) на 
dt2 та інтегруючи обидві частини рівняння. Тобто, криві )( 11 tZ   і )( 22 tZ  є 
конічними. 

Покажемо, що  функція )( 122 ttt =   є лінійною, якщо рівняння 
кривих )( 11 tZ   і )( 22 tZ    задовольняють умовам пунктів 1-4. 
Продиференціюємо рівняння (1).    
                                     )()()( 122211 tttZtZ ′⋅′′=′′ ; 
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У точках кривих, в яких друга похідна дорівнює нулю, наприклад то-
чки перегину, або безмежна 0

0)( 12 =′ tt ; або ∞
∞=′ )( 12 tt .  

Для розкриття невизначеності застосуємо правило Бернуллі-Лопіталя. 
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де idip tt ,, ;  - абсциси точок кривих 1Z  і 2Z , у яких друга похідна дорів-
нює нулю, або безмежна. Усі функції, що входять у цей вираз мають 
межі, які дорівнюють значенням функцій у точках перегину.                                     
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 Якщо це відношення також є невизначеністю, то будемо застосовува-
ти правило Бернуллі- Лопіталя поки не отримаємо відношення похід-
них, які не обертаються в нуль у точках перегину. 
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Оскільки, 21; tt  - є коренями рівняння (1), то ці рівняння справе-
дливі і для будь-яких коренів цього рівняння. 
                 )()]([)( 22
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Такий результат диференціювання свідчить, що 2t  є лінійною 
функцією від  1t , тобто, kt =′2 - постійна величина. 

Якщо криві )( 11 tZ  і )( 22 tZ  мають тільки одну точку, в який друга 
похідна дорівнює нулю або безмежна і рівняння кривих відповідають 
вказаним  вище умовам, то необхідною умовою існування  2t′ , а тобто, 



і конічної поверхні, є однаковість знаків непарних похідних, що не 
дорівнюють нулю. 

Якщо криві )( 11 tZ   і )( 22 tZ  мають декілька точок, в який друга по-
хідна дорівнює нулю або безмежна і рівняння кривих відповідають 
вказаним  вище умовам, то коефіцієнт  kt =′2  визначається координа-
тами цих точок. 
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тобто, знаки непарних похідних, що не дорівнюють нулю у цих точках 
однакові, а знаки парних похідних однакові, якщо 02 >=′ kt , і різні, як-
що 02 <=′ kt . Якщо 12 =′t , то криві  )( 11 tZ   і )( 22 tZ    визначають циліндри-
чну поверхню. 
 Паралельним конічним перерізам притаманна наступна законо-
мірність. У точках кривих, через які проходять твірні конічної повер-
хні, відношення похідних n -го порядку дорівнює відношенню других 
похідних у ступені 1−n  і ці відношення є постійна величина. 
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Висновки. Якщо між точками двох кривих,  що належать двом 
паралельним площинам і задані рівняннями, що задовольняють вказа-
ним у статті  умовам, і мають точки, в яких друга похідна дорівнює 
нулю (наприклад, точки перегину) або безмежна, можна встановити 
взаємно однозначна відповідність за умови паралельності дотичних у 
відповідних  точках  всій області визначення обох кривих, то ці криві 
є конічними. 
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Research of conic curves  

 
Olhowichenco N. G. 

 
                                                    Summary 
In article conditions at which two curves laying in parallel planes, set conic 
or cylindrical  general view a surface are proved. Law of ratio of 
derivatives in point  of parallel conic section through which pass forming 
conic surfaces also is lead up. 


