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Об обращении локального преобразования Помпейю II 

Н.П.Волчкова 
 

Пусть −nR вещественное евклидово пространство размерности 2≥n  с евклидовой 

нормой , −)(nM группа движений nR , −= =
k
iiF 1}{ µ  конечное семейство распределений  

с компактным носителем в nR . При фиксированном )(nMg ∈  рассмотрим распределение 

igµ , действующее на )( nRC ∞  по правилу  

>>=<< −1,, gffg ii oµµ , )( nRCf ∞∈ . 

Преобразование Помпейю FP  (глобальное) отображает )( nRC ∞  в knMC ))((∞  и 

определяется равенством 

                                          ( )><><= fgfggfP kF ,,...,,))(( 1 µµ ,    )(nMg ∈ .                   (1)  

Аналогично, для открытого множества  nRU ∈  локальное преобразование Помпейю 

отображает по формуле (1) )(UC ∞  в декартово произведение ××Λ∞ ...)),(( 1µUC  

)),(( kUC µΛ∞ , где }supp:)({),( UgnMgU ii ⊂∈=Λ µµ . 

Для заданных  F   и  U   возникает следующая 

Проблема [1]. 1) Выяснить, является ли   FP   инъективным и если не является, то 

описать его ядро. 

2)  Если FP  инъективно, то найти обратное отображение. 

Для отдельных F  и U  инъективность преобразования Помпейю и близкие вопросы 

изучались во многих работах (см. обзоры [1], [2], а также [3]). Особый интерес 

представляет случай, когда }:{ RxRxBU n
R <∈== , а −= }{ EF χ индикатор 

компактного множества RBE ⊂  положительной меры. Для этого семейства F  и 

широкого класса множеств E  (см.[4]) преобразование FP  инъективно по отношению к  

U , если R  больше диаметра )(Ed  наименьшего замкнутого шара, содержащего E  
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(см. [4], [5], а также [3], [6], где для многих  E   найдено минимальное значение R , при 

котором 
E

Pχ  инъективно). Для указанного класса E  и 
2

)(3 Ed
R >   в работе [5] приводится 

также схема обращения преобразования 
E

Pχ . Кроме того, для квадрата в [5] найдена 

конструкция обращения преобразования Помпейю и при )(EdR > .  В связи с этим при 

решении проблемы 2) большой интерес представляет усиление оценки 
2

)(3 Ed
R >  для 

других E . Эта задача особенно трудна для множеств с криволинейной границей. Автором 

в работах [7], [8] получено обращение преобразования  
E

Pχ  в случае, когда E  является 

сегментом и круговой луночкой, а )(EdR > . Здесь мы продолжаем изучение указанной 

проблемы и получаем аналогичный результат для сектора. 

Пусть, как обычно,  −)( nRD пространство финитных бесконечно дифференцируемых 

функций на  nR ,   −′ )( nRD пространство распределений на  nR , 21 µ∗µ  - свертка двух 

распределений, одно из которых имеет компактный носитель. Радиализацией 

распределения  )( nRD′∈µ  называется радиальное распределение µR , действующее на 

функцию )( nRD∈ϕ  по формуле  

>>=<< ∫ dkkxxR
nSO )(

)(),(, ϕµϕµ  , 

где −)(nSO группа вращений пространства nR , −dk нормированная мера Хаара на 

группе )(nSO . Радиальность µR  означает, что для любого )(nSOk ∈   

>>=<< )(),()(),( xxRkxxR ϕµϕµ  ,   )( nRD∈ϕ .  

Сферическое преобразование радиального распределения µ   с компактным носителем в    

nR   определяется равенством 

                                                  >=< − )(),()(~

2

2 xjx n λµλµ  ,  C∈λ  ,                                  (2)  
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где   
q

q
q

z

zI
zj

)(
)( = ,  −qI   функция Бесселя первого рода порядка   q . 

Пусть nji ≤<≤1 , 1, Rh ∈θ , hi,τ  – сдвиг на h  вдоль ix , θ,, jik  – поворот в плоскости 

( )ji xx ,  на угол θ .  Следующие две леммы доказаны автором в работе [7]. 

Лемма 1. Пусть 
1r

BE ⊂ , 1rR > , ( )RBCf ∞∈ . Тогда  

                                                 ( ) ( )( )( ) 0, | ==








∂
∂

hhi
i

gfP
dh

d
g

x

f
P

EE
oτχχ  ,                                      (3) 

                                           ( )( ) ( )( )( ) 0,,, |)0( == θθχχ θ
gkfP

d

d
gfDP jiji EE

o ,                                    (4) 

где RBgE ⊂ , ( )
i

j
j

iji x
x

x
axaD

∂
∂−

∂
∂+=)(, , 1Ra ∈ . 

Лемма 2. Пусть 1rR > , 
1r

BE ⊂ , Eji aDD χν κ )(,= , где n
n N∈= ),...,( 1 κκκ ,  

n

n

nxx
D κκ

κκ
κ

...1

1

1

...

∂
∂=

+

. Тогда для любой функции  ( )RBCf ∞∈  и 
1rRBx −∈  имеет место равенство  

                                  ( ) ( ) ( )( )( ) dkexkyfyDaDPxRf
nSO

jiE
)()()()1()(

)(

,
1||
∫ −−=∗ + κ

χ
κν

(
,                   (5)  

где e  – единица группы )(nSO , nκκκ ++= ...|| 1 , )()( xfxf −=
(

. 

Доказательство леммы 3 ниже содержится в работе [5]. 

Лемма 3 . Пусть  rBE ⊂   и  rR > .  Тогда для любой )( RBCf ∞∈ и  rRBx −∈     имеет 

место равенство 

     dk
kyxk

fPyDxDRf
nSO

E E∫ 











 +
=∗

−

)(

1

10
)(),()))((( χ

κκ δχ , 

где −δ дельта-распределение в нуле пространства  nR , )(nM  рассматривается как 

группа матриц порядка  )1()1( +×+ nn  вида 
10

xk
, nRxnSOk ∈∈ ,)(  и  nR    

отождествляется с аффинным подпространством  }1{ 1 =+nx   в  1+nR . 

Будем отождествлять точку  2),( Ryx ∈   с комплексным числом  iyxz += . Пусть  







 ≤≤∈=









4
|arg|,1|:|

2

ππ
zzСzS  – сектор угловой меры 

2

π
. Обозначим 12

zSS +






= π
 - 
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сектор с вершинами в точках rz −=1 , irz =2 , irz −=3 , 
2

1=r . Далее будут 

использоваться дифференциальные операторы 

,1 y
i

x
D

∂
∂+

∂
∂=  









∂
∂+

∂
∂=

yx
D

2

2
2 ,  










∂
∂−

∂
∂=

yx
D

2

2
3 , 

x
y

y
xD

∂
∂−

∂
∂











+=

2

2
4 ,  ∆ - оператор Лапласа. 

Пусть rR > .  Обозначим ( )µk
k DRR 1= , где SDDD χµ 4

2
2

2
3= . Для rRBz −∈  

положим ( ) )()( zfzf ii ν∗= , 2,1=i , ( ) )()(3 zRfzf Sχ∗= , где 21 R=ν , 122 22 RR −=ν . 

Основным результатом работы является 

Теорема 1. Пусть rR 2> . Тогда для любого Zk ∈  и ),0( R∈ρ  существуют (и строятся 

явно) распределения )4,3,2,1,(, =∈ iNlU il  со следующими свойствами:  

1)    rRil BUupps −⊂, ;)(,)3,2,1,( 4, NlBUuppsiNl Rl ∈⊂=∈  

2)  для любой )( RBCf ∞∈   имеют место равенства 

                                  ( )><+><=∆∫
− ∞→

−
22,11,

3 ,,))((
2

1
fUfUimldteef ll

l

iktit
π

π

ρ
π

,                 (6) 

                                 ( )>∆<+><=∫
− ∞→

− fUfUimldteef ll
l

iktit 3
4,33, ,,)(

2

1 π

π

ρ
π

.                      (7) 

Замечание. Пусть 
1rRBx −∈ ,  )(nSOk ∈  ( kx, - фиксированы), 1g -  элемент группы дви-

жений, действующий по формуле xkyyg −=1 . Тогда  

( )( ) ( ) )()( 1ggfPgxkyfP
EE χχ =− ,  где ||xRBgE −⊂ . 

Отсюда и из (3), (4) следует, что леммы 2, 3 позволяют вычислять if   по известному пре-

образованию Помпейю функции f . Таким образом, формулы (6), (7) восстанавливают 

функцию f  по ее преобразованию Помпейю. 

Лемма 4. Для любой  )(3 SCf ∈  имеет место равенство 

         

=∫
Λ

dxdyyxfDDD ),(2
3

2
24 ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2

2
3

2
3233

2
2

2
21

2
2

2
3 zfDDDzfDDDzfDD −+−+− . 

Утверждение леммы 4 содержится в работе [6]. 
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Перейдем к доказательству теоремы 1.  Поскольку  )()( 1 ttjtj kk +−=′ , имеем 

                                          ( ) )()()( 1
21 zxjzzjkzzjz

x k
k

k
k

k
k λλλλ +

− −=
∂
∂

,                          (8) 

                                          ( ) )()()( 1
21 zyjzzjikzzjz

y k
k

k
k

k
k λλλλ +

− −=
∂
∂

.                             (9) 

Из (8), (9) индукцией по  k    находим   ( ) )()()1( 2
01 zjzzID k

kkkk λλλ =−  и  (см.(2)) 

                                                        ( ) ( ) ( ) ><= ||,
~ 2 zjzzR k

kk
k λµλλ .                                      (10) 

Из (10) имеем  

( ) ( ) >=<== )(,)(
~

4
2
2

2
3

2~

1 rjzDDDDRR k
k

S
kk

k λχλλµλ ( )( ) ><− rjzDDD k
k

S
k λχλ 2

3
2
24

2 ,  

(здесь мы использовали свойства умножения и дифференцирования распределений). 

Учитывая (8), (9), отсюда и из леммы 4 получаем  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }rjCrjCrjCrjCR kkkkkkkk
k

k λλλλλλλλλ 3
6

,42
4

,31
2

,2,1
2)(

~
+++ +++−= ,  

где 
2

2=r , 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 







 −+−+−−= +
− 2

sin2
2

cos31
2

1 1

4,1

ππ k
k

k
k

kik
C k

kk , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 






 −+−−+−= − 2
cos3

2
sin12

2
sin1

2
2,2

πππ k
kk

k
kk

k
k

i
C k

kk , 

( ) ( ) 






 ++= + 2
sin31

2
cos

2
2,3

ππ k
k

k
k

i
C

kk , 

( ) 2
sin

2
4,4

πki
C

kk +−= . 

 
 
Теперь повторяя рассуждения из [7] , получаем утверждение теоремы 1. 
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