13. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В  ПРОВОДЯЩИХ СРЕДАХ

13.1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ
Наличие стационарного электрического поля в проводящей среде вызывает упорядоченное движение зарядов, представляющее собой ток проводимости, который сопровождается выделением тепла. Поэтому для поддержания неизменного электрического поля (постоянной разности потенциалов) и компенсации тепловых потерь энергии нужен постоянный внешний источник, в котором создаётся стороннее электрическое поле процессами неэлектростатического происхождения.

Основными характеристиками электрического поля являются вектор-ные величины – плотность тока проводимости 
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 [А/м2] и напряжённость поля 
[image: image2.wmf]E

 [В/м], а также скалярный электрический потенциал ( [В]. Проводящую среду характеризуют удельной проводимостью ( [См/м]. В данном разделе рассматриваются поля только в линейных стационарных средах, для которых  (  = const.
Ток через какую-либо поверхность (сечение) и напряжение на каком-либо участке пути по проводящей среде записываются как интегральные величины:
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Сопротивление участка проводящей среды длиной l и сечением S находится как    R =
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Основные законы электрического поля в проводящих средах – это закон Ома и законы Кирхгофа, а также закон Джоуля-Ленца. Законы используются в интегральной и дифференциальной формах:

U = R·I  и  
[image: image7.wmf]d

 = ( ·
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 – закон Ома для областей вне источников энергии;
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стор) – обобщённая форма закона Ома для областей поля, занятых источниками энергии. Это выражение одновременно отражает II закон Кирхгофа в дифференциальной форме.
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 = 0  – первый закон Кирхгофа;

Р =
[image: image14.wmf]ò

V

dV

E

2

g

  и   
[image: image15.wmf]dV

dP

= 
[image: image16.wmf]d

·
[image: image17.wmf]E

 = ( ·Е 2    – закон Джоуля-Ленца.

В случае нескольких источников справедлив принцип наложения:
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В областях проводящей среды вне источников ЭДС электрическое поле имеет потенциальный (безвихревой) характер. В этом случае для него справедливы соотношения:  
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Получаемое из этих соотношений и первого закона Кирхгофа  уравнение Лапласа описывает закон изменения потенциала в проводящей среде вне источников и имеет такой же вид, как и для электростатического поля:
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Для полей в проводящих средах возможен лишь один тип границы: «среда с проводимостью (1 – среда с проводимостью (2». Основные величины поля 
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 и (  при этом подчиняются следующим граничным условиям:

(1п = (2п,          Е1t = Е2t,         ( 1 = ( 2.

Между электростатическим и полем в проводящей среде в областях вне источников поля существует формальная аналогия, поскольку в обоих случаях работает уравнение Лапласа, граничные условия записываются идентичными формулами и основные величины связаны друг с другом аналогичным образом. Это обстоятельство используется при моделировании полей, а также при их анализе (подраздел 13.2).

Аналогичным же образом используется метод зеркальных изображений, в котором коэффициенты неполного отражения вычисляются по формулам      k1 =
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 (подраздел 13.4).
В общем случае задачей расчёта поля в проводящей среде является получение законов изменения 
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, ((х,у,z) или их интегральных характеристик  I, R, U. Наиболее общим методом решения является интегрирование уравнения Лапласа (  2 ((х,у,z) = 0,  которым описывается это поле (подраздел 13.3).

В прикладных задачах по расчёту полей в проводящих средах чаще всего требуется определить токи утечки и тепловые потери в изоляции кабелей и конденсаторов, а также параметры растекания тока заземлителей: Rз – сопротивление заземлителя, Uш – шаговое напряжение на поверхности почвы над заземлителем (подраздел 13.5).

Если электрод и его поле имеют правильные формы, например, форму шара или цилиндра, расчёт облегчается, так как имеются уже готовые выражения:

- для поля шарового электрода в однородной неограниченной среде (задача 13.1):
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- для поля цилиндрического электрода в однородной неограниченной среде (задача 13.2):  
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- ёмкость и удельная проводимость однослойного коаксиального кабеля и двухпроводной линии в однородной среде (задачи 12.8 и 12.47):    
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13.2. Расчёт поля с помощью интегральных соотношений. использование аналогии между электростатическим и полем в проводящей среде.
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Задача 13.1. Получить формулы для расчёта поля шарового электрода в однородной среде           (рис. 13.1). Радиус электрода  R0,  проводимость среды  (,  отводимый ток  i.
Решение
Вокруг электрода проведём сферическую поверхность S радиусом R и определим ток сквозь неё:  i =
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 совпадают, а значение  (  одно и то же. Поэтому
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с учетом закона Ома в дифференциальной форме   ( = ( ·Е   получаем формулу для напряжённости электрического поля –    Е =
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Потенциал точек поля                                (  = -
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Примем, что потенциал равен нулю на бесконечности  ((R=() = 0,  тогда

А = 0   и   (  =
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Итак, для поля шарового электрода
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Задача 13.2. Получить формулы для расчёта поля цилиндрического электрода в однородной среде (рис. 13.1). Радиус и длина электрода r0 и l, проводимость среды  (, отводимый ток на единицу длины  i0.
Решение
Рис. 13.1 можно рассматривать как поперечное сечение протяжённого цилиндрического электрода. Вокруг электрода проведём цилиндрическую поверхность  S  радиусом  r,  длиной  l  и  определим  ток  через  её  боковую  поверхность:  i0·l =
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Потенциал точек поля    ( = -
[image: image64.wmf]ò

Edr

=
[image: image65.wmf]pg

2

0

I

-

ln(r) + А.   Примем, что потенциал собирающего электрода, находящегося на расстоянии  Н,  равен нулю   (((r=Н) = 0),  тогда   А =
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Итак, для поля цилиндрического электрода
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ЗАДАЧА 13.3. Два металлических шара с радиусами r1 = 2 см и r2 = 4 см   погружены глубоко в морскую воду. Расстояние между шарами  значительно больше их радиусов:  d = 2 м.

Определить сопротивление воды между шарами, если удельное сопротивление морской воды   ( = 100 Ом∙м.

Решение

Получим формулу проводимости g в общем виде. Хотя шары и различны по величине, но стекающий с них ток един:  ±I, а удельная проводимость морской воды   ( = 1/( = 0,01 См/м.

В соответствии с формулами (13.1) и принципом наложения записываем напряжение между шарами как разность потенциалов шаров
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Отсюда проводимость и сопротивление воды между шарами
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 = 0,001698 См,         R = 1/g = 589 Ом.
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ЗАДАЧА 13.4.  К плоской проводящей шайбе с помощью медных пластин, врезанных в шайбу радиально, подключён источник постоянного напряжения (рис. 13.2). Удельное сопротивление материала шайбы  ( = 0,5∙10 -6 Ом∙м,  размеры шай-бы: толщина  а = 1 мм,  внутренний радиус  r1 = 5 см, внешний радиус  r2 = 8 см.

Определить наибольшее и наименьшее значения плотности тока в шайбе, а также ток через источник напряжения  U = 1,57 В.
Решение

Две половины шайбы – это две половины цилиндра длиной а = 1 мм. Линии плотности тока ( и напряжённости Е поля совпадают с полу-окружностями шайбы, их величины зависят только от одной координаты – радиуса  r. Поэтому:

Е(r) = U/(π∙r);       δ(r) = ( ∙Е = ( ∙U/(π∙r);      ( = 1/( = 2∙10 6 См/м.

Тогда минимальное и максимальное значения плотности тока

δmin = ( ∙U/(π∙r2) = 2∙10 6∙1,57/(π∙0,08) = 12,5∙10 6 А/м2,

δmax = ( ∙U/(π∙r1) = 2∙10 6∙1,57/(π∙0,05) = 20∙10 6 А/м2.

Полный ток источника находим как интегральную величину:
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Задача 13.5. Рассчитать ток утечки плоского двухслойного конденсатора и тепловые потери в единице объёма второго диэлектрика (рис. 13.3).

d1 = 1 см,   d2 = 2 см,    (1 = 5·10-8 См/м,

(2 = 2·10-8 См/м,  U = 1,8 кВ,  S = 0,01 м2.
Решение

Задачу можно решать, используя уравнение Лапласа. Однако, учитывая, что поле между обкладками конденсатора равномерное, решение может быть существенно упрощено. На основании второго закона Кирхгофа записываем:

U = U1 + U2 = Е1·d1 + Е2·d2.

Силовые линии перпендикулярны к границе раздела диэлектриков, поэтому граничное условие  (1 = (2   или   (1·Е1 = (2·Е2.

Тогда   Е1 = ((2/(1)·Е2 = 0,4Е2;   U = Е2·(d1 + 0,4·d2); откуда
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Е2 = U/(d1 + 0,4·d2) = 100 кВ/м;       Е1 = 40 кВ/м;

( = (1 = (2 = (1·Е1 = 5·10-3 А/м2;       I = ( ·S = 0,5 мкА;

p2 = ( 2/(2 = 5·10-3/2·10-8 = 2,5·105 Вт/м3 = 0,25 МВт/м3.

Задача 13.6. Определить мощность тепловых потерь Р в плоском конденсаторе (рис. 13.4) с несовершенным диэлектриком (слюда).   

U = 1000 В,    S = 100 см2,  d = 1 см,   ( = 1∙10 -12 См/м.
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Ответы: Е = U/d = 100 кВ/м,  Р = γЕ 2 ∙V = 1 мкВт.
Задача 13.7. Коаксиальный кабель работает при напряжении  U0 = 10 кВ.  Изоляция между токоведущей жилой и оболочкой кабеля несовершенна и обладает удельной проводимостью  ( = 1∙10 -8 См/м.  Рассчитать ток утечки и тепловые потери в изоляции  кабеля длиной  l = 1 км (рис. 13.5).  r1 = 1,2 мм,   r2 = 3,26 мм.

Решение

При решении задачи воспользуемся формальной аналогией между выражениями ёмкости и проводимости однослойного коаксиального кабеля на единицу длины (формулы 13.3):

С0 =
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= 0,0628∙10 -6 См/м.

Тогда ток утечки через изоляцию кабеля на длине в 1 км составит

I = g0lU = 0,0628∙10 -6∙1000∙10∙10 3 = 0,628 А.

Мощность тепловых потерь в изоляции  Р = U∙I = 10000∙0,628 = 6280 Вт.

Задача 13.8. Однослойный коаксиальный кабель работает под напряжением 600 В и имеет размеры: r1 = 4 мм,  r2 = 8 мм,  l = 10 км, удельная проводимость изоляции   ( = 1∙10 -9 См/м.   Определить ток утечки и его плотность в изоляции на поверхности жилы и на внутренней стороне оболочки кабеля, а также тепловые потери кабеля.

Ответы:   I = 54,4 мА,  (1 = 216 мкА/м2,  (2 = 108 мкА/м2,  Р = 32,6 Вт.
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Задача 13.9. Рассчитать ток утечки между двумя жилами коаксиального кабеля (рис. 13.6). Изоляция выполнена двухслой-ной из несовершенного диэлектрика (удельные проводимости    (1 = 5·10-8 См/м    и  (2 = 2·10 -8 См/м, относительные диэлектриче-ские проницаемости  (1 = 2  и  (2 = 5). Напря-жение U = 10 кВ. Геометрические размеры –  r1 = 1 мм,  r2 = 2 мм,  r3 = 3 мм.

Найти удельные тепловые потери в окрестности точки М, проводимости и ёмкости между телами, построить схему замещения системы. Кабель считать весьма протяжённым, а расчеты выполнить на единицу длины.

Дополнительно определить предельно возможную длину кабеля как линии электропередачи.

Решение

1. Пусть ток утечки равен i. Тогда в соответствии с формулами (13.2) плотность тока, напряжённость и потенциал в слоях диэлектрика   определяются по формулам
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2. Напряжение, приложенное к устройству,
U = ( 1(r1) – ( 1(r2) + ( 2(r2) – ( 2(r3) =

=
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3. Отсюда ток утечки на единицу длины

i0 =
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I



 EMBED Equation.3  [image: image107.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

2

3

1

2

2

1

2

2

r

r

r

r

ln

U

g

g

pg

=
[image: image108.wmf](

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

×

×

×

×

-

2

3

1

2

10

2

2

10000

5

2

8

ln

p

= 1,841·10-3 А/м = 1,841 мА/м.

4. Проводимость кабеля токам утечки найдём по закону Ома:

g0 = I0/U = 1,841·10-3/104 = 0,1841·10-6 Cм/м = 0,1841 мкСм/м.

5. Этот же ответ можно получить, используя аналогию между электрическим полем в проводящей среде и электростатическим. Формула ёмкости однослойного коаксиального кабеля (13.3): C0 =
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так как ёмкости соединены последовательно, то
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Проводимости слоёв и всего кабеля на единицу длины:
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6. Электрическая схема замещения устройства показана на рис. 13.7.

7. Плотность тока в окрестности точки М:

( = i0/(2(r2) = 1,841·10-3/(2( ·2·10-3) = 0,147 А/м2;

тепловые потери в окрестности точки М по закону Джоуля-Ленца:

p1 = ( 2/(1 = 0,1472/(5·10-8) = 0,432·106 Вт/м3 = 0,432 МВт/м3;

p2 = ( 2/(2 = 0,1472/(2·10-8) = 1,08·106 Вт/м3 = 1,08 МВт/м3.

8. Сечение   внутренней   жилы   кабеля   меньше, чем наружной, и рав-но S = (r12 = 3,14 мм2. Если принять, что жилы алюминиевые, а допустимая плотность тока 1 А/мм2, то допустимый ток для кабеля будет равен 3,14 А. Тогда допустимая длина кабеля (пока он ещё хоть сколько-нибудь способен питать нагрузку, а не целиком себя) –

lдоп = 3,14/i0 = 3,14·1000/1,841 = 1705 м.

А для получения приемлемого КПД эта длина должна быть ещё меньше.
Задача 13.10. Цилиндрический  конденсатор с двухслойной изоляцией (рис. 13.6) работает при напряжении  U = 10 кВ.  Известны размеры конденсатора (r1 = 0,08 см,   r2 = 0,2 см,   r3 = 0,6 см,  l = 5 см) и свойства изоляции ((1 = 1∙10 -8 См/см,  (1 = 2,   (2 = 4∙10 -8 См/см,   (2 = 6). Рассчитать ток утечки через изоляцию конденсатора, найти выражения удельной проводимости  g0  и ёмкости  С0  конденсатора.

Ответы:  I = 2,634 мА,
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Задача 13.11. Плоский конденсатор ёмкостью 10 мкФ находится под напряжением 1 кВ. Диэлектрическая проницаемость изоляции ( = 4, а удель-ная проводимость  ( = 1∙10 -12 См/м. Определить ток утечки между обклад-ками конденсатора. 

Методические указания: из формулы ёмкости  С = q/U = (0( S/d можно найти соотношение S/d = С/((0(), которое затем использовать в аналогичной формуле проводимости конденсатора:  g = ( ·С/((0().

Ответ:  I = 0,283 мА.

Задача 13.12. Два плоских конденсатора  С1 = 0,2 мкФ, С2 = 0,5 мкФ  с несовершенными диэлектриками соединены последовательно и подключа-ются к источнику напряжения  U = 1200 В. Диэлектрические проницаемости диэлектриков:  (1 = 2,4,   (2 = 4;  удельные проводимости:   (1 = 0,2∙10 -9 См/м,  (2 = 5∙10 -9 См/м.   Определить напряжения на каждом из конденсаторов в момент включения, а также в установившемся режиме.

Решение

При решении задачи воспользуемся схемой замещения системы, представленной на рис. 13.7. В момент включения весь ток проходит по незаряженным конденсаторам в соответствии со вторым законом комму-тации. То есть через конденсаторы проходит один и тот же заряд  q = С1U1 = = С2U2.  А согласно второму закону Кирхгофа для цепей  U1 + U2 = U.  Отсюда в начальный момент времени напряжения на конденсаторах
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В установившемся режиме весь ток течёт через проводимости g1 и g2, которые найдём, используя готовую формулу для ёмкости плоского конденсатора:   С = (0( S/d:

g1 = (1∙
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g2 = (2∙С2/(0(2 = 5∙10 -9∙
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Ток утечки и напряжения на конденсаторах находим по закону Ома:

[image: image370.wmf]d

I = g∙U = 1,834∙10 -6∙1200 = 2,201∙10 -3 А = 2,201 мА,

U1 = I/g1 = 2,201∙10 -3/1,883∙10 -6 = 1169 В;

U2 = I/g2 = 2,201∙10 -3/70,62∙10 -6 = 31 В.

ЗАДАЧА 13.13. Два цилиндрических провода проходят сквозь мраморный щит ввода (рис. 13.8) толщиной  а = 3 см.  Расстояние между осями проводов   d = 20 см,   радиусы проводов   r0 = 4 мм.  Считая плоскость щита неограниченно большой, найти ток утечки между проводами, если:  ( = 1∙10 -10 См/м,   U = 240 В.

Методические указания. Традиционный расчёт по формуле (13.2) предполагает, что надо, задавшись пока неизвестным током утечки I, записать потенциалы проводов  ( 1,  ( 2 и из выражения  U = ( 1 – ( 2  найти ток утечки.
Но проще воспользоваться аналогией между формулами ёмкости и проводимости двухпроводной линии в неограниченной среде (формулы 13.3):   С0 = 
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Ответы:  g0 = 0,6837 См/м,  I = g0·а·U = 4,92∙10 -10 А.

ЗАДАЧА 13.14. Электроводонагреватель представляет собой цилиндрический металлический бак радиусом 30 см, в который коаксиально помещён цилиндрический электрод радиусом 5 см. Корпус бака заземлён. Дно и крышка бака изготовлены из изолирующего материала.

Определить, какое напряжение постоянного тока необходимо подвести к баку, чтобы за 5 мин температура воды, заполняющей бак полностью, повысилась с  θн = 20(С до  θк = 80(С.
Удельную проводимость воды  ( = 5 См/м  можно считать не зависящей от температуры. Отдачей тепла в окружающую среду пренебречь.

Решение

При заданных условиях вся энергия, выделяемая электрическим полем в воде, идёт на нагрев. Это отражается соотношением

0,24∙Р∙t = С∙М(θк – θн).                                       (*)

Подготовим (рассчитаем) величины в этом соотношении.

Теплоёмкость воды   С = 1 кал/(С∙г ;     g = 1 г/см3 – удельный вес воды.

Масса воды   М = g∙V = g∙((r22 – r12)∙l = 1∙((302 – 52)∙l = 2749∙l г.

Начальная и конечная температура воды –  θн = 20(С,   θк = 80(С.

Мощность электрического тока    Р = G∙U 2, Вт.                                  (**)

Время нагрева  t = 5∙60 = 300 с.

Проводимость воды  G определим, используя аналогию с ёмкостью коаксиального кабеля длиной  l (формулы 13.3):
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Из уравнения (*) с учётом (**) получим:
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13.3. Расчёт поля интегрированием уравнения Лапласа
[image: image371.wmf]0
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Задача 13.15. В электростатической машине для усиления поля в области 2 (рис. 13.9,а) в воздушное пространство внесен диэлектрик в форме шара с большим (. Через достаточно длительное время картина поля изменилась (рис. 13.9,б). Проводимость воздуха (е больше проводимости диэлектрика (i вследствие ионизации воздуха. Дать объяснение изменению картины поля.

Возможные варианты ответа: в первый момент после внесения шара из диэлектрика в поле свободный заряд на его поверхности отсутствует и линии поля втягиваются в диэлектрик. Со временем изменения поля прекращаются, ток смещения становится равным нулю, в пространстве остаётся только ток проводимости, линии поля совпадают с линиями плотности тока, соответственно они стремятся огибать сферу, проводимость которой меньше проводимости окружающего пространства.

Или: вначале имеем дело с электростатическим полем, когда форма силовых линий определяется соотношением  диэлектрических проницаемостей (здесь (е < (i,  и линии поля втягиваются в диэлектрик), спустя время имеем дело с полем в проводящей среде, и тут нужно учитывать соотношение между проводимостями, которое в данном случае    (е > (i,   и силовые линии тока выталкиваются в воздух.

Или: процесс аналогичен тому, как два параллельно соединённых конденсатора с несовершенным диэлектриком подключили к постоянному источнику. Причём ёмкость первого конденсатора больше ёмкости второго за счёт большей диэлектрической проницаемости, а токи утечки во втором конденсаторе больше за счёт большей удельной проводимости. Пока конденсаторы заряжаются, по ним протекает главным образом ток смещения, и ток в первом конденсаторе больше (как бы линии общего тока проходят большей частью через первый конденсатор), а по окончании заряда течёт только ток проводимости, который уже больше во втором конденсаторе (как бы линии общего тока проходят большей частью через второй конденсатор).

Выталкивание же или втягивание силовых линий поля объясняется видом решения уравнения Лапласа для случая «шар в равномерном поле».

Задача 13.16. Может ли потенциал электрического поля в проводящей области пространства выражаться функциями:

1) в декартовой системе координат   ( = 3х2у – у3 + 5х;

2) в цилиндрической системе координат  ( = 3r2cos( – cos3( + 5r.

Решение

1) В декартовой системе координат уравнение Лапласа представляется следующим образом:
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В данном случае
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= 0,  ( 2( = 6у – 6у = 0, что является тождеством для точки с любыми координатами.

2) В цилиндрической системе координат уравнение Лапласа имеет вид
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В данном случае
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Последнее выражение равно нулю не во всех точках пространства.
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Поэтому ответ на вопрос задачи такой: в первом случае – да, во втором случае – нет.

ЗАДАЧА 13.17. Для более быстрого плавления загруженной массы сталеплавильной печи (металлолом, окатыши) в печь дополнительно загрузили цилиндрические брёвна, длины которых значительно больше их радиусов.

Считая, что силовые линии электрического поля перпендикулярны оси одного из брёвен, а невозмущённое поле равномерное (рис. 13.10), рассчитать напряжённость возмущённого поля в окрестности бревна, найти точки, в которых удельная мощность выделения тепла наибольшая.

Выполнить численные расчёты для следующих условий:

- плотность тока невозмущённого поля   (0 = 800 А/м2;

- удельная проводимость расплавляемого в печи материала (е = 80 см/м;

- удельная проводимость материала бревна  (і = 0;

- радиус бревна  а = 5 см.

Решение

Для решения задачи воспользуемся цилиндрическими координатами (рис. 13.10). Учитывая значительную протяжённость цилиндра и пренебрегая краевым эффектом, приходим к выводу, что поле в окрестности цилиндра не зависит от координаты z, то есть ( = ((r, (). Уравнение Лапласа принимает вид
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Разделим переменные, приняв  ( = MN, где  M = M(r),  N = N((). Тогда уравнение Лапласа принимает вид      
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а после умножения на 
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где переменные разделены.

Для последнего выражения возможны два варианта: 1) каждое слагаемое равно нулю; 2) каждое из слагаемых равно произвольному числу с противоположными знаками (например, (1).

Рассмотрим вариант 1.
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после интегрирования получаем   r
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= АIII,       N( = АIII( + АIV;

а частное решение уравнения Лапласа приобретает вид
( ( = M(N( = АIАIVlnr + АIIАIV + АIIIАI( lnr + АIIАIII(.

Из рис. 13.10 следует, что картина поля в верхней и нижней частях симметрична относительно оси x, то есть не зависит от знака координаты (  (чётная функция координаты (). Поэтому постоянная интегрирования АIII = 0.

Обозначим  АIАIV = А1,  АIIАIV = А4  и получим первое частное решение уравнения Лапласа для рассматриваемых условий:   ( ( = M(N( = А1lnr + А4.
Рассмотрим вариант 2.
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Первое из дифференциальных уравнений решим с помощью подстанов-
ки Эйлера  M((= Br n.  В этом случае       
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[Bnrn-1 + rBn(n-1)rn-2] = [n + n(n – 1)] = p,
откуда получаем    n2 = p.

Второе из дифференциальных уравнений постараемся решить с помощью подстановки  N(( = Ccos(,  так как ранее было установлено, что требуется чётная функция от  (. Тогда
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(-Ccos() = -1 = -p,
откуда определяется численное значение   p = 1.
Теперь можно рассчитать численные значения показателя степени
n2 = p = 1,  откуда   n1 = 1,  n2 = -1, а    M(( = B1r +
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второе частное решение уравнения Лапласа
( (( = M((N(( = (B1r +
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Решение уравнения Лапласа для случая, представленного на рис. 13.6, приобретает вид:   ( = ( ( + ( (( = А1lnr +
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Слагаемое  А1lnr  появляется только в том случае, если цилиндр является электродом, с которого растекается ток I, тогда частичное слагаемое потенциала   (1 = -
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В рассматриваемом примере   I = 0, поэтому  А1 = 0, а
( = 
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Радиальная составляющая напряжённости электрического поля
Er = -
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составляющая напряжённости по координате (:   E( = -
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На границе раздела сред с удельными проводимостями  (e и (i  при  r = a  (in = (en = 0, так как с цилиндра ток не растекается.

По закону Ома в дифференциальной форме  (in = (iEin,  (en = (eEen  и при  r = a   получаем  Een = 0 = Er|r = a  откуда  А2 –
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Граничным условием для тангенциальных составляющих напряжённос-тей при  r = a  воспользоваться нельзя, так как внутри цилиндра поле тока не определено.

Воспользуемся условиями в бесконечности, устремив  r ( (. На этом расстоянии поле будет невозмущённым с напряжённостью
E0 =
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направленной вдоль оси x, когда  ( = 0.

Er|r(( = -
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cos0( = -А2 = E0,  откуда   А2 = -E0 = -10 B/м.

Из ранее полученного соотношения
А3 = А2a2 = -E0a2 = -10·0,052  = -25·10 -3 B·м.

При  r = a  отлична от нуля только касательная составляющая напря-жённости поля    E( = E( =
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Наибольшая напряжённость имеет место при  ( = (½(  (на рис. 13.10 точки  А  и  B, соответственно) и равна
E( max = 
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20 B/м.

В этих точках наблюдается самое интенсивное выделение тепла с объёмной плотностью в 4 раза больше, чем в невозмущённом равномерном поле:  PT max = (eEmax2  = (e·(2E0)2 = 4(eE02 = 4·80·102 = 32·103 Bт/м3.
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Таким образом, А и B – точки интенсивного плавления материала сталеплавильной печи.

ЗАДАЧА 13.18. В равномерное поле тока с напряжённостью   E0 = 17,5 B/м   вне-сено непроводящее сферическое тело радиусом   R0 = 25 см.  Рассчитать поле в окрестности шара, найти удельные тепловые потери в точке M, сферические координаты которой в соответствии с рис. 13.11   M[40 см; 35(; 0(].  Удельная проводимость среды  (e = 20 см/м.

Указание. Воспользоваться частным решением уравнения Лапласа для рассматриваемого случая, когда потенциал во внешней области определяется выражением  ( =
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Ответ:  для   R > R0
ER = -
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При R = 40 см, ( =35(  ER =10,84 B/м,  E( = -11,26 B/м,  E =
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Наибольшая напряжённость в точках  А и B   Emax = 1,5E0.
13.4. Расчёт поля методом зеркальных изображений
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ЗАДАЧА 13.19. Контактный провод трамвая (трол-лея) подвешен на высоте h = 5 м над землёй, радиус про-вода  r0 = 6 мм,  потенциал относительно земли  U = 600 В (рис. 13.12). Рассчитать ёмкость провода по отношению к земле и найти ток утечки на участке l = 500 м в обычную и в туманную погоду.  (в = 0,2∙10 -6 См/м,   (тум =1∙10 -4 См/м.
Дополнительно: воспользовавшись аналогией с электростатическим полем, найти напряжённость электри-ческого поля под проводом на высоте человеческого роста  h1 = 1,7 м.

Решение

В однородной неограниченной среде основные харак-теристики поля цилиндрического электрода определяются выражениями (13.2):
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Контактный провод создаёт поле вблизи плоской проводящей поверхности, и расчёт поля в таких случаях необходимо выполнять по методу зеркальных изображений.

Вводим фиктивный провод с током  Iф = -I0. Напряжение на контактном проводе записываем от действия обоих элементов с током (h >> r0):
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Отсюда рассчитываем проводимость провода вблизи проводящей поверхности земли для двух указанных случаев

g0в = 
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На основании аналогии ёмкость контактного провода вблизи проводящей поверхности определится выражением:
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Ток утечки с контактного провода на участке   l = 500 м   для двух случаев составит, соответственно:

Iв = g0в∙U∙l = 0,17∙10 -6∙600∙500 = 0,051 А,        Iт = 25,4 А.

По дополнительному вопросу задачи.

Через найденную величину ёмкости провода можно записать плотность (  заряда на контактном проводе:

( = С0∙U = 7,5∙10 -12∙600 = 4,49∙10 -9 Кл/м.

Напряжённость поля в точке А под проводом вычисляем как сумму составляющих от двух заряженных осей (рис. 13.4):  (  и  -(:
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(0,303 + 0,149) = 36,6 В/м.
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ЗАДАЧА 13.20. Контактные провода троллейбуса подвешены на высоте   h = 6 м  от поверхности земли, радиус проводов        r0 = 6 мм, расстояние между проводами   d = = 0,5 м.  Линия изолирована от земли и рабо-тает при напряжении  U = 600 В.

 Определить проводимость и ток утечки линии длиной l = 500 м с учётом туманной погоды (тум = 1∙10 -4 См/м.

 Дополнительно: найти рабочую ём-кость Сраб участка  l = 500 м  и напряжён-ность электрического поля под проводами на высоте человеческого роста  h1 = 1,7 м.

Ответы:
расчётный чертёж на рис. 13.13, ЕА =1,26 В/м,
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Задача 13.21. Для прогрева земли в парниках используется двухпроводная линия, выполненная голым проводом (рис. 13.14,а). Числовые данные:  h = 50 см,  d = 80 см,   r0 = 3 мм,   l = 20 м,   U = 36 В,   ( = 0,2 См/м.

Определить ток линии и её мощность. 
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Решение

Задача решается методом зеркальных изображений. Рисунок для расчёта поля в нижней полуплоскости на рис. 13.14,б. Здесь учтено, что коэффициент неполного отражения –     k1 =
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Далее применяем принцип наложения. Учтем также, что, так как картина поля симметрична относительно вертикальной плоскости между проводами, её потенциал можно принять равным нулю. Расстояние от любого провода до этой поверхности (до точки с нулевым потенциалом) равно d/2. Потенциал от одного провода (13.2) –        ( =
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Потенциал левого реального провода:
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отсюда ток и мощность линии на единицу длины:
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Р0 = U·I0 = 36·3,878 = 139,6 Вт/м.

Задача 13.22. Между шаром радиуса  R0 = 10 см, расположенным в морской воде с удельной проводимостью  ( = 0,2 См/м   на глубине   h = 2 м,   и металлической плитой, находящейся на поверхности воды, дей-ствует напряжение  U = 220 В  (рис. 13.15). Определить ток, замыкающийся между шаром и неограниченно большой металлической поверхностью.

Найти удельные тепловые потери в точке М.

Ответы: расчётный чертёж на рис. 13.16.
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Результаты вспомогательных вычислений при разложении векторов плотности тока на проекции:
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Удельные тепловые потери в точке М:  pМ = ( 2/( = 5,48 Вт/м3.

Примечание. В случае расположения провода вблизи проводящей поверхности после зеркального отображения возникает двухпроводная линия, ёмкость которой –  С =
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, а искомый ток –   I = g·U.

Задача 13.23. Провода двухпроводной линии напряжением U = 500 В  находятся в разных диэлектриках, как показано на рис. 13.17. Рассчитать ток утечки линии. Геометрические размеры и свойства сред:
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r0 = 0,2 см,    r1 = 20 см,   r2 = 40 см,             (1 = 2·10-8 См/м,   (2 = 10-8 См/м.

Методические указания и ответы. Задача решается точно так же, как и задача 12.13 после замены  (  на  I0   и  (  на  (. Расчётные рисунки идентичны рис 12.33,а и б. 

k1( = 0,333;   k2( = 1,333;   k1(( = -0,333;   k2(( = 0,667.

Потенциал точки на границе принимается равным нулю. Потенциалы проводов:    ( 1 =
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Напряжение между проводами
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Отсюда    I0 = U/1,388·108 = 3,603·10-6 А/м = 3,603 мкА/м.
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13.5. Расчёт заземлителей

Задача 13.24. Опора ЛЭП стоит на полусферическом железобетонном фундаменте неподалёку от края глубокого обрыва (рис. 13.18);   R0 = 2 м,   h = 25 м.   Проводимость железобетона можно считать во много раз больше проводимости земли  ( = 10-4 См/см. Через фундамент предполагается отводить ток короткого замыкания   I = 200 А.
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Рассчитать сопротивление заземлителя, построить график изменения потенциала на поверхности земли в окрестности заземлителя, найти максимальное шаговое напряжение. Длину шага принять равным  lш = 0,8 м.

Решение

Задача решается методом зеркальных изображений. Рисунок для расчёта поля в нижней полуплоскости на рис. 13.19. Здесь учтено, что коэффициент неполного отражения –
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Далее применяем принцип наложения. Для одного шара с током I в однородной среде (13.1)  ( =
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Сопротивление заземлителя по закону Ома –    Rз =
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Выберем ось координат Ох по поверхности земли слева-направо (рис. 13.20). Начало координат совмещено с центром левого шара. Потенциал любой точки на поверхности земли (за исклю-чением точек (-R0) < x < (+R0), у которых потенциал равен 1656 В)  для  x < h:

((х) =
[image: image297.wmf]pg
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I
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Как видно из графика рис. 13.20, более круто потен-циал спадает в области отрицательных «иксов». Поэтому максимальное ша-говое напряжение будет между точками  a  и  b, показанными на рис. 13.19.

Uш max = ( a – ( b =
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(R0-1 + (2h + R0)-1 – (R0 + lш)-1 – (2h + R0 + lш)-1) = 1458 В.

Задача 13.25. Для заземлителя, состоящего из двух цилиндров (рис. 13.21) известно     h = 1 м,    d = 1,5 м,    r0 = 0,1 м,  ( = 0,1 См/м.     Шаговое напряжение между точками a  и  b (lш = 0,8 м) не должно превышать 50 В.   Рассчитать максимально допустимый отводимый заземлителем ток.
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Методические указания к решению. Пусть отводимый ток на единицу длины I0. В соответствии с методом зеркальных изображений поле двух цилиндров (каждый с током I0/2) в неоднородной среде (земля-воздух) представляется полем четырех таких же цилиндров в однородной среде. Потенциал от одного цилиндрического электрода (13.2):
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где Н – расстояние до собирающего электрода. Заданное шаговое напряжение:
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Отсюда искомый ток
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ЗАДАЧА 13.26.  Заземлитель в форме шара ради-усом  r0 = 28 см  расположен в однородной почве на глубине  h = 2 м.  С заземлителя стекает ток  I = 150 А  (рис. 13.22). Электрод, собирающий ток, расположен достаточно далеко. ( = 1.2∙10-2 См/м.

Определить сопротивление Rз, указав, от чего оно зависит, найти максимальное шаговое напряжение Uш на поверхности почвы. lш = 0,8 м.

Ответы: потенциал заземлителя   ( з =
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сопротивление заземлителя  Rз =
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сопротивление заземлителя зависит от его размера, глубины погружения и проводимости почвы; если  h >> r0, то сопротивление зависит, главным образом, от радиуса заземлителя и проводимости почвы.

Шаговое напряжение  Uш = ( a – ( b =
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ЗАДАЧА 13.27. Для заземлителя задачи 13.26 определить его сопротивление и шаговое напряжение  в следующих случаях:

- в 1,5 раза увеличился ток I, стекающий с заземлителя;

- в 1,5 раза увеличилась глубина h расположения заземлителя;

- в 1,5 раза увеличили радиус r0 заземлителя;

- путём увлажнения в 1,5 раза увеличили проводимость ( почвы.

Ответы представлены в табл. 13.1. 

Таблица 13.1

	Исходные 
	( з = 3820 В
	Rз =25,5 Ом
	( a = 3553 В
	( b = 3490 В
	Uш = 63 В

	I′ = 1,5I
	5730
	38,2
	5329
	5234
	95

	h′ = 1,5h
	3727
	24,8
	663
	643
	20

	r0′ = 1,5r0
	2646
	17,6
	995
	931
	64 

	( ′ = 1,5(
	2547
	17,0
	663
	621
	42


ЗАДАЧА 13.28.  Ток заземлителя задачи 13.26 увеличился в 1,5 раза.  Определить:

- радиус r0′ заземлителя, при котором шаговое напряжение Uш сохранится прежним;

- глубину  h′  расположения заземлителя, при которой шаговое напряжение Uш  сохранится прежним.

Ответы:

- Uш  не зависит от радиуса заземлителя, поэтому изменением радиуса r0 шарового заземлителя шаговое напряжение сохранить не удаётся;

- чтобы определить необходимую величину глубины  h′  при увеличении тока в 1,5 раза и при сохранении величины шагового напряжения Uш = 63,4 В, перепишем формулу для  Uш  (см. задачу 13.26) в виде
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  В конечном итоге получим уравнение 4-го порядка:
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(h′)4 – 94,2(h′)3 + 0,563(h′)2 – 53,0h′ + 1247 = 0,          h′ = 2,4 м.

ЗАДАЧА 13.29.  Заземлитель (рис. 13.23,а) в форме шара радиусом      r0 = 28 см   расположен на глубине   h = 2 м  в почве с проводимостью             ( = 1,2∙10-2 См/м  на расстоянии  1,5h  от края глубокого оврага.  I = 150 А.
Определить сопротивление заземлителя Rз, найти шаговое напряжение на поверхности почвы Uш.

Ответы: расчётный чертёж на рис. 13.23,б; потенциал заземлителя
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сопротивление заземлителя  Rз = 27,6 Ом,
шаговое напряжение  Uab = 95,4 В,   Uас = 24,2 В.

ЗАДАЧА 13.30. Заземлитель в виде сравнитель-но длинной трубы помещён в почву вертикально (рис. 13.24). Собирающий электрод находится на расстоя-нии  Н = 100 м.  I0 = 10 А/м,   d = 10 см,  ( = 0,1 См/м.
Определить сопротивление заземлителя Rз и шаговое напряжение Uш.

Ответы: заземлитель в виде протяжённой трубы создаёт плоскопараллельное поле. На границе с воздухом оно не искажается. Ток с заземлителя растекается по радиальным линиям.
Потенциал заземлителя и его сопротивление на единицу длины:
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Максимальное шаговое напряжение  
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ЗАДАЧА 13.31.  Заземлитель в виде сравни-тельно длинной трубы (рис. 13.25) помещён в почву вертикально, недалеко от крутого оврага. Собираю-щий электрод находится на расстоянии   Н = 100 м.
I0 = 10 А/м,   d = 10 см,  ( = 0,1 См/м.

Определить сопротивление заземлителя Rз и шаговое напряжение на поверхности почвы Uш.
Ответы: потенциал заземлителя и его сопротивление на единицу длины:
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Максимальное шаговое напряжение
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ЗАДАЧА 13.32.  Заземлитель выпол-нен в виде половины цилиндра и лишь слегка углублён в почву (рис. 13.26). С заземлителя стекает ток  I0 = 50 А/м. Соби-рающий электрод находится на расстоянии Н = 100 м.  r0 = 0,2 м,   ( = 0,1 См/м.

Определить сопротивление заземлителя Rз и шаговое напряжение на поверхности почвы Uш.   

Ответы: потенциал заземлителя и его сопротивление на единицу длины: (з  =
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шаговое напряжение  Uш =
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ЗАДАЧА 13.33.  Заземлитель в виде трубы расположен в почве горизонтально на глубине h (рис. 13.27,а). Собирающий электрод находится на расстоянии Н =100 м.
I0 = 10 A/м,   r0 = 5 см,
h = 1 м,       ( = 0,1 См/м.
Определить сопротивление заземлителя Rз и шаговое напряжение на поверхности почвы Uш.
Ответы:  расчётный рисунок на рис. 13.27,б,
потенциал заземлителя и его сопротивление на единицу длины:
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ЗАДАЧА 13.34. Заземлитель в виде трубы расположен горизонтально в почве вблизи края глубокого обрыва (рис. 13.28,а). Собирающий электрод находится на расстоянии Н = 100 м.
I0 = 10 A/м,   r0 = 5 см,   h1 = 1 м,   h2 = 2 м,    ( = 0,1 См/м.

Определить сопротивление заземлителя Rз и шаговое напряжение Uш  на поверхности почвы. 

Ответы:  расчётный рисунок на рис. 13.28,б,
потенциал заземлителя и его сопротивление на единицу длины:
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] = 284 В,   Rз = 28,4 Ом·м. 

шаговое напряжение  Uш аb = 13,4 В,   Uш ас = 1,3 В.
Задача 13.35. Выполнить расчёт цилиндрического заземлителя конечной длины h, забитого вертикально в землю (рис. 13.29).

Решение
1. Пусть отводимый ток равен I. Ток на единицу длины заземлителя I0 = I/h. Применяем метод зеркальных изображе-ний (рис. 13.30). 

2. Произвольная точка M имеет координаты r и b (( роли не играет). Элемент тока I0dz, находящийся на расстоянии z от начала коор-динат, можно рассматривать как точечный. Слагаемое от его действия (13.1):
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3. Табличный интеграл:    
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Тогда потенциал произвольной точки M пространства:

( =
[image: image351.wmf]ò

-

h

h

d

j

=
[image: image352.wmf]pg

4

0

I

ln
[image: image353.wmf]2

2

2

2

)

b

h

(

r

)

b

h

(

)

b

h

(

r

)

b

h

(

+

-

+

+

+

-

+

+

+

+

.

Потенциал заземлителя (потенциал точки на поверхности земли с координатами     r = r0     и    b = 0):
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При   h >> r0             (з (
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4. Сопротивление заземлителя на единицу длины:

Rз0 = (з/I0 =
[image: image360.wmf]pg
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Полное сопротивление заземлителя    Rз = Rз0/h.

5. Из приведенного выше выражения ((r) при b = 0 следует, что по мере удаления от заземлителя потенциал ( убывает по логарифмической зависимости. Максимальное шаговое напряжение будет на длине шага lш, отсчитываемого непосредственно от заземлителя:

Uш max = (з – ((r=r0+lш) =
[image: image362.wmf]pg
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Задача 13.36. В подземных условиях шахт защитное заземление часто выполняется в виде полуцилиндра длиной  l  и радиусом r0, как показано на рис. 13.31.
Размеры заземлителя:  l = 2,5 м;  r0 = 30 cм. Удельная проводимость почвы  ( = 0,35 cм/м.

1. Какой ток можно подвести к заземлителю, чтобы максимальное шаговое напряжение не превысило величину  Uш max ( 36 B?

2. Рассчитать сопротивление заземлителя.

Указание. Воспользоваться методом зеркальных изображений. Задачу решить с учётом конечной длины  l  заземлителя.
Ответ:   Imax = 86,4 А,    Rз = 0,78 Ом.
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