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Abstract 
Dyachuk O.A. Transformation of models of the dynamic systems. Ana-

lytical methods transformation of differential and integral dynamic models are 
considered 

Вступ 

Математичне моделювання динамічних систем є одним із основних спо-
собів їх вивчення. До числа актуальних проблем математичного моделюван-
ня відносяться дослідження складних систем, що характеризуються великою 
розмірністю, моделювання нелінійних і жорстких динамічних систем, пони-
ження розмірності динамічних моделей, підвищення ефективності викорис-
тання таких прийомів як декомпозиція і макромоделювання [1, 3]. Одним із 
можливих шляхів вирішення вказаних проблем є представлення моделей в 
різних близьких еквівалентних формах, що потребує розвитку відповідних 
методів еквівалентного перетворення. Використання еквівалентних форм ма-
тематичних моделей динамічних систем є загальноприйнятим підходом. Час-
то отримання моделі, виходячи з її фізичних властивостей, зручно в одній 
формі, а її чисельна реалізація в іншій, еквівалентній вихідній. 

Наступним етапом після визначення оптимального типу математичної 
моделі і зведення її до зручного для моделювання на ЕОМ виду, є безпосере-
дньо її комп’ютерна реалізація. На даному етапі можна використовувати ста-
ндартне програмне забезпечення, однак сучасні пакети прикладних програм 
для математичного моделювання, такі як Mathematica, Matlab [4], Maple та 
ін., орієнтовані на комп’ютерну реалізацію моделей динамічних систем у ви-
гляді звичайних диференціальних рівнянь і в них практично відсутні засоби 
для реалізації інтегральних моделей. Тому актуальною є проблема синтезу 
ефективного програмного забезпечення, що реалізує еквівалентне перетво-
рення динамічних систем. 

Види математичних моделей динамічних систем 

Традиційно широку область застосування мають моделі у вигляді [1] 
звичайних диференціальних рівнянь, що записуються в загальному вигляді: 
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де F — деяка функція, що визначає залежність (в загальному випадку нелі-
нійну) між незалежною змінною х, шуканою функцією u=u(x) і її похідни-
ми до n-го порядку включно. 

Область застосування моделей даного виду надзвичайно різноманітна, 
зокрема це можуть бути різноманітні механічні системи, системи керуван-
ня, рухомі об'єкти тощо. 

Цілий ряд переваг мають математичні моделі у вигляді інтегральних 
рівнянь. Зокрема, вони включають в себе повну постановку задачі разом з 
граничними умовами, допускають більш однотипний підхід під час чисе-
льного розв'язку, чим у випадку диференціальних рівнянь, завдяки незмін-
ній своїй структурі. 

В достатньо загальному нелінійному випадку інтегральна модель мо-
же бути представлена у вигляді [1] 

))(,())(,,( xuxFdyyuyxK
Q

=∫ ,   (2) 

де інтеграл береться по області Q, а шукана функція може залежати як від 
однієї, так від багатьох змінних: { } Qxxxx n ∈= ,...,, 21 ; функції K (ядро) і F 
— задані. 

Область застосування інтегральних рівнянь охоплює багато задач тех-
ніки, фізики і навіть економіки [2]. 

Отримання еквівалентної інтегральної моделі 

Лінійне одновимірне (скалярне) рівняння Вольтерра ІІ роду 
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має глибокий зв'язок з задачею Коші для звичайних диференціальних рів-
нянь [2]. Зокрема, для рівняння (3) можна отримати вираз для розв’язання, 
аналогічний формулі Коші для звичайних диференціальних рівнянь 
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де ),( sxR  називається резольвентою (резольвентним ядром) і визначається 
виразом 
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де ),( sxKn  — ітераційні (повторні) ядра, що підпорядковуються рекурент-
ним співвідношенням 
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Для цього в формулі (4) достатньо формально виконати інтегрування 
по частинам, що і призводить до шуканого представлення 

∫+=
x

a

sdfsxuafaxuxy )(),()(),()( ,    (5) 

де ∫+=
x

s

dssxRsxu ),(1),(  є фундаментальним розв’язком (або фундамента-

льною матрицею при розгляді (1) як векторно-матричного рівняння) чи йо-
го ядра ),( sxK . Вираз (5) може, як і відповідна формула Коші для дифере-
нціальних рівнянь, використовуватись при якісних дослідженнях і набли-
женому обчисленні. 

Задача Коші для диференціального рівняння зі змінними коефіцієнтами 
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має еквівалентне представлення у вигляді інтегрального рівняння 
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При отриманні даних виразів виконуються інтегрування виразів (7) і 
використовується формула 
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Можна побачити, що задача (6) еквівалентна інтегральному рівнянню 
Вольтерра ІІ роду з частковим виглядом ядра (8). Вибір однієї з двох екві-
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валентних форм запису задачі Коші залежить від самої постановки задачі, 
що розв’язується, і від її властивостей при чисельному розв’язанні. 

Для розв’язування інтегральних рівнянь, отриманих шляхом еквівале-
нтних перетворень, є велика кількість чисельних методів, в основі більшо-
сті з них лежить заміна інтегралу квадратурними формулами [6], крім цьо-
го, широке застосування знаходять ітераційні методи, методи Рунге-Кута, 
методи основані на використанні сплайнів і кусково-гладких поліномів [2]. 

Отримання еквівалентних диференціальних рівнянь 

Перехід від інтегральних рівнянь до диференціальних, як один з під-
ходів до розв'язання лінійних і нелінійних інтегральних рівнянь Вольтерра, 
можливий лише в частковому випадку, що є наслідком високої універсаль-
ності рівнянь Вольтерра ІІ роду як форми опису задачі Коші. Одним з та-
ких часткових, але розповсюджених випадків є випадок виродженого, або 
близького до нього, ядра. Такий підхід може бути цілком аргументованим 
як при математичній постановці задачі, так і при їх розв’язуванні, оскільки 
методи розв’язування диференціальних рівнянь досить добре розроблені і 
широко застосовуються. 

Під час розв’язування інтегральних рівнянь Вольтерра апроксимація 
ядра виродженим незалежно від того, як в подальшому будуть розв’язува-
тись наближені рівняння, майже завжди спрощує алгоритми, що викорис-
товуються. 

Метод, що розглядається нижче, дозволяє звести інтегральне рівняння 
до системи диференціальних рівнянь. 

Нехай для рівняння Вольтерра ІІ роду (3) маємо 
),(),(),( sxRsxLsxK += , 

де 
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Тоді можна отримати наближене рівняння 
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Введемо позначення 
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Після диференціювання виразу (12) і підстановки в нього (11) отриму-
ємо систему диференціальних рівнянь для визначення функції )(xvi  
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Шуканий розв’язок визначається виразом 
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З самого способу введення функції )(xvi  видно, що достатньо знайти 
тільки одну з них, так як 
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Це означає, що система (13) принципово може бути зведена до одного 
диференціального рівняння m-го порядку, однак при великих значеннях m 
ця процедура зв’язана з великим об’ємом попередніх викладок. 

Програмна реалізація розглянутих методів 

Для розв’язування диференціальних рівнянь використовується вмон-
тована в Matlab функція ode45 [4], що базується на однокрокових явних 
методах Рунге-Кутти 4-го та 5-го порядку, і яка дає найменшу похибку в 
порівнянні з іншими вмонтованими солверами. Для використання даної 
функції диференціальне рівняння має бути представлене у вигляді норма-
льної системи диференціальних рівнянь, для чого вводиться така кількість 
допоміжних функцій, який порядок рівняння. 

Для розв’язування нелінійного інтегрального рівняння Вольтерра ІІ ро-
ду, з ядром, що розділяється, існує розроблена програма в середовищі Mat-
lab, в основі яких лежить модифікований метод Ньютона-Канторовича [5]. 

Для розв’язування інтегрального рівняння Вольтерра ІІ роду з виро-
дженим ядром застосовуються формули трапецій зі сталим кроком 

consth = , які дозволяють отримати розрахункові формули 
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де і=2,3,...,n; 
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В середовищі Matlab було розроблено програму VOLT2DYFF, яка при-
значена для розв’язання інтегрального рівняння Вольтерра ІІ роду з виро-
дженим ядром та еквівалентного йому диференціального рівняння. 

Основні параметри, що використовуються під час виклику програми: 
n — кількість точок розбиття заданого інтервалу, х0 — початок інтервалу, 
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xn — кінець інтервалу, y0 — масив початкових умов, при яких шукається 
розв’язок диференціального рівняння. 

Розглянемо приклад. Для рівняння 

xdssxsyxy
x

+= ∫
0

)()( ,    (16) 

де 
xxfsxRxssxL === )(,0),(,),( , xxxx =β=α )(,)( , 

диференціальне рівняння має вигляд 
])([)()( xxxvxxxyxv +==′ ,     (17) 

і його аналітичний розв’язок  
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x

Cexv +−= , 
звідки розв’язок вихідного рівняння (16) 

3

3

)(
x

Cxexy = . 
Для визначення С отриманий розв’язок підставляємо у вихідне інтег-

ральне рівняння. Отримуємо С = 1. Подібний прийом рівносильний вико-
ристанню початкових умов 0)0( =v . 

 
Для чисельного розв’язування рівнянь (16) і (17) використаємо про-

граму VOLT2DYFF, що має такий алгоритм роботи. 
 
1. В окремих файлах задаємо: 
1) функцію alpha, що містить змінну х ядра рівняння (16): 
alpha=x; 
2) функцію beta, що містить змінну s ядра рівняння (16): 
beta=s; 
3) функцію fx, що містить функцію )(xf : 
fx=x. 
2. Під час виклику програми VOLT2DYFF, задаємо основні параметри: 

n=100; х0=0; xn=2; y0=0. 
 
Запускаємо програму VOLT2DYFF на виконання. 
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Рисунок 1 – Графіки диференціального (·) і аналітичного (–) розв’язків. 

 
Рисунок 3 – Графік відносних похибок розв’язків 
інтегральної (1) та диференціальної (2) моделей 

 

Результати дослідження, для вище розглянутого прикладу, показали, 
що при кроці розрахунку 0.02, відносна та середня абсолютна похибки об-
числення інтегральної моделі становлять 0.15% і 3.23·10-3, а диференціаль-
ної моделі 4.01·10-3% і 7.62·10-5 відповідно. Тому, можна зробити висновок, 
що розв’язок еквівалентної диференціальної моделі більш точно співпадає 
з точним розв’язком вихідної моделі на інтервалі (0, 2), про що також свід-
чить побудовані графіки даних розв’язків (рис. 1). Графіки відносних по-
хибок розв’язку інтегральної і еквівалентної їй диференціальної моделі 
(рис. 2) показують, що крива похибки диференціальної моделі тільки на 
кінці інтервалу має невеликі відхилення від осі абсцис, а крива похибки ін-
тегральної моделі тільки на першій половині інтервалу дуже мала, але вже 
на другій половині інтервалу значення похибки швидко зростає, що гово-
рить про ефективність використання еквівалентної диференціальної моделі. 
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Висновок 

Таким чином, розглянуті методи перетворення динамічних моделей 
дозволяють отримувати наближені еквівалентні моделі, які покращують 
якість дослідження динамічних систем. Методи є працездатними, а запро-
понована програма VOLT2DYFF є достатньо ефективною, гнучкою та зру-
чною при використанні. Вона може бути застосована разом з іншими паке-
тами прикладних програм, що входять у програмний комплекс Matlab. 
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