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Лекция 1 

ВВЕДЕНИЕ В КИНЕМАТИКУ 

 

 Кинематикой называется раздел механики, в котором изучается 

движение материальных объектов без учета их инертности и действующих на 

них сил. 

 Движение материальных тел в пространстве осуществляется с течением 

времени t. Пространство рассматривается как трехмерное изотропное, время 

как универсальное, то есть протекающим одинаково во всех системах отсчета. 

Во всех задачах кинематики время рассматривается как  независимая перемен-

ная, а все остальные переменные являются функциями времени. 

 Поскольку под движением тела понимается изменение с течением 

времени его положения относительно других тел, то с телом, относительно 

которого изучается движение, связывается какая-либо система координат, ко-

торая образует с этим телом систему отсчета. 

 При рассмотрении движения точек или тел одновременно по отноше-

нию  к нескольким системам отсчета основной считается та из них, 

относительно которой определяется движение всех остальных. 

 Чтобы исследовать движение точки или тела, это движение надо задать 

(математически описать). 

 Задать движение точки или тела - это значит указать способ, с помощью 

которого можно определить положение точки или тела относительно 

выбранной системы отсчета в любой момент времени. 

 Способ задания движения называют законом (уравнением) движения. 

 Основная задача кинематики точки и твердого тела состоит в том, 

чтобы из закона движения точки (тела) определить все кинематические величи-

ны (траекторию, скорость, ускорение и др.), которые    характеризуют данное 

движение. 

 Непрерывная линия, которую описывает движущаяся точка 

относительно данной системы отсчета называется траекторией точки. По виду 

этой линии различают прямолинейное и криволинейное движение точки. 

 

СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ 

1. Векторный способ 

При этом способе необходимо знать радиус-вектор r


 движущейся точки М, ко-

торый проведен к ней из любого заданного или выбранного полюса (точки)  О. 

Тогда закон движения точки будет выглядеть так 

   (1.1) 

 

 

 

Геометрическое место концов вектора  tr


 есть годограф этого вектора. 

Он определяет траекторию движущейся точки. 

2. Координатный способ. 
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Положение движущейся точки М задается декартовыми координатами. 

Поэтому  закон движения имеет вид: 

)(),(),( tzztyytxx  .        

 

 

 

 

 

 

 

                  (1.2) 

 

 

Если принять во внимание орты kji


,,  декартовой системы координат, то 

нетрудно установить  связь этого способа с векторным: 

 kzjyixr


 . (1.3) 

При координатном способе можно получить уравнение траектории дви-

жения  точки, исключая из закона движения параметр t. 

ПРИМЕР:  ktbyktax cos,sin  .  

Траекторией точки будет элипс, уравнение которого имеет 

вид 1

22



















b

y
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x
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3. Натуральный способ 

Чтобы задать движение точки натуральным способом, необходимо: 

а) задать траекторию точки; 

б) выбрать начало отсчета на траектории (т. О) с указанием положительного и 

отрицательного направлений отсчета дуговой (криволинейной) координаты S; 

в) задать закон движения точки по траектории в виде: 

 )(tSS   (1.4)  
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Примечание: не путать величину координаты S(t) с пройденным точкой 

путем S. 

СКОРОСТЬ ТОЧКИ 

 

Скоростью точки называется кинематическая мера движения точки, кото-

рая равна производной по времени от радиуса-вектора этой точки в данной сис-

теме отсчета. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ttt  1 , 

rrMMr


 11 , 
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vcp
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dt

rd

t

r
v

t










 0
lim . 

Таким образом, 

 r
dt

rd
v 




 . (1.5) 

Размерность скорости [v] = м/с. 

Скорость точки при координатном способе задания движения с учетом 

(1.3) и (1.5) определяется формулами: 

   kzjyixkzjyix
dt

d

dt

rd
v













 , (1.6) 

поскольку 0 kji


. 

С другой стороны  

 kvjvivv zyx


 . (1.7) 

Сравнивая формулы (1.6) и (1.7), делаем вывод, что проекции вектора 

скорости v


на декартовые оси координат определяются следующим образом: 

 x
dt

dx
vx  ; y

dt

dy
vy  ; z

dt

dz
vz  . (1.8) 

Тогда модуль скорости  222222 zyxvvvv zyx   ,                 (1.9)  

а направляющие косинусы 
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. (1.10) 

Скорость точки при натуральном способе задания движения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ttt  1 , 

SSS  1 , 

t

S
vcp




 , 

dt

dS

t

S
v

t







 0
lim . 

Таким образом, 

 S
dt

dS
v  . (1.11) 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 

Проработать параграфы рекомендованной литературы: 

[1] Раздел ІІ, введенне, глава 1 §§ 1, 3, 4, 5 

[2] Раздел ІІ, глава ІХ §§ 36, 37, 40 

[3] Раздел ІІ, глава VII, VIII §§ 62-69 

Ответить на вопросы: 

1. Какие способы задания движения точки существуют и в чем суть каж-

дого из них? 

2. Как определяется скорость точки в каждом из способов задания дви-

жения? 

3. Как  направлен вектор скорости точки по отношению к ее траектории? 

4. Чем отличается  понятие дуговой координаты точки и пройденного ею 

пути? 
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Решить задачи: 

[4] №№ 10.2, 10.12, 11.3 
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Лекция 2 

УСКОРЕНИЕ ТОЧКИ 

Ускорением точки называется мера изменения скорости точки, равная 

производной по времени от вектора скорости точки в данной системе отсчета. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ttt  1 , 
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dt
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 0
lim . 

Таким образом,  

 v
dt

vd
a 




 ,   a м/с
2
. (2.1) 

При координатном способе задания движения ускорение точки определя-

ется следующими формулами: 

   kzjyixkzjyix
dt

d

dt

vd
a






















 , 

 kajaiaa zyx


 . 

Отсюда, с учетом (1.8), проекции ускорения на декартовые оси координат 

будут равны: 
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 (2.2) 

 222222 zyxaaaa zyx   ; (2.3) 
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Направляющие косинусы равны 
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 (2.4) 

 

ОСИ НАТУРАЛЬНОГО ТРЕХГРАННИКА 

 

Введем в рассмотрение единичный вектор 


 касательный к траектории 

движения в некоторой точке М, который всегда направлен  в сторону увеличе-

ния дуговой координаты. 

Если вектор 1


 точки М1, близкой к точки М, перенести в т. М и рассмот-

реть поведение плоскости  1, 


 при приближении т. М1 к т. М, то эта плоскость, 

поворачиваясь, в пределе займет положение, которое называется соприкасаю-

щейся плоскостью. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Плоскость, проведеная через т. М и перпендикулярная вектору 


, называ-

ется нормальной плоскостью. Линия Мn пересечения соприкасающейся и нор-

мальной плоскостей называется главной нормалью. 

Порскость, проведенная через т. М перпендикулярно n


, называется бино-

рмальной плоскостью. Линия Мb пересечения нормальной и бинормальной 

плоскости называется бинормаль.  
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Указанные плоскости образуют натуральный трехгранник, а линии их пе-

ресечеия – натуральные оси координат: М - касательная или тангента. Мn – 

главная нормаль і Мb  -  бинормаль. Направление натуральных осей координат 

задают единичные векторы 


, n


, b


. 

Таким образом, натуральные оси (оси натурального трехгранника) - это 

прямоугольная система осей Мnb с началом в движущейся точке М. 

 С учетом (1.11) можно записать: 

 




svv . (2.5) 

При этом, если 0s , то 


v , а если 0s , то 


v . 

Определим ускорение точки при натуральном способе придания движе-

ния. 

 
dt

d
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dt

dv

dt

vd
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. (2.6) 

Найдем модуль и направлене вектора 
dt

d


.  
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где 



1

k  - коэффициент кривизны кривой в т. М, а  - радиус кривизны кривой 

в т. М. 

Если вычислять производную по времени от произведения 1


, то по-

лучим 02 



dt

d



. Следовательно, 

 


dt

d
 и, поскольку этот вектор должен при-

надлежать соприкасающейся плоскости, то он направлен по главной нормали. 

Поэтому можно записать 

 n
v

dt

d 






 

и окончательно (2.6) будет иметь вид: 

 n
v

dt

vd
a






2

 (2.7) 

или 

 naaa


  , (2.8) 

где 



dt

dv
a , причем 

dt

dv
a   - касательное (тангенциальное) ускорение точки; 

n
v

an






2

, причем 



2v

an  - нормальное (центростремительное) ускорение 

точки. 
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naaa   . (2.9) 
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a
tg  . (2.10) 

ФОРМУЛЫ РАВНОМЕРНОГО И РОВНОПЕРЕМЕННОГО ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ 

 

1. Ровномерное движение ( constv  ) 

 0
dt

dv
a ;   

dt

ds
v    или   

ts

s

dtvds
00

. 

Следовательно 

 vtss  0 . (2.11) 

2. Ровнопеременное движение ( consta  ) 

 
dt

dv
a  ;    

tv

v

dtadv
00

. 

Следовательно 

  

 tavv  0 . (2.12) 

С учетом (2.12) и 
dt

ds
v  , получим 

  
tts

s

tdtadtvds
00

0

0

. 

Откуда 

 
2

2

00

t
atvss  . (2.13) 

При прямолинейном движении 

  ,  0na   и  aa


. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 

Проработать параграфы рекомендованной литературы: 

[1] Раздел ІІ, введение, глава 1 §§ 2, 4, 5 

[2] Раздел ІІ, глава ІХ §§ 39, 40-44 

[3] Раздел ІІ, глава ІХ §§ 70-76 

 

Ответить на вопросы: 

1. Чему равен вектор ускорения точки? 
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2. Как определяется величина и направление ускорения точки при 

           координатном способе задания движения? 

3. Какие оси называют осями натурального трехгранника? 

4. Охарактеризуйте касательное и нормальное ускорения. Как определяют 

их величину и направление? 

 

Решить задачи: 

[4] №№ 12.7, 12.18, 12.22 
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Лекция 3 

Поступательное движение твердого тела 

 

Поступательным называется такое движение твердого тела, при котором 

прямая, проведенная через любые две точки тела, остается параллельной свое-

му начальном положению. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Свойства поступательного движения определяются следующей теоремой: при 

поступательном движении все точки тела описывают одинаковые (при 

наложении совпадающие) траектории и имеют в каждый момент времени 

одинаковые по модулю и по направлению скорости и ускорения. 

Для любых точек А и В имеем 

 ABrr AB 


, где constAB  . 

Тогда 

  AB
dt

d

dt

rd

dt

rd AB 


,  

или 

 AB vv


 , т.к. constAB   (3.1) 

            После дифференцирования (3.1) получим 

 
dt

vd

dt

vd AB


 , 

или 

 AB aa


 . (3.2) 
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Через произвольность выбора точек А и В можно утверждать, что равен-

ства (3.1) и (3.2) справедливы для всех точек тела.  

 

ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО 

             ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ 

 

 Вращательным называют такое движение твердого тела, при котором все 

точки, которые принадлежат некоторой прямой, неизменно связанной с телом, 

остаются неподвижными в данной системе отсчета. Эта прямая называется 

осью вращения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Поворот - это перемещение тела вращения из одного положения в другое. 

Угол  между проведенными через ось вращения полуплоскостями (непо-

движной І и связанной с телом вращения подвижной ІІ) называется углом пово-

рота тела. 

Таким образом, закон вращательного движения твердого тела вокруг не-

подвижной оси Аz имеет вид 

  t . (3.3) 

Угловая скорость  и угловое ускорение  являются основными кинема-

тическими характеристиками вращательного движения тела. 

За промежуток времени ttt  1 угол поворота изменится на величину 

 1 . Тогда средняя угловая скорость будет равна 
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 , 

а мгновенная угловая скорость равна 

 











dt

d

tt 0
lim . (3.4) 

Размерность угловой скорости   1с
с

1

с

рад  . 

Угловое ускорение  является мерой изменения угловой скорости . Рас-

суждая аналогично вышеприведенному, получим, что средняя величина углово-

го ускорения равна  

 
t

ср



 , 

а мгновенное угловое ускорение равно 

 
dt

d

tt









 0
lim . 

Размерность углового ускорения   2

22
с

с

1

с

рад  . С учетом (3.4) окон-

чательно получим 

 





 
2

2

dt

d

dt

d
. (3.5) 

Векторы угловой скорости 


 и углового ускорения 


 следует направлять 

вдоль неподвижной оси вращения Аz (точка приложения роли не играет). При 

этом вектор угловой скорости 


 направлен туда, откуда вращение тела наблю-

дается против хода часовой стрелки, то есть 

 kk





  (3.6) 

и, если 0 , то k


 , а, если 0 , то k


 . 

Аналогично 

 kk





   (3.7) 

и, если 0 , то k


 , а, если 0 , то k


 . 

 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

1. Равномерное вращение тела  const  
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-О+  

О1  

  
М 

а


 
v 

па  
а

 

 
dt

d
 ,    





t

dtd
00

. 

Следовательно 

 t 0 . (3.8) 

2. Равнопеременное вращение тела  const  

 
dt

d
 ,    





t

dtd
00

. 

Следовательно 

 t 0 . (3.9) 

         Если учесть (3.4) и (3.9), то получим 

 t
dt

d



0 ,    





tt

tdtdtd
00

0

0

, 

откуда 

 
2

2

00

t
t  . (3.10) 

СКОРОСТИ И УСКОРЕНИЯ ТОЧЕК ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ТЕЛА В  

СКАЛЯРНОМ ВИДЕ 

 

Движение любой точки М твердого тела, вращающегося вокруг неподви-

жной оси, можно считать заданным натуральным способом, поскольку траекто-

рия точки известна. Пусть hМО 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда, поскольку SОМ  , то 
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 hS , 

где  - угол поворота тела. 

Дифференцируя это выражение по времени, получим 

dt

d
h

dt

dS 
 . 

Следовательно 

hv  .                               (3.11) 

Еще раз дифференцируя по времени, получим 

   hh
dt

d
h

dt

d

dt

dv
a 





  

Следовательно, тангенциальное ускорение 

 ha  . (3.12) 

Как известно, нормальное ускорение равно 

 h
h

hv
a

n

2

222





 . 

Таким образом, нормальное ускорение 

 han
2 . (3.13) 

Поскольку 

 
22
naaa   , 

то полное ускорение точки вращающегося тела равно 

 
42  ha . (3.14) 

 

Скорости и ускорения точек вращающегося тела в векторном виде 

 

 Вектор скорости точки М можно представить формулой: 

  rv


 .                             (3.15) 

Пусть радиус окружности MO1 , которую описывает точка М, равен h. До-

кажем, что величина вектора скорости v


 соответствует формуле (3.11), а по на-

правлению вектор скорости v


 есть касательная к окружности в т. М. 
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z  

O1  

M 

O 

 

a


 
па


 




 
v


 

r


 


 

A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

hrrv  sin


. 

Поскольку MOr
1




 , то MOv 1


. 

Вектор полного ускорения точки М 

   vr
dt

rd
r

dt

d
r

dt

d

dt

vd
a














 , (3.16) 

где hrr  sin


, MOr
1




 , то есть вектор r


  есть вектор a


 касате-

льного (тангенциального) ускорения т. М; 

hvv 290sin  
. Вектор v


  направлен вдоль МО1, то есть данный ве-

ктор есть вектор na


 нормального ускорения т. М. 

Таким образом, компоненты уравнения (3.16) удовлетворяют ранее полу-

ченным результатам (2.8), (2.9), (3.14). 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 

Проработать параграфы рекомендованной литературы: 

 [1] Раздел ІІ, глава 2 §§ 2, 3 

[2] Раздел ІІ, глава Х §§ 48-51 

[3] Раздел ІІ, глава Х §§ 78-84 

 

Ответить на вопросы: 

1. Какое движение твердого тела называется поступательным и ка-

ковы его свойства? 

2. Какое движение твердого тела называется вращательным вокруг 

неподвижной оси, назовите его основные кинематические характеристи-

ки? 
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3. Как определяется модуль и направление векторов угловой ско-

рости и углового ускорения тела, вращающегося вокруг неподвижной 

оси? 

          4. Выведите формулы, определяющие модули скорости и ускорения 

точек вращающегося тела. 

          5. Какие векторные выражения скорости, касательного, нормального 

и полного ускорений точки? 

 

Решить задачи: 

[4] №№ 13.4, 13.5, 13.14, 13.18, 14.4 
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z 

z1  

y  

  

O y1  

x1  

K x 

 
 

 Лекция 4  

Движение твердого тела вокруг неподвижной точки 

 

Речь идет о движении тела, при котором одна из его точек все время оста-

ется неподвижной в данной системе отсчета. Иногда такое движение тела назы-

вают сферическим, поскольку точки тела будут перемещаться по поверхностям 

сфер с радиусами, равными кратчайшему расстоянию от неподвижной точки к 

подвижной.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Положение твердого тела относительно неподвижной системы координат 

111 zyOx  можно определить в любой момент с помощью углов Эйлера , , , 

образующихся с подвижной системой координат Oxyz , которая жестко связана 

с данным телом. 

Линия пересечения OK плоскости Oxy  с плоскостью 11 yOx  называется 

линией узлов,  - угол собственного вращения,  - угол процессии,  - угол ну-

тации. 

          Таким образом, зависимости 

  t ,   t ,    t  (4.1) 

 представляют собой уравнения движения твердого тела вокруг неподвижной 

точки. 

С учитом (4.1) основными кинематическими характеристиками такого 

движения является угловая скорость и угловое ускорение. 

          Мгновенная угловая скорость вращения тела равна 

 321 


, (4.2) 
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 K 

O 

z  
z1  

P 

3


 

1


 

2


 




 

 

 
О  О  

Р  

Р1  Р2  



 




 
  

1  

2


 




 1


 2


 

где  
1  - скорость поворота вокруг оси Oz; 

 
2  - скорость поворота вокруг оси Оz1;  

 
3  - скорость поворота вокруг линии узлов OK. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

В процессе движения вектор 


 меняется и по модулю и по направлению. 

Линия ОР , вдоль которой в каждое мгновение направлен вектор 


, называется 

мгновенной осью вращения тела. Иначе говоря, это прямая, проходит через не-

подвижную точку, поворачиваясь вокруг которой тело перемещается из данного 

положения в другое, бесконечно близкое к данному. 

Таким образом, движение твердого тела вокруг неподвижной точки сос-

тоит из серии последовательных мгновенных поворотов тела вокруг мгновен-

ных осей вращения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Мгновенное угловое ускорение тела, как мера изменения угловой скорос-

ти, равна 

dt

d





.                              (4.3) 
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О  

С  
М 

h1  

h2  

r


 




 

2a


 v


 




 

 
  

1a


 

  

P 

О1     h 

 P 

 


 

 0v  

О 

Вектор 


 в каждое мгновение направлен по касательной к годографу ве-

ктора 


 и откладывается от неподвижной точки. Линия О вдоль вектора 


 на-

зывается осью углового ускорения. 

 

СКОРОСТИ И УСКОРЕНИЯ ТОЧЕК ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ТЕЛА 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Скорость т. М: 

rv


 , 

2sin hrv      CMv 


. 

Ускорение т. М: 

21 aavr
dt

vd
a





 , 

 

где ra


1  - вращательное ускорение; 11 sin hra  ; 

va


2  - центростремительное ускорение, 2
2

2 90sin hva  
,  CMh 2 . 

 

СПОСОБЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ УГЛОВОЙ СКОРОСТИ И УГЛОВОГО УСКОРЕНИЯ ТВЕРДО-

ГО ТЕЛА С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ 

 

Угловая скорость в любой момент может быть вычислена формуле (4.2).  

ПРИМЕР: при качении конуса без скольжения по плоскости известны: 

высота ОО1 , угол  и скорость 0v  точки О. Найти угловую скорость качения ко-

нуса . 
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Образующая конуса вдоль линии его соприкосновения с плоскостью 

является его мгновенной осью вращения. 

Поэтому 



sin1

00

OO

v

h

v
. 

Угловое ускорение может быть найдено двумя способами: 

1. Если известны zyx  ,, , то 

 xx   , yy   , zz    

и тогда 

 222
zyx  , 

а направляющие косинусы равны 

 















xi


,cos , 















y
j


,cos , 





















zk


,cos . 

2. Если ввести единичный вектор 0


, направленный вдоль вектора 


, то 

получим 

 0


. 

Тогда 

 2100 



, 

где 01 





, причем 


1 , если 0 , и 


1 , если 0 ; 

02  
, причем 


2 , поскольку 00 

 . 

В технических задачах угловая скорость часто является численно посто-

янной величиной и меняется только на направлению. В таком случае 01   и 

02  
. Если же угловое ускорение 1


 не равна нулю, то его можно вычис-

лить отдельно и затем, добавив к составляющей 2


, определить полное угловое 

ускорение. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 

Проработать параграфы рекомендованной литературы: 

 [1] Раздел ІІ, глава 4 §§ 1-7 

[2] Раздел ІІ, глава ХІІ §§ 60-62 

[3] Раздел ІІ, глава ХІІ §§ 101-104, 106 
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Ответить на вопросы: 

1. Какими параметрами определяется положение тела с одной неподвиж-

ной точкой? 

 2. Как определяются угловая скорость и угловое ускорение тела с одной 

неподвижной точкой? 

 3. Какими формулами определяются скорости и ускорения точек тела с 

одной неподвижной точкой? 

Решить задачи: 

[4] №№ 19.1, 19.3 
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z1  

O1  

y1  

x1  
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z 
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 ЛЕКЦИЯ 5  

СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ 

 

 Движение материальной точки называется сложным, если эта точка 

перемещается относительно системы координат Oxyz , которая, в свою очередь, 

движется по отношению к другой системе координат 1111 zyxO , принимаемой за 

неподвижную. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Движение точки относительно подвижной системы координат называется 

относительным. Относительным называются также скорость и ускорение точки 

в этом движении:  

отнv


, отна


 или rv


, ra


. 

Движение точки вместе с подвижной системой координат относительно 

неподвижной системы координат называется переносным. Переносной скорос-

тью и переносным ускорением называется также скорость и ускорение того ме-

ста подвижной системы координат относительно неподвижной системы коор-

динат, с которым в данный миг совпадает подвижная точка. Переносная ско-

рость и переносное ускорение обозначаются перv


, пера


 или еv


, еa


. 

Движение точки относительно неподвижной системы координат называе-

тся абсолютным. Также называют абсолютными скорость и ускорение точки в 

этом движении: абсv


, абса


 или v


, a


. 

Исходя из этих определений, сложное движение точки можно считать как 

«сумму» двух или более простых движений. 

Исследуя каждое из этих движений по отдельности, можно сделать вывод 

об характере абсолютного движения точки, но для этого следует знать законы 

сложения скоростей и ускорений точки. 

Теоремы о сложении скоростей и ускорений точки в сложном движении 

можно доказать с помощью правила дифференцирования вектора по времени. 
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z1  

O1  

y1  

x1  

x 

y 

z 

M 




 

r


 

0r


 

O 

Пусть    kbjbibtb zyx


 , 

где  zyx bbb ,,  - проекции вектора  tb


 на подвижные оси координат Oxyz . 

Тогда полная производная вектора  tb


 по времени t  будет равна 

 kbjbibkbjbibb zyxzyx










 , (5.1) 

где 
dt

bd
kbjbib zyx











~

  есть относительная или локальная производная вектора 

b


, характеризующая его изменение относительно подвижной системы отсчета.  

Поскольку орты kji


,,  с поворотом подвижной системы относительно 

неподвижной меняют только свои направления, то  согласно уравнению (3.15) 

 rrv


  

и по аналогии можно записать 

 ii
  , jj

  , kk


 , 

где 


 - угловая скорость поворота подвижной системы координат относительно 

неподвижной. 

Тогда сумма трех последних слагаемых уравнения (5.1) будут равна 

         bkbjbibkbjbibkbjbib zyxzyxzyx

  . 

Таким образом 

 b
dt

bd

dt

bd 




~

 

и правило дифференцирования любого вектора будет иметь вид: 

 ...
...

~
...




dt

d

dt

d
 (5.2) 

ТЕОРЕМА О СЛОЖЕНИИ СКОРОСТЕЙ 
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Пусть радиус-вектор т. М равен  


0rr . 

Продифференцируем это уравнение по времени t: 

 

 
0rr , 

где 








dt

d
~

. 

Следовательно 










dt

d
rr

~

0 . 

В последнем уравнении 

 rv
dt

d 




~

, evr
 0 , vr

  , 

тогда окончательно получим 

 re vvv


 . (5.3) 

Таким образом, абсолютная скорость точки есть векторная сумма векто-

ров переносной и относительной скоростей данной точки. 

 

ТЕОРЕМА КОРИОЛИСА 

 

Из вышеприведенного имеем: 

 


0vvv r . 

Дифференцируя это уравнение по времени t, получим: 

 

 .

~~

0

0

0

































rrr

r
r

r

vava

dt

d
av

dt

vd

vvv

 

С учетом (3.16) получим 

   eaa


0 . 

Следовательно 

  rer vaaa 


2 , 

где   cr av


2  есть ускорение Кориолиса и тогда окончательно получим 

 cer aaaa


 . (5.4) 
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Уравнение (5.4) выражает теорему Кориолиса: абсолютное ускорение 

точки состоит из относительного ускорения, учитывающего изменение относи-

тельной скорости в относительном движении, переносного ускорения, учиты-

вающего изменение переносной скорости в переносном движении, и ускорения 

Кориолиса, учитывающего изменение относительной скорости за счет перенос-

ного движения и переносной скорости за счет относительного движения.  

 

СЛЕДСТВИЯ ТЕОРЕМЫ КОРИОЛИСА 

Поскольку 









rrc
vva


,sin2  , то ускорение Кориолиса будет равно ну-

лю в следующих случаях: 

1) если переносное движение является только поступательным  0 ; 

2) если относительная скорость равна нулю  0rv ; 

3) если 
r

v


 , тогда 0,sin 











rv


. 

ПРАВИЛО  ЖУКОВСКОГО 

 

Для того, чтобы найти направление ускорения Кориолиса, надо вектор от-

носительной скорости точки спроецировать на плоскость, перпендикулярную 

вектору переносной угловой скорости, и полученный вектор проекции повер-

нуть в данной плоскости на 90 в сторону переносного вращения. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 

Проработать параграфы рекомендованной литературы: 

 [1] Раздел ІІ, глава 2 § 4, глава 5 §§ 1-4 

[2] Раздел ІІ, глава ХІІІ §§ 64-67 

[3] Раздел ІІ, глава ХІV §§ 111-116 

 

Ответить на вопросы: 

1. Дать определения относительного, переносного и абсолютного движе-

ний точки, а также скоростей и ускорений для данных движений. 

2. Как определяются абсолютная скорость и абсолютное ускорение точки? 

3. Каковы причины возникновения ускорения Кориолиса? 

4. Как определяется модуль и направление ускорения Кориолиса? 

 

Решить задачи: 

[4] №№ 22.17,23.5, 23.27, 23.46  
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x xA 
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ЛЕКЦИЯ 6 

ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

Плоскопараллельное движение твердого тела – это такое движение, при 

котором все время в процессе движения 

а) все точки тела сохраняют одинаковое расстояние до некоторой непод-

вижной плоскости; 

б)векторы скоростей всех точек тела принадлежат плоскостям,  паралле-

льным данной неподвижной плоскости. 

ПРИМЕРЫ: движение утюга на гладильной доске, движение шатуна в кри-

вошипно-шатунный механизме, качения колеса без скольжения вдоль прямоли-

нейной рельсы и т.п.. 

При рассмотрении плоскопараллельного движения твердого тела, можно 

изучать движение только тех точек тела, которые принадлежат любому сечению 

параллельному данной неподвижной плоскости, поскольку для данного сечения 

все точки всякого перпендикуляра , опущенного к неподвижной плоскости, бу-

дут двигаться одинаково.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Положение сечения S в плоскости Oxy  можно определить в любой мо-

мент времени t, для которого известны положение какой-либо точки А (полюса) 

и значение угла , который образует с осью Ох  отрезок АВ, произвольно прове-

денный в сечении S. 

Следовательно, уравнения плоскопараллельного движения твердого тела 

должны иметь вид: 

  txx AA  ,  tyy AA  ,  t . (6.1) 

Свойства плоскопараллельного движения тела.  
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(S)  

B1 B  

A  
A1  

1 

2 

A  

B  

(S)  

 

 



А  

 

В  
Bv


 

Av


 

Av   

ABv 


 

1.Плоскопараллельное движение тела есть совокупность поступатель-

ного (переносного) движения вместе с некоторой точкой А, которая при-

нимается за полюс, и вращательного движения вокруг данного полюса. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассмотрим два положения сечения S в моменты времени t и t1. Чтобы до-

казати вышесказанное, надо положение отрезка 11ВА  получить с положення АВ 

за счет одного поступательного и одного вращательного движения. Выбрав точ-

ку А в качестве полюса, осуществим перемещение отрезка АВ параллельно са-

мому себе до совмещения т. А с т. А1, а затем повернем отрезок ВА 
1  вокруг т. А1 

против хода часовой стрелки до совмещение т. В с т. В1 (угол поворота 1). 

Приведенное свойство плоскопараллельного движения подтверждается 

уравнениями (6.1), из которых первые два описывают поступательную часть 

плоскопараллельного движения, а третье – вращательную его часть.  

2.Вращательная часть плоскопараллельного движения не зависит от выбора по-

люса. Это легко доказать, если последовательно осуществить все операции по 

п. 1, выбрав по полюс т. В. Очевидно, что ни величины улов поворота  1 и 2, 

ни направления этих поворотов не зависят от выбора полюса  21  . Следо-

вательно, 21  , 21  .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТЕЙ ТОЧЕК ТЕЛА ПРИ ПЛОСКОПАРАЛЛЕ-

ЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ 

 

Из уравнений (6.1), пользуясь формулами (1.9), (1.10), (3.4), (3.6), для лю-

бого момента времени t можно определить величину и направление вектора 

скорости Av


 полюса А и величину и направление угловой скорости вращения .  
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А  

 

Av


 

Av


 Р  APv 


 

 

Рассматривая движение какой-либо точки В тела как сложное и учитывая 

формулу (5.3), получим: 

ABAB vvv 


,                      (6.2) 

где еA vv


  есть переносная скорость поступательного движения плоской фигу-

ры вместе с полюсом А; 

rAB vv


  есть  скорость относительного движения при вращении точки В вокруг 

полюса А, причем ABv
АB




. 

Уравнение (6.2) выражает следующую теорему: скорость любой точки 

плоской фигуры представляет собой векторную сумму скоростей поступатель-

ного движения плоской фигуры вместе с полюсом А и вращательного движения 

данной точки вокруг полюса А. 

 

ТЕОРЕМА О ПРОЕКЦИИ СКОРОСТЕЙ ДВУХ ТОЧЕК 

 

Проекции скоростей любых двух точек плоской фигуры на прямую, сое-

диняющую эти точки, равны. 

Доказательство этой теоремы очевидно, если спроецировать векторное 

уравнение (6.2) на прямую АВ: 

 ABАВAАВBАВ vПРvПРvПР 


, 

где 0ABАВvПР


, поскольку ABv AB 


, и, таким образом, имеем: 

 AАВBАВ vПРvПР


 . (6.3) 

 

МГНОВЕННЫЙ ЦЕНТР СКОРОСТЕЙ 
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При плоскопараллельном движении всегда найдется такая точка плос-

кой фигуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Эта точка 

называется мгновенный центр скоростей (МЦС). 

Проведем через т. А перпендикуляр к вектору скорости Av


 и на этом  пер-

пендикуляре выберем т. Р на расстоянии 


 Av

AP . 

Докажем, что скорость 0Pv . 

Согласно (6.2) 

APAP vvv 


, 

где AAP vAPv  , причем AAP vv


 , то есть AAP vv


 . Следовательно 

0Pv


. 

          Если при определении скорости любой точки тела выбирать за полюс т. Р, 

то, согласно (6.2), будем иметь 

 PAPA vvv 


, PBPB vvv 


, …, PMPM vvv 


, и т. д. 

или учитывая, что 0Pv


, получим 

 PAA vv 


, PBB vv 


, …, PMM vv 


, 

причем 

 APvA  , BPvB  , …, MPvM  . 

Отсюда возникает важное соотношение для решения практических задач 

 
MP

v

BP

v

AP

v MBA ... . (6.4) 

Расстояние от любой точки до мгновенного центра скоростей называется 

мгновенным радиусом. Поэтому, с учетом соотношения (6.4), бесконечно малое 

перемещение любой плоской фигуры можно представить как мгновенное вра-

щение вокруг мгновенного центра скоростей, при котором скорости всех точек 

плоской фигуры перпендикулярны к их мгновенным радиусам.  
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Далее приведем способы определения местонахождения мгновенного 

центра скоростей. 

1.Мгновенный центр скоростей есть точка пересечения перпендикуляров 

к векторам скоростей всех точек плоской фигуры, проведенных через данные 

точки. 

2. Если векторы скоростей Av


 и Bv


 точек А и В параллельны друг другу и 

ABvA 


, то для определения мгновенного центра скоростей надо учесть пропо-

рциональность величин скоростей точек их мгновенным радиусам. 

 

  

 

 

 

 

3.Если векторы скоростей Av


 и Bv


 параллельны друг другу, но не перпен-

дикулярны АВ, то мгновенный центр скоростей находится на бесконечности. 

Следовательно, тело учавствует в мгновенно-поступательном движении, при 

котором в данное мгновение скорости всех точек тела равны между собой, а 

угловая скорость вращения 0 .  

 

 

 

 

  

 

4.При плоскопараллельном движении тела, осуществляемого его качени-

ем на неподвижной поверхности без скольжения мгновенным центром скорос-

тей в любой момент времени будет общая точка касания тела данной поверхно-

сти. 
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n
АВa 


 

В  

А  
 

 

Aa


 

Aa


 


АВa


 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСКОРЕНИЙ ТОЧЕК ТЕЛА ПРИ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОМ 

ДВИЖЕНИИ 

Применяя ту же последовательность рассуждений, использованную в тео-

реме о сложении скоростей (6.2), на основании теоремы Кориолиса о сложении 

ускорений точки при поступательном переносном движении можно  записать: 

 ABAB aaa 


, (6.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

где ускорение т. А является для т. В переносным, а ускорение ABa 


 - относите-

льным, то есть тем ускорением, которое будет иметь т. В при вращении вокруг т. 

А. Поэтому 

n
ABABAB aaa 


 


,                      (6.6) 

причем 

BAa AB 
 ,  BAan

AB
2 . (6.7) 

Принимая во внимание, что в общем случае 
n
AAA aaa


 

 с учетом равенс-

тва (6.6), уравнение (6.5) примет окончательно такой вид: 

 
n

ABAB
n
AAB aaaaa 




 


. (6.8) 

При решении практических задач построить вектор Ba


, согласно уравне-

нию (6.8), часто затруднительно. Проще вычислить модуль и направление век-

тора Ba


, спроектировав векторное уравнение (6.8) на выбранные оси координат 

аналогично уравнениям (2.3), (2.4). 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

Проработать параграфы рекомендованной литературы: 

 [1] Раздел ІІ, глава 3  §§ 1-7, 9 
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[2] Раздел ІІ, глава ХІ §§ 52-58 

[3] Раздел ІІ, глава ХІ §§ 85-88, 90, 91 

Ответить на вопросы: 

1. Какое движение тела называется плоскопараллельным? Приведите 

примеры. 

2. В чем заключаются основные свойства плоскопараллельного движе-

ния? 

3. Как определяются скорости точек плоских фигур? 

4. Что такое мгновенный центр скоростей и как определяется его место-

положение? 

5. Как определяется ускорение любой точки плоской фигуры при плоско-

параллельном движении? 

 

Решить задачи: 

[4] №№ 16.18, 16.29, 16.34, 18.11, 18.22 
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