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В  работе  предложено  реализовать  решение  конструктивных  задач

компьютерными  методами.  Для  этого  проведена  классификация

конструктивных  задач  и  выявлены  их  элементарные  составляющие  –

симплексы.  Показано,  что  таких  симплексов  для  линейчатых

конструктивных задач существует всего 10.
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Конструктивные  задачи,  наверное,  самые  древние  в  истории

геометрии. Геометрическими построениями занимались почти все крупные

древнегреческие  геометры:  Пифагор  и  его  ученики,  Гиппократ,  Евклид,

Архимед,  Апполоний,  Папп  и  многие  другие. Много внимания  уделяли

конструктивным задачам творцы современной математики: Декарт, Ферма,

Ньютон,  Паскаль,  Эйлер,  Гаусс.  В  XVII-XIX  веках  разработана  теория

геометрических  построений  с  помощью  различных  инструментов,

отличных  от  принятых  древними.  Датчанин  Мор  (1672),  итальянец

Маскерони (1797), француз Понселёж (1813), швейцарец Штейнер (1833),

немец Адлер изучали построения,  выполнимые циркулем и линейкой,  и

обнаружили,  что  циркуль  позволяет  решить  всякую  конструктивную

задачу, разрешимую циркулем и линейкой и наоборот – только с помощью

линейки можно решить всякую циркульную задачу [1].  С конца XIX и по

конец XX  веков теория  геометрических  построений  сформировалась  в

обширную и глубоко развитую область математики, связанную с решением



разнообразных  принципиальных  вопросов,  уходящих  в  другие  ветви

математики.

В  XXI веке  отношение  к  конструктивным  задачам  стало

неоднозначным.  Многие считают их неинтересными, ненужными и даже

надуманными. И в самом деле, где и зачем может понадобиться умение с

помощью  циркуля  и  линейки  построить  правильный  многоугольник.  С

помощью компьютера это можно сделать быстрее, точнее и особенно не

напрягаясь  [2,  3].  Тем  не  менее,  есть  и  другая  точка  зрения,  и  она

неоднократно  высказывалась  специалистами,  в  том  числе  и  в  рамках

данной  интернет-конференции  [4].  Во-первых,  отмечается  роль  умения

решать  конструктивные  задачи  на  построения  для  педагогического  и

психологического  аспектов  развития  личностных  компетенций

математиков и инженеров [5]. Во-вторых, Д.В. Волошинов выдвинул идею

«создания программных  инструментов,  которые  эмулируют

конструктивный геометрический метод» [6]. Эта очевидная и в тоже время

неожиданная  идея  о  создании  инструментария  для  геометрического

эксперимента  [7]  вызвала  у  нас  живой  интерес  и  желание  рассмотреть

конструктивные задачи с точки зрения их программной реализации. Для

этого  необходимо  начать  с  формализации  постановки  задачи,

классификации и структурирования.

Будем  называть  конструктивной  задачу  следующего  содержания:

Даны фигуры Ф1, Ф2, ..., Фn. Построить фигуру Ф, связанную с фигурами

Ф1,  Ф2,  ...,  Фn определенными условиями.  Такими условиями могут быть

равноудаленность,  равнонаклонность,  расположение  на  заданном

расстоянии  или  под  заданным  углом.  Конкретным  примером

конструктивной задачи может быть следующая: Даны плоскость ∑, точки

А и В, прямые l и m. Построить плоскость Г под углом α к плоскости ∑,

равноудаленную от точек А, В, прямых l и m.

В  зависимости  от  размерности  искомой  фигуры  конструктивные

задачи разделяются на:  точечные (искомая фигура – точка),  линейчатые



(искомая  фигура  –  прямая  линия),  плоскостные (искомая  фигура  –

плоскость). 

В  зависимости  от  характера  связей  искомой  фигуры с  заданными

фигурами,  конструктивные  задачи  делятся  на  параметрические и

функциональные.

Параметрическими  называются  задачи,  в  которых  искомая  фигура

связана с заданными фигурами определенными расстояниями или углами.

Например: даны прямые а, b, с, d. Построить прямую l на расстояниях rl,

r2 от прямых a, b и под углами α, β к прямым с, d. Параметрические задачи

разделяются  по  характеру  параметров  на:  лонгометрические и

гонометрические.  Лонгометрической  называется  задача,  в  которой  в

качестве связи выступает заданное расстояние (например, в предыдущей

задаче  –  расстояния r1, r2). Гонометрической называется задача, в которой

в  качестве  связи  выступают  заданные  углы  (например,  в  предыдущей

задаче – углы α и β).

Функциональными  называются  задачи,  в  которых  искомая  фигура

связана  с  заданными  фигурами  равноудаленностью,  или

равнонаклонностью. Например:  Даны точки А. В, С и плоскости ∑ и Г.

Построить прямую l, равноудаленную от точек А, В, С и равнонаклонную

к плоскостям ∑ и Г. Функциональные задачи разделяются по характеру

связи на: эквилонгальные и эквигональные. Эквилонгальной называется

задача,  в  которой  в  качестве  связи  выступает  равноудаленность.

Эквигональной называется задача,  в которой в качестве связи выступает

равнонаклонность.

Возможны  и  смешанные  задачи  –  функционально-

параметрические.

В  зависимости  от  количества  решений  конструктивные  задачи

разделяются на неопределенные, определенные, переопределенные.

Неопределенной называется задача, в которой искомой фигуре-точке,

или  прямой,  или  плоскости  удовлетворяет  множество  таких  фигур.



Например, задача Даны три скрещивающиеся прямые а,  b, с. Построить

прямую  d,  пересекающую  заданные является  неопределенной,  так  как

искомых прямых можно построить множество, которое представляет собой

однополостный гиперболоид.

Определенной  называется  задача,  которая  имеет  конечное  число

решений.  Так,  задача  Даны четыре скрещивающиеся  прямые а,  b,  с,  d.

Построить прямую е, пересекающую заданные является определенной, так

как число решений является конечным.

Переопределенной  называется  задача,  которая  не  может  иметь

решений.  Речь  идет  не  об  отсутствии  решения  при  определенных

расположениях  заданных  фигур,  а  о  принципиальной  невозможности

решения. Например, в предыдущей задаче возможны от 0 до 8 вариантов

решений. Если же назначить пять скрещивающихся прямых, то построить

шестую прямую,  пересекающую заданные пять,  невозможно.  Задача эта

переопределена.  В  ней  один  параметр  (пятая  прямая)  лишний.  Он

исключает возможность решения задачи в принципе.

Как  же  установить  по  условию  задачи,  не  зная  ее  решения,

переопределена ли она, или определена, или неопределенна? Ответ на этот

вопрос  дает  теория  параметризации.  Множество  точек  трехмерного

пространства  является  трехпараметрическим.  Следовательно,  нужно

назначить  три  параметра,  чтобы  выделить  конкретную  точку  этого

множества.  Множество  прямых  представляет  собой

четырехпараметрическое  множество.  Поэтому  нужно  задать  четыре

параметра,  чтобы выделить конкретную прямую. Множество плоскостей

является трехпараметрическим. Следовательно, необходимо назначить три

параметра, чтобы выделить конкретную плоскость.

На основании изложенного можно сделать следующие выводы. Если

в задаче искомой фигурой является точка, в условии задачи должны быть

заданы  три  параметра.  Последние  могут  быть  или  расстояниями,  или

равноудаленностью, либо сочетаниями этих параметров. Следует отметить,



что когда  речь  идет  о  равноудаленности,  то  равные расстояния  от  двух

геометрических фигур надо принимать за один параметр. Иными словами,

если  в  задаче  необходимо построить  точку  на  заданных расстояниях  от

точек,  то  следует  назначить  три  точки;  если  же  необходимо  построить

точку, равноудаленную от точек, то необходимо задать четыре точки. Это

утверждение  относится  и  к  линейчатым  и  плоскостным  задачам.  Если

искомой фигурой является прямая, в условии задачи должны быть заданы

четыре параметра. Последние могут быть или расстояниями, или углами,

или равноудаленностью,  или равнонаклонностью,  или сочетаниями этих

параметров. При задании трех параметров задача будет неопределенной,

пяти  –  переопределенной.  Если  искомой фигурой является  плоскость,  в

условии задачи должны быть три параметра. Они могут или расстояниями,

или  углами,  или  равноудаленностью,  или  равнонаклонностью,  либо

сочетаниями этих параметров. При задании двух параметров задача будет

неопределенной, четырех – переопределенной.

Все  конструктивные  задачи  с  точки  зрения  точности  построения

разделяются на  циркульные и  нециркульные.  К циркульным относятся

задачи, в которых решение сводится к построению прямых и окружностей.

К ним относятся задачи 1-й и 2-й степени. Степенью задачи называется

степень уравнения,  к  которому сводится аналитическое  решение задачи.

Если  в  такой  задаче  возникает  необходимость  построения  эллипса,

гиперболы,  параболы,  то  чертеж  необходимо  преобразовать  коллинейно

так, чтобы упомянутые кривые преобразовались в окружность. Прямая же

при  коллинейных  преобразованиях  преобразуется  снова  в  прямую.

Исключения  составляют  задачи,  в  которых  возникает  необходимость  в

построении двух кривых второго порядка, не связанных между собой ни

общими фокусами (либо фокусом, если это параболы, что чаще и бывает),

ни директориальной линией. Например, если в плоскости есть окружность

и эллипс, то, преобразуя чертеж так, чтобы эллипс оказался окружностью,

мы  преобразуем  и  окружность  в  эллипс.  Поэтому  такая  задача,  хотя  и



является задачей второй степени, она все же относится к нециркульным. К

нециркульным относятся  задачи  3-й  и  выше  степеней.  Для  их  решения

возникает  необходимость  построения  лекальных  кривых  или  сплайнов.

Решение таких задач является приближенным. Точность решения зависит

от  точности  построения  кривой  (количества  взятых  точек).  Построение

последней  можно  выполнить  с  наперед  заданной  точностью,

следовательно,  и  решение  задачи  можно  осуществить  с  требуемой

точностью.

Попробуем  разложить  конструктивные  задачи  на  «элементарные

частицы»,  т.е.  выделим  из  состава  задач  их  наиболее  простые

составляющие, которые и назовем симплексами (lat.: простой). Просим не

путать с термином симплекс из многомерной геометрии.

Дадим  определение:  Симплексом называется  элементарная

графическая  операция,  которая  является  составной  частью  решения

конструктивной  задачи. Она  уже  не  включает  в  себя  другие,  более

простые операции. Симплекс можно сравнить с табличным интегралом, с

одной  операцией  таблицы  умножения  (например  2×2=4),  простыми

числами.  Симплексы  следует  воспринимать  как  табличные  интегралы,

таблицу умножения и т.п..

Для  начала  ограничимся  рассмотрением  только  линейчатых

конструктивных  задач.  Существует  10  симплексов  для  решения

линейчатых конструктивных задач [8]. Рассмотрим их.

1с.  Расстояние  между  заданной  точкой А  и искомой  прямой х

равно d.

Множество  прямых  х представляет  собой  комплекс  прямых,

касательных к сфере с центром в точке А и радиусом d.

2с.  Расстояние  между  заданной прямой  а и  искомой прямой  х

равно d.

Множество прямых х представляет комплекс прямых, касательных к

цилиндру вращения с осью а и радиусом d.



3с. Угол между заданной прямой а и искомой прямой х равен α.

Множеством  прямых  х является  комплекс  прямых,  параллельных

образующим конуса вращения Ф с осью а и углом α между образующей и

осью а.

4с. Угол между заданной плоскостью Г и искомой прямой х равен

β.

Данному симплексу соответствует комплекс прямых, параллельных

образующим конуса вращения Ф с осью а, перпендикулярной плоскости Г,

и углом α=90°-β между образующей и осью а.

5с. Искомая прямая х равноудалена от заданных точек А и В.

Множество  прямых,  равноудаленных  от  данных  точек  А и  В,

представляет  собой комплекс прямых,  касательных к  сферам  Фi; и  Фj с

центрами соответственно в точках  А и  В и радиусами Ri и Rj, попарно

изменяющимися  на  одинаковую  величину.  Комплекс  состоит  из

однопараметрического множества конгруэнций. Конкретную конгруэнцию

можно выделить из комплекса, если назначить радиусы  Ri и Rj равными

какой-то конкретной величине. К двум сферам одинаковых фиксированных

радиусов  можно  провести  множество  касательных  прямых,

представляющее  конкретную  конгруэнцию.  Последняя,  в  свою  очередь,

состоит  из  однопараметрического  множества  однополостных

гиперболоидов, одного конуса и одного цилиндра.

6с.  Искомая  прямая  х равноудалена  от  заданных  точки  А и

прямой b.

Множеству прямых х соответствует комплекс прямых, касательных к

сфере Фi; и цилиндру Фj. Центр сфер  –  точка А, ось цилиндров вращения

Фj  –   прямая  b.  Радиусы  сфер  и  цилиндров  попарно  изменяются  на

одинаковую  величину.  Комплекс  содержит  однопараметрическое

множество конгруэнций. Если зафиксировать радиусы сферы и цилиндра

какой-то  конкретной  величиной,  выделим  из  комплекса  конкретную



конгруэнцию,  состоящую  из  множества  касательных  прямых  к  сфере  и

цилиндру.

7с. Искомая прямая х равноудалена от заданных прямых а и b.

Множество  прямых  х представляет  собой  комплекс  прямых,

касательных  к  двум  цилиндрам  вращения  с  осями  а и  b и  равными

радиусами, попарно изменяющимися на одинаковую величину. Комплекс

состоит  из  однопараметрического  множества  конгруэнций.  Конкретную

конгруэнцию  из  этого  множества  можно  выделить,  если  зафиксировать

радиусы цилиндров какой-то величиной.

8с. Искомая прямая х равнонаклонена к заданным прямым а и b.

Множество  прямых  х представляет  собой  комплекс  прямых,

параллельных плоскостям Г и ∑. Плоскости Г и ∑ образованы биссектри-

сами углов α и β, стороны которых являются пересекающиеся прямые c  и

d  ( с | | а ,  d||b), и перпендикулярами m, n к плоскости Δ(c U d).

9с.  Искомая  прямая  х равнонаклонена  к  заданным  прямой  l

плоскости Г.

Множеством  прямых  х является  комплекс  прямых,  параллельных

образующим конуса Ф. Конус Ф образован следующим образом. Назначим

прямую l и плоскость Г (рис. 1). Без ущерба для обобщения изложения, но

для  упрощения  доказательства,  зададим  прямую  l и  плоскость Г в

положении уровня  –  прямая во фронтальном, плоскость в горизонтальном

положениях. Заметим здесь же, что если в задаче прямая и плоскость будут

занимать общее положение,  то следует преобразовать чертеж так,  чтобы

прямая и плоскость заняли положение уровня.



Рисунок 1

Разделим  углы,  образованные  прямой  l и  плоскостью Г, пополам.

Прямые q и р  –  биссектрисы этих углов. Точки, лежащие на прямых q и р

будут иметь равные расстояния от l и Г. Множество прямых, проходящих

через точку S (S= l U Г), на которых находятся точки, одинаково удаленные

от l и Г, представляют собой конус Ф. Прямые q и р являются очерковыми

образующими конуса  Ф относительно фронтальной плоскости проекций.

Точка S  –  вершина конуса Ф, прямая l  –  его ось.

Проведем  горизонтальную  плоскость  Г (Г2)  на  расстоянии  h от

плоскости Г. Докажем, что плоскость Г рассечет конус Ф по эллипсу.

Построим цилиндр вращения U с осью l и радиусом R=h. Плоскость

Г рассечет  цилиндр  U по  эллипсу  К.  Поэтому  эллипс  К является

множеством  точек,  равноудаленных  от  l и Г. Но  этим  же  свойством



обладают и  точки,  образующие сечение  конуса  Ф плоскостью  Г.  Таким

образом сечение  К конуса  Ф плоскостью  Г представляет  собой  эллипс.

Отрезок АВ – его большая ось, малая ось CD=2h. Фокусами F/ и F// эллипса

являются точки касания сфер, вписанных в цилиндр U [9].

Возьмем  какую-нибудь  образующую  m конуса  Ф.  Все  точки  этой

образующей одинаково удалены от прямой l и плоскости Г. Следовательно

образующая  m равнонаклонена  к  l и Г. Аналогичное  можно  сказать  о

любой образующей конуса  Ф.  Таким образом все образующие конуса  Ф

равнонаклонены  к  прямой  l и  плоскости  ∑.  Такое  утверждение

справедливо  и  для  любой  прямой  пространства,  параллельной  какой-

нибудь образующей конуса Ф.

10с. Искомая прямая х равнонаклонна к заданным плоскостям Г

и Λ.

Множество прямых х представляет комплекс прямых, параллельных

плоскостям ∑ и Δ. Плоскости ∑ и Δ делят два двугранных угла α  а  β ,

образованных плоскостями Г и Λ, пополам.

Все представленные симплексы хорошо известны, но они позволяют

решить  только  весьма  ограниченные  круг  циркульных  конструктивных

задачи.  При  этом остается  не  тронутым  огромный  пласт  нециркульных

задач.  В  последующих  работах  попытаемся  разобраться  в  методологии

решения конструктивных задач 3-й и выше степени.
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