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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Изучение курса высшей математики связано с усвоением ряда новых 

понятий и применением новых подходов при решении задач теории и 

практики. Поскольку высшая математика является основой большинства 

теоретических и практических наук, то для успешного изучения таких 

дисциплин как «Теоретическая механика», «Сопротивление материалов», 
«Детали машин» и т. д. студент должен иметь достаточную математическую 

подготовку. 

Самые большие трудности при освоении курса высшей математики у 

студентов возникают при решении практических задач. Данный практикум 

содержит рабочую программу, необходимый минимум теоретических 

вопросов и примеров решения задач курса «Математика», которые помогут 

закрепить знания основных формул и методов решения задач программного 

материала. 
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ТРЕБОВАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Каждый студент должен выполнить задания из раздела «Задачи для 

контрольной работы» Условия данных заданий взяты из [5]. Выбор номеров 

задач определяется двумя последними цифрами учебного шифра (номера 

зачетной книжки). Так, например, если студент имеет номер зачетной 

книжки 987103, то шифром является 03. Для выбора номеров задач 
необходимо записать шифр (две последние цифры) и поместить под ними 

две первые буквы русского алфавита, а потом обратиться к таблице 1. 

 

Таблица 1 – Номера задач 
 

Номер 

строки 

Номера задач контрольных заданий 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 11 22 32 55 120 141 152 182 193 207 

2 12 30 33 53 119 143 153 184 200 208 

3 13 23 31 56 118 145 154 186 196 209 

4 14 28 38 54 117 147 155 188 199 210 

5 15 26 37 57 116 149 160 181 192 206 

6 16 27 39 52 115 142 159 183 195 201 

7 17 29 34 58 114 144 158 185 198 202 

8 18 25 40 51 113 146 157 187 191 203 

9 19 21 35 59 112 148 156 189 194 204 

0 20 24 36 60 111 150 151 190 197 205 

 б |а‒б| а б |а‒б| б |а‒б| б б |а‒б| 
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Для каждого вертикального столбца, обозначенного внизу 

определенной буквой (или их разностью), взять одно число, которое 

находится в строке с соответствующим этой букве (или разности) номером. 

Так, например, для указанного шифра 0 3, а = 0, б = 3. 

Т. е. необходимо решить задачи № 13, 23, 36, 56, 118, 145, 154, 186, 196, 209. 
Выполнение студентами заданий контролирует преподаватель. 

Сначала проверяется правильность решения задач; на завершающем этапе 

контрольная работа защищается. Выполняя контрольную работу, студент 

должен придерживаться следующих требований: 

1. Контрольная работа выполняется в отдельной тетради чернилами любого 

цвета (кроме красного). Поля шириной 25‒30 мм для замечаний 

рецензента. 

2. На обложке тетради указывается фамилия, инициалы, шифр, дисциплина 
и дата отправки работы в институт. 

3. Перед решением задачи студент должен сформулировать ее условие, 

исходя из данных соответствующего варианта контрольного задания, 

указать номер задачи. Расположение задач контрольной работы должно 

быть в возрастающем порядке их номеров. 

4. Решение необходимо сопровождать пояснениями, при необходимости 

приводить графики и рисунки. 
5. Каждая работа сопровождается двумя карточками рецензента, в которых 

указывается название контрольной работы. 

6. Получив работу с замечаниями рецензента, нужно в краткие сроки их 

исправить. 

7. Если работа не допущена к защите, ее необходимо или выполнить заново 

целиком, или заново решить указанные рецензентом задачи в конце 

тетради с пометкой «Работа над ошибками». Исправленную работу 

присылают в институт вместе с незачтенной работой и двумя карточками 
рецензента. 

Контрольную работу, которую студент выполняет по чужому 

варианту, возвращают без проверки. 

Допущенную к защите контрольную работу необходимо защитить на 

одной из консультаций, т. е. правильно ответить на поставленные 

теоретические вопросы, пояснить решение приведенных задач, уметь 

решить аналогичные задачи. 
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

Задача 1 Даны координаты вершин пирамиды :4321 AAAA  

).2;1;4();1;2;3();4;5;5();1;1;2( 4321 AAAA   

Найти: 1) длину ребра 21AA ; 2) угол между ребрами 21AA и 41AA ;  

3) угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA ; 4) площадь грани 321 AAA ;  

5) объем пирамиды 4321 AAAA ; 6) уравнение прямой 21AA ; 7) уравнение 

плоскости 321 AAA ; 8) уравнение высоты, опущенной с вершины 4A  на 

грань 321 AAA . 

Сделать схематический чертеж. 

 

 
Рисунок 1 ‒ Пирамида 4321 AAAA  

1. Определим длину ребра 21AA . 

Решение. Длина ребра 21AA  равняется длине вектора 21AA , координаты и 

длину которого определим по формулам: 

 12121221 ;; zzyyxxAA  ;    (1.1) 

2
12

2
12

2
1221 )()()( zzyyxxAA  .   (1.2) 

Подставив в формулы (1.1), (1.2) координаты точек 1A  и 2A , получим: 

 3;6;321 AA , 63363 222
21 AA . 

Ответ: 6321 AA  (лин. ед). 

2. Определим угол между ребрами 21AA  и 41AA . 

Решение. Угол между ребрами равняется углу между векторами 21AA  и 

41AA . Угол φ между векторами найдем по формуле:  
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 
4121

4121cos
AAAA

AAAA






.

       (1.3) 

Координаты и длину вектора 41AA  вычислим по формулам (1.1), (1.2): 

},12;11;24{41 AA  откуда },1;2;2{41 AA  

,12 222241 AA  откуда 341 AA  (лин. ед.) 

Скалярное произведение определяется по формуле:  

  zbzaybyaxbxaba 


,    (1.4) 

.21132623)4121(  AAAA  

Подставим полученные значения для 21AA , 41AA , )4121( AAAA    

в (1.3): 

9525,0
63

7

633

21
cos 


 , откуда φ ≈ 17,71˚.  

Ответ: угол между ребрами 21AA  и 41AA  φ ≈ 17,71˚. 

3. Определим угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA . 

Решение: Угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA  найдем по формуле: 

 
,sin

N

N












        (1.5) 

где 


‒ направляющий вектор прямой 41AA , а N


‒ нормальный вектор 

плоскости 321 AAA . Возьмем вектор 41AA  в качестве направляющего 

вектора 


 прямой 41AA , а вектор нормали N  плоскости 321 AAA  найдем по 

формуле: 

.2131 AAAAN 


 

Координаты вектора 31AA  определим по формуле (1.1): 

,}11;12;23{31 AA  откуда .}2;3;1{31 AA  

Учитывая, что векторное произведение: 

  ,

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba



       (1.6) 

Имеем: 
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  .3921

363

2312131 kji

kji

AAAAN





  

Длину найденного вектора {21; 9; 3}N     вычислим по формуле (1.2). 

2 2 2(21) ( 9) ( 3) ,N       откуда 531N


 (лин. ед.). 

Скалярное произведение  N




  найдем по формуле (1.4): 

  ),3(1)9(2212 N





 откуда   .21N





 
Подставим полученные значения для  N , 

1 4 ,A A N  в (1.5): 

3037,0
531

7

5313

21
sin 


 , откуда .68,17   

Ответ: угол между ребром 1 4A A  и гранью 1 2 3A A A  68,17 . 

4. Определим площадь грани 1 2 3A A A . 

Решение. Площадь грани 1 2 3A A A  найдем с помощью формулы: 

 21312

1

321
AAAAAAAS   (кв. ед.).     (1.7) 

Поскольку 
1 3 1 2 531A A A A N   

 
, то (1.7) следует, что: 

531
2

1
321
AAAS  (кв. ед.). 

Ответ: площадь грани 321 AAA  
2

531
321
AAAS  (кв. ед.). 

5. Определим объем пирамиды 4321 AAAA . 

Решение. Объем пирамиды, построенной на векторах 21AA , 31AA , 41AA  как 

на ребрах, определяем с помощью смешанного произведения этих векторов 

с точностью до знака: 

  .

141414

131313

121212

6

1
4131214321

zzyyxx

zzyyxx

zzyyx

AAAAV

x

AAAAAA







     (1.8) 

Подставим координаты векторов 21AA , 31AA , 41AA  в формулу (1.8): 

).21(
6

1
)61132)2(

33262)2(321133(
6

1

122

231

363

6

1
4321



AAAAV
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Поскольку определитель равен отрицательному числу, в данном случае 

перед формулой необходимо взять знак минус. Итак, 

2

7

6

21
4321

AAAAV  (куб. ед.). 

Ответ: объем пирамиды .5,3V  

6. Составим уравнение прямой 21AA . 

Решение. Используем уравнение прямой, проходящей через точки 

);;( 1111 zyxA  и );;( 2222 zyxA : 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














.      (1.9) 

Подставим в формулу (1.9) координаты точек 1A  и 2A , получим: 

,
14

1

)1(5

)1(

25

2













 zyx
 откуда  .

3

1

6

1

3

2 





 zyx
 

Умножим последнее уравнение на 3, получаем каноническое 

уравнение прямой 21AA : 

2 1 1
.

1 2 1

x y z  
   

Ответ: уравнение прямой 21AA : 
2 1 1

.
1 2 1

x y z  
   

7. Составим уравнение плоскости .321 AAA  

Решение. Используем уравнение плоскости, которая проходит через три 

данные точки );;( 1111 zyxA , );;( 2222 zyxA , );;( 3333 zyxA : 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

     (1.10) 

Уравнение плоскости, которая проходит через точки )1;1;2(1 A , 

)4;5;5(2A , )1;2;3(3 A  в соответствии с формулой (1.10), запишется так: 

0

111223

141525

112







 zyx

  или 0

231

363

112





 zyx

. 

Раскладываем последний определитель по элементам первой строки, 

получим: 

0
31

63
)1(

21

33
)1(

23

36
)2( 





 zyx , 

.0483921  zyx  

Ответ: уравнение плоскости 321 AAA : .01637  zyx  
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8. Составим уравнение высоты, опущенной с вершины 4A  на грань 321 AAA  

Решение. Для того, чтобы составить уравнение высоты 54AA , которая 

проходит через точку );;( 4444 zyxA  перпендикулярно плоскости 321 AAA , 

используем каноническое уравнение прямой: 

,444

p

zz

n

yy

m

xx 






     (1.11) 

где m, n, p – координаты направляющего вектора этой прямой. 

В качестве направляющего вектора высоты 4 5A A  выберем нормальный 

вектор плоскости 321 AAA , который перпендикулярен плоскости 321 AAA  и 

коллинеарен прямой 54AA : 

  }.3;9;21{2131  AAAAN


 

Подставим в уравнение (1.11) координаты точки )3;1;4(4A  и вместо m, 

n, p – координаты вектора },3;9;21{ N


 получим: 

.
3

3

9

1

21

4











 zyx
 

Сократив на 
3

1
 , получим каноническое уравнение высоты 54AA : 

.
1

3

3

1

7

4











 zyx

 

Ответ: уравнение высоты 54AA : .
1

3

3

1

7

4











 zyx

 
Задача 2 

Даны координаты вершин (2; 1)A  , (5;3)B , (7;11)C  треугольника. 

Найти уравнение его медианы, высоты и биссектрисы, проведенных из 

вершины A . Сделать чертеж. 

 
Рисунок 2 ‒ Треугольник ABC  
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Решение. 

1. Пусть точка М является серединой стороны ВС. Координаты точки М 

определяем по формулам деления отрезка в данном отношении: 






1

cxbx
mx ; 






1

cyby
my .     (1.12) 

Т. к. точка М является серединой отрезка ВС, 1 , то формулы (1.12) 

примут вид: 

2

cxbx
mx


 ; 

2

cyby
my


 .    (1.13) 

 

Подставим в формулы (1.13) координаты точек (5;3)B , (7;11)C , 

получим 

6
2

75



mx ; 7

2

113



my , т. е. (6;7)M . 

Уравнение медианы АМ получим по формуле (1.9): 

1

2

2

1 


 xy
 или 052  yx . 

Длина медианы является расстоянием между точками А и М, которую 
определим по формуле (1.2):  

2 2(6 2) (7 1) 80 4 5.AM        

Ответ: уравнение медианы АМ: 052  yx . Длина медианы .54AM  

2.Чтобы найти высоту АК, составим уравнение стороны ВС по формуле 
(1.9): 

57

5

311

3








 xy
, т. е. )5(43  xy  или 0174  yx . 

Угловой коэффициент этой стороны 4BCK . Поскольку AKBC  , 

угловые коэффициенты этих прямых связаны равенством: 
1

BCAK KK . 

Из формулы (1.13) следует, что 
4

1
AKK . Уравнение высоты АК 

будем искать в виде: 

)( AAKa xxKyy  .     (1.14) 

Подставим в формулу (1.14) координаты точки )1;2( A  и угловой 

коэффициент 
4

1
AKK , получим уравнение высоты АК: 

)2(
4

1
1  xy  или 024  yx . 
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Для нахождения длины АK сначала найдем координаты точки K, 

принадлежащей ВС. Эта точка, являясь точкой пересечения ВС и АK, 

находится как решение системы уравнений:  



































17

66
17

24

;

17

66

174

;
1

4

024

0174

x

y

x

xy

yx

yx
, 

x17 066  . 

Т.е. ).17/25;17/66( K  

.
17

178
1

17

25
2

17

66
22


















AK  

Ответ: уравнение высоты АK: 024  yx . Длина высоты  

17

178
AK  (лин. ед.). 

3. Переходя к рассмотрению биссектрисы AL, вспомним, что она делит 

сторону BС на части, пропорциональные прилежащим сторонам, т.е.  

AC

AB

LC

BL
 , но 5)13()25( 22 AB , 13)111()27( 22 AC . 

Значит 
13

5


LC

BL
. 

По формулам (1.12) деления отрезка в данном отношении   имеем: 

9

50

13/51

713/55

1










 CB

L
xx

x ; 
9

47

13/51

1113/53

1










 CB

L
yy

y . 

Уравнение прямой, проходящей через )1;2( A  и )9/47;9/50(L : 

29/50

2

19/47

1








 xy
, 

откуда 
32

2

56

1 


 xy
 или 01847  yx . 

Длина же биссектрисы AL: .
9

658
1

9

47
2

9

50
22


















AL  

Ответ: уравнение биссектрисы AL: 01847  yx , длина биссектрисы 

.
9

658
AL  

Задача 3. Найти уравнение прямой, которая проходит через )5;2(A  и 

параллельна прямой 01543  yx . 
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Решение. Условие параллельности двух прямых 11 bxky   и 22 bxky   

заключается в равности их угловых коэффициентов: 

21 kk  .      (1.15) 

Уравнение прямой будем искать в виде: 

)( AA xxkyy  .     (1.16) 

Запишем уравнение заданной прямой в виде: 

4

15

4

3
 xy . 

Откуда угловой коэффициент 
4

3
k . Т. к. данная прямая параллельна 

искомой, то согласно условию (1.15), угловой коэффициент искомой прямой 

также равняется 
4

3
. Точка (2;5)A , через которую проходит искомая прямая, 

известна, поэтому, подставляя в уравнение (1.16) значения 4/3k , 2Ax , 

5Ay , получим )2(4/35  xy  или 01443  yx . 

Ответ: уравнение искомой прямой имеет вид 01443  yx . 

Задача 4. Найти угол между прямыми: 

01553  yx  и 0273  yx . 

Решение. Тангенс угла между прямыми 1 1y k x b   и 2 2y k x b   

определяется формулой: 

21

12

1
tg

kk

kk




 .      (1.17) 

 

Уравнения данных прямых запишем в виде: 

2
3

5
y x    и 

7

2

7

3
 xy .

 
Таким образом, угловые коэффициенты данных прямых 

соответственно равны 2 / 5  и 3 / 7 . Подставим в формулу (1.17) значения 

для угловых коэффициентов, получим: 

1
)5/2(7/31

)5/2(7/3
tg 




 , откуда φ = 45˚ . 

Ответ: угол между данными прямыми φ = 45˚ . 

Задача 5. Составить уравнение и построить линию, каждая точка которой 

равноудалена от двух заданных точек )4;2(1 M  и )8;6(2M . 

Решение. Пусть );( yxM – произвольная точка искомой линии. По условию 

задачи: 

MMMM 21  .     (1.18) 

С другой стороны, по формулам расстояния между двумя точками 

получаем: 
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22
1 )4()2(  yxMM ; 22

2 )8()6(  yxMM . 

Подставляя эти выражения в уравнение (1.18), найдем уравнение 

данной линии: 

2222 )8()6()4()2(  yxyx . 

Упростим полученное уравнение. Возводя в квадрат обе части 

уравнения и раскрывая скобки в подкоренных выражениях, находим: 

6416361216844 2222  yyxxyyxx . 
После элементарных преобразований, получаем уравнение: 

0102  yx . 

Это уравнение является уравнением прямой линии (рисунок 3). 

Из элементарной геометрии известно, что геометрическим местом 

точек, равноудаленных от двух данных точек 1M  и 2M , является прямая, 

перпендикулярная отрезку 1 2M M , проходящая через его середину. 

 

 
 

Рисунок 3 ‒ Расположение точек 1M , 2M  и заданной прямой 

 

Задача 6. Точка M  двигается так, что в любой момент времени ее 

расстояние от точки )0;6(A  вдвое больше расстояния до точки )0;3/2(B . 

Найти уравнение траектории движения точки M . 

Решение. Координаты точки M  обозначим через yx, , то есть ),( yxM . По 

условию задачи MBMA  3 . 
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Найдем расстояния MA  и MB  по формуле (1.2): 

22 )0()6(  yxMA ; 

22 )0()3/2(  yxMB . 

Подставляя эти выражения в предыдущие равенства, получим 
уравнение траектории движения точки M : 

2222 )3/2(3)6( yxyx  . 

Упрощая это уравнение, находим: 

422  yx . 

Полученное уравнение – окружность с радиусом 2R  и центром в 

начале координат. 

Задача 7. Составить уравнение и построить линию, каждая точка которой 

равноудалена от точки )3;0(F  и прямой 5y . 

Решение. Пусть ),( yxM  – произвольная точка искомой прямой. По условию 

MNMF  , где N – основание перпендикуляра, опущенного из точки M  на 

прямую 5y   . 

Вследствие того, что 22 )3(  yxMF  и 2))5((  yMN , 

222 )5()3(  yyx . 

Отсюда: 2 2 26 9 10 25x y y y y      . Приводя подобные члены, 

получим уравнение 2 16 16x y  , которое определяет параболу (рисунок 4). 

 

 
 

Рисунок 4 ‒ График искомой кривой 
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Задача 8. Какое геометрическое место точек определяет уравнение: 

049433 22  yxyx . 

Решение. Разделим обе части уравнения на 3 и, дополняя до полных 

квадратов, находим: 

0
3

4

4

9

9

4

4

9

2

3
2

9

4

3

2
2 22 

















 yyxx , или 

36

49

2

3

3

2
22


















 yx . 

Сравнивая полученное уравнение с уравнением: 
222 )()( Rbyax  ,     (1.19) 

которое определяет окружность с центром в точке );( baC  и радиусом R , 

придем к выводу, что 
3

2
a , 

2

3
b , 

6

7
R , т. е. исходное уравнение 

является уравнением окружности с центром в точке 








2

3
;

3

2
C  и радиусом 

6

7
R . 

Задача 9. Определить вид и расположение на плоскости линии: 

06836894 22  yxyx . 

Решение. Преобразуем левую часть уравнения, выделяя полные квадраты: 

068364)44(9)12(4 22  yyxx  

или 36)2(9)1(4 22  yx . 

Разделим обе части уравнения на 36: 

1
4

)2(

9

)1( 22





 yx

. 

Сравнивая полученное уравнение с уравнением, которое определяет 

гиперболу с центром в точке );( 11 yxC  и полуосями a  и b : 

1
)()(

2

2
1

2

2
1 






b

yy

a

xx
.    (1.20) 

Приходим к выводу, что искомое уравнение определяет гиперболу с 

центром в точке )2;1( C  и полуосями 3a  и 2b . 

Задача 10. Определить вид кривой и ее расположение на плоскости по ее 

уравнению: 

0109325449 22  yxyx . 

Решение. Сгруппируем слагаемые с переменными x  и y , и дополним 

полученные выражения до полных квадратов: 
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36)4(4)3(9 22  yx . 

Разделим обе части уравнения на 36: 

1
9

)4(

4

)3( 22





 yx

. 

Сравнивая полученное уравнение с уравнением, которое определяет 

эллипс с центром в точке );( 11 yxC  и полуосями a  и b : 

1
)()(

2

2
1

2

2
1 






b

yy

a

xx
.    (1.21) 

Приходим к выводу, что искомое уравнение определяет эллипс с 

центром в точке (3;4)C  и полуосями 2a   и 3b  . 

Задача 11. Линия задана уравнением )(rr   в полярной системе координат. 

Необходимо:  

1) построить линию с точками, начиная от 0  до  2 , присваивая 

значения   с шагом 8/ ; 

2) найти уравнение данной линии в декартовой прямоугольной системе 

координат, начало координат которой совпадает с полюсом, а 

положительная полуось абсцисс – с полярной осью; 

3) по уравнению в декартовой прямоугольной системе координат 
определить, какая это линия: 




sin1

r
r . 

Решение. 1. Построим линию по ее уравнению. Изменяя значения  , 

определим соответствующие значения r  и составим таблицу. 

 
Таблица 2 – Значения полярного радиуса в зависимости от угла 

 

Номер Угол, рад 
Угол, 

градусы 

Полярный 

радиус 

Обозначение точки на 

графике 

1 0  0  2 1A  

2 8/  22,5  2,94 2A  

3 4/  45  6,9 3A  

4 8/3  67,5  25 4A  за пределами  

(рисунок 5) 

5 2/  90    
5A  за пределами 

 (рисунок 5) 

6 8/5  112,5  25 6A  за пределами 

 (рисунок 5) 
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Номер Угол, рад 
Угол, 

градусы 

Полярный 

радиус 

Обозначение точки на 

графике 

7 4/3  135  6,9 7A  

8 4/7  157,5  2,94 8A  

9   180  2 9A  

10 8/9  202,5  1,45 10A  

11 4/5  225  1,17 11A  

12 4/11  247,5  1,04 12A  

13 2/3  270  1 13A  

14 8/13  292,5  1,04 14A  

15 4/7  315  1,17 15A  

16 4/15  337,5  1,45 16A  

17 2  360  2 17A  

 
 

Рисунок 5 ‒ График искомой кривой 
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Построив соответственные точки, получаем искомую линию (рисунок 5). 

2. Найдем уравнение данной линии в декартовой прямоугольной системе 

координат, у которой начало совпадает с полюсом, а положительная полуось 

абсцисс – с полярной осью. Для этого в данном уравнении полярные 

координаты заменим на прямоугольные: 

 cosrx ;  sinry ; 22 yxr  .   (1.22) 

Получим: 

22

22

1

2

yx

y
yx





 , 

222  yyx . 

Это уравнение линии в прямоугольной системе координат. 
3. Освобождаясь от радикала, последнее уравнение можно записать в виде: 

222 )2( yyx  , 

1
4

1 2  xy . 

Итак, искомая линия – парабола. 

Задача 12. Дана система линейных уравнений: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1;

3 2 2 1;

2 5.

x x x

x x x

x x x

  


  
   

     (1.23) 

Доказать ее совместность и решить двумя способами: 1) методом 

Гаусса; 2) методом обратной матрицы. 

Решение. Для доказательства совместности системы линейных уравнений 

(1.23) используем теорему Кронекера ‒ Капелли: «Для того, чтобы система 

линейных уравнений была совместимой, необходимо и достаточно, чтобы 

ранг основной матрицы системы A (матрица, составленная из 
коэффициентов возле неизвестных) равнялся рангу ее расширенной 

матрицы C (матрица, полученная из основной матрицы системы 

добавлением столбца свободных членов)». 

Составим расширенную матрицу системы линейных уравнений (1.23) 

и приведем ее к ступенчатому виду с помощью элементарных 

преобразований: 
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.

3100

1110

5,05,05,01

5,45,25,10

1110

5,05,05,01

5,45,25,10

5,05,05,00

5,05,05,01

5211

1223

5,05,05,01

5211

1223

1112





















































































































C

 (1.24) 

Здесь мы последовательно выполнили такие преобразования: 1) 

разделили вторую строку на 2; 2) умножили вторую строку на 3 и вычли из 

второй и первой строки третью; 3) умножили вторую строку на 2; 4) 

умножили вторую строку на ‒ 1,5 и вычли из третьей строки. 

Т. к число ненулевых строк в ступенчатой матрице равняется ее рангу 

и элементарные преобразования матрицы не изменяют ее ранг, то из (1.24) 
следует: 

3)()(  CrAr . 

Итак, согласно теореме Кронекера ‒ Капелли, система уравнений 
является совместной. 

1. Решим систему линейных уравнений методом Гаусса. 















,3

;1

;5,05,05,0

3

32

321

x

xx

xxx

     (1.25) 

Из системы (1.25) последовательно находим: 

33 x , 2312 x , 15,115,05,05,05,0 321  xxx . 

Система (1.25) эквивалентна (1.23), поэтому искомое решение: 

11 x ; 22 x ; 33 x . 

2. Найдем решение системы методом матричного исчисления по формуле: 

BAX 1 ,     (1.26) 

где ;

211

223

112























A  ;

3

2

1



















x

x

x

X  .

5

1

1

















B  

Обратную матрицу 
1A  для матрицы Aопределим по формуле: 
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,
1

332113

322212

312111
1



















AAA

AAA

AAA

A
A      (1.27) 

где A  – определитель (детерминант) матрицы A , )3,2,1;3,2,1(  jiAij  – 

алгебраические дополнения элементов матрицы A . 

.1462238)2()1(2213

)1(21)2(11)1(3222

211

223

112











A
 

Алгебраические дополнения ijA  найдем по формуле: 

ij
ji

ij MA  )1( ,      (1.28) 

где ijM – миноры элементов ija  матрицы A . 

;2
21

22
)1( 11

11 



 A  

;5
11

23
)1( 31

13 


 A  

;5
21

12
)1( 22

22 


 A  

;0
22

11
)1( 13

31 



 A  

;1
23

12
)1( 33

33  A  

;8
21

23
)1( 21

12 


 A  

;1
21

11
)1( 12

21 



 A  

;3
11

12
)1( 32

23 


 A  

.1
23

12
)1( 23

32 



 A

 
Подставим полученные значения A  и ijA  в формулу (1.27), получим: 
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.

135

158

012

1

11























A      (1.29) 

С учетом системы (1.29) из формулы (1.26) вытекает: 

.

3

2

1

511315

511518

501112

5

1

1

135

158

012

3

2

1
































































































x

x

x

 

Из полученного матричного уравнения вытекает, что 

11 x ; 22 x ; 33 x . 

Ответ: заданная система линейных уравнений совместна и имеет 

единственное решение: 11 x ; 22 x ; 33 x . 

Задача 13. Найти .
4536

167
lim

23

3






 xxx

xx
Y

x
 

Решение. Имеем неопределенность вида 









. Разделим числитель и 

знаменатель дроби на 3x : 

.
453

6

16
7

lim
4536

167
lim

32

32

23

3

xxx

xx

xxx

xx
Y

xx 










 

Т. к. при x  
2

6

x
, 

3

1

x
, ... ,

3

4

x
– бесконечно малые величины, имеем 

6

7
Y . При решении воспользовались следующей теоремой: 

Теорема. Если bxf
x




)(lim , cx
x




)(lim , 0c , то 
)(

)(

x

xf


 имеет предел 

при x , причем 
c

b

x

xf

x


 )(

)(
lim , т. е. предел дроби равняется пределу 

числителя, разделенному на предел знаменателя, если предел знаменателя 

не равен нулю. 

Ответ: 
6

7
Y . 

Используемый прием является общим: чтобы раскрыть 

неопределенность вида 









, заданную отношением двух многочленов, 

необходимо числитель и знаменатель разделить на высшую степень 
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переменной в этих многочленах. Тогда предел частного двух многочленов 

равен: 

– отношению коэффициентов при старших степенях переменной, если 

наибольшие степени числителя и знаменателя одинаковые; 

– нулю, если степень знаменателя больше степени числителя; 

– бесконечности, если степень знаменателя меньше степени числителя. 
Например, 

;2
3

6

2117653

984376
lim

2345

2345






 xxxxx

xxxxx

x
 

;0
25895

1272
lim

352

4






 xxxx

xx

x
 

.
2493

18164
lim

2

23






 xx

xxx

x  

Задача 14. Найти 
21

9
lim

2

3 




 x

x
Y

x
. 

Решение. При 3x  числитель и знаменатель дроби обращаются в ноль. 

Знаменатель содержит иррациональное выражение 21x . Избавимся от 

иррациональности в знаменатели; для чего умножим числитель и 

знаменатель на сопряженное знаменателю выражение: 21x . Имеем: 

.24)213)(33(

)21)(3(lim
3

)21)(3)(3(
lim

41

)21)(3)(3(
lim

2)1(

)21)(3)(3(
lim

)21)(21(

)21)(3)(3(
lim

21

9
lim

33

3223

3

2

3





































xx
x

xxx

x

xxx

x

xxx

xx

xxx

x

x
Y

xx

xx

xx

 

Ответ: .24Y  

Таким образом, чтобы раскрыть неопределенность вида 






0

0
, в которой 

числитель или знаменатель содержит иррациональность, нужно 

соответствующим способом избавиться от иррациональности. 

Неопределенности вида 






0

0
, которые содержат тригонометрические 

функции, раскрываются при помощи первого замечательного предела: 
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1
sin

lim
0


 a

a

a
.      (1.30) 

Задача 15. Найти .3
sin

lim
2

2

0 x

x

Y
x

  

Решение. По свойству пределов [6,18], имеем: 

.
9

1

3

1

3

13
sin

lim3
sin

lim3
sin

lim

2

2

0

2

02

2

0


















































 x

x

x

x

x

x

Y
xxx

 

Ответ: .
9

1
Y  

Важны также следствия из первого замечательного предела: 

a
x

ax

x




sin
lim

0
; 

1
tg

lim
0


 x

x

x
; 

1
arcsin

lim
0


 x

x

x
; 

1
arctg

lim
0


 x

x

x
. 

Задача 16. Найти 
22

coscos
lim

ax

xa
Y

ax 





. 

Решение. Воспользуемся тем, что при ax   имеем 0
2


 ax

, а потому: 

.1

2

2
sin











 

ax

ax

 

.
2

sin2
sin

lim

2

2
sin

2
sin

lim
))((

2
sin

2
sin2

lim

a

a

ax

ax

ax

ax

ax

ax

axax

axax

Y

ax

axax
















































































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Ответ: 
a

a
Y

2

sin
 . 

Те же результаты можно получить и с помощью такой теоремы. 

Теорема. При раскрытии неопределенностей вида 
0

0

 
 
 

 можно числитель и 

знаменатель заменять величинами, им эквивалентными. 

Задача 17. Найти 
 

34

9sin
lim

2

2

3 




 xx

x
Y

x
. 

Решение. Т. к. синус бесконечно малого угла эквивалентен самому этому 

углу (точнее, его величине в радианах), то 

34

)9sin(
lim

2

2

3 




 xx

x
Y

x
=

34

9
lim

2

2

3 



 xx

x

x
=

)1)(3(

)3)(3(
lim

3 



 xx

xx

x
= 3

1

3
lim

3






 x

x

x
. 

Ответ: 3Y  

Перейдем к задачам, связанных с раскрытием неопределенностей вида 





 1 . При этом могут быть применены следующие формулы (второй 

замечательный предел): 

e;
1

1lim 











x

x x
                                                 (1.30) 

  e;1lim
1

0



x

x
x                                                    (1.31) 

;e1lim m
x

x x

m












                                               (1.32) 

  ;e1lim
1

0

m
x

x
mx 


                                               (1.33) 

Задача 18. Найти   x

x
x

2ctg32

0
tg51lim 


. 

Решение. Чтобы решение этой задачи можно было свести к известной 

формуле, сделаем замену переменной, положив zx 2tg . Выразим x2ctg  в 

показателе степени через z: 

x
x

2

2

tg

1
ctg  =

2

1
. 

Поскольку z
x 0
lim


= 0tglim 2

0



x

x
, то 0z , при 0x . 
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x

x
x

2ctg32

0
)tg51(lim 


= z

z
z

3

0
)51(lim 


=

3
1

0
)51(lim




















z

z
z = 15e . 

Ответ: 15eY . 

Задача 19. Найти 
1

3

1
lim














x

x

x x
Y .  

Решение. Воспользуемся теоремой о нахождении пределов вида 

  )()(lim x

ax
xf 


. В случае существования конечных пределов lim ( )

x a
f x


 и 

)x(lim
ax



, имеет место формула 

  )()(lim x

ax
xf 


=

)(lim

)(lim
x

x

axxf












, 

согласно которой: 

1

3

1
lim











 x

x

x x
=

1

1
lim

3

1
lim














 x

x

x

x
. 

0
1

lim
3


 xx
; 1

1

1
lim 

 xx
,  00

1
lim 11

3








 



x

x

x x
. 

Ответ: 0Y . 

Задача 20. Найти 
42

5

7
lim


















x

x x

x
Y . 

Решение. Разделим числитель и знаменатель дроби на x : 

42

5

7
lim
















x

x x

x
=

42

42

5
1

7
1

lim

























x

x

x

x

x
=

42

42

5
1lim

5
1lim

7
1lim

7
1lim











































xx

xx

x

x

x

x

x

x
=

1
5

1lim

1
7

1lim

2

2





















































x

x

x

x

x

x
= 

25

27

)e(

)e(
 =

10

14

e

e
= 4e . 

Ответ: 4eY  . 
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Задача 21. Найти производную функции 
21 x

x
y



 . 

Решение. По формуле для производной дроби: 

2v

uvvu

v

u 











.     (1.34) 

Считая, что xu  , 21 xv  , получим: 

2
2

22

1

11








 









 



x

xxxx

y . 

Выполняя дифференцирование, имеем: 

21

2
212

1211

x

xx

x

x

y








 . 

После упрощений получим 

 321

1

x

y



 . 

Ответ: 

 321

1

x

y



 . 

Задача 22. Найти производную функции 
x

y



1

1
cos . 

Решение. Для функции 
x

y



1

1
cos  промежуточным аргументом является 

x
u




1

1
, а промежуточным аргументом выражения 

x1

1
 будет 

x
v




1

1
. 

Поэтому данная функция имеет вид: 

uy cos ; vu  ; 
x

v



1

1
. 

Применив формулу: 

   
'

'

1

1
cos

x
vu

x
vuy 










 ,                           (1.35) 

получим: 
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 

















21

1

1

1
2

1

1

1
sin

x

x

x
y . 

Окончательно имеем:  

 
x

x

y





1

1
sin

12

1

3

2
. 

Ответ: 

 3
2

12

1

1
sin

x

x
y




 . 

Задача 23. Найти производную функции  0
1

arcctg  x
x

y . 

Решение. Сначала введем вспомогательную функцию u , а затем 

продифференцируем непосредственно исходную функцию. Перепишем 

задачу иначе: 

arcctgy u ; 
x

u
1

 ; 

'

2

1

1

1












xu
y =

'

2 2

11

1

1













xxu
. 

Поскольку 
2

1

x
u  , то 

x
u

12  , тогда 














 xxx
y

2

11

1

1

1
. 

Окончательно получаем:  

 xx
y




12

1
. 

Ответ. 
 xx

y



12

1
 

Задача 24. Найти производную функции ex2xey  . 

Решение. e2

e  xxy  )12(

22

1

2




x

xx

. 

Ответ: )12(

22

e

2

e2








x

xx

y
xx

. 
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Задача 25. Найти производную функции 
21

ln

x

x
y



 . 

Решение. Перепишем функцию в виде  

 21ln
2

1
ln xxy  . 

Тогда 

x
xx

y 2
1

1

2

11

2
 =

)1(

1

2

22

xx

xx




=

)1(

1

2xx 
. 

Ответ: 
)1(

1

2xx
y


 . 

Задача 26. Найти производную неявной функции 05 55  xaxyy . 

Решение. Дифференцируя обе части равенства, имеем: 

05555 44  xyaxayyy . 

Группируем слагаемые: 
44 )( xayaxyy  . 

Окончательно получаем: 

axy

xay
y






4

4

. 

Ответ: )/()( 44 axyxayy  . 

Задача 27. Найти производную функции xxy cos)(sin  π)x0(  . 

Решение. Прологарифмируем обе части равенства: 

xxy lnsincosln  . 

Теперь продифференцируем обе части последнего равенства. 

x
x

xxxy
y

cos
sin

1
coslnsinsin

1
 . 

Умножим обе части этого равенства на y , который по условию задачи 

равен xx cos)(sin . Получим окончательно: 

 






























x

x
xxx

x

x
xxyy x

sin

cos
lnsinsinsin

sin

cos
lnsinsin

2
cos

2

. 

Пусть функция y  от независимой переменной x  задана через 

вспомогательную переменную (параметр) t : 

 

 







.

,

tyy

txx
 

Тогда первая и вторая производные от y  по x определяются по формулам: 
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t
x

x

y

dx

dy
y




 ;                                                     (1.36) 

 

t

txx
x

x

y

dx

yd

dx

yd
y









2

2

 .                                            (1.37) 

Задача 28. Найти 
dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
, если 

 









.1ln

;22

ty

ttx
 

Решение. Находим производные от x  и от  y  по параметру t : 

22  tx
dt

dx
t ; 

1

1




t
y

dt

dy
t . 

Искомая производная от y  по x : 

    
  2

2
1

2

1

12

1

221

1 









 t

tttx

y

dx

dy
y

t

t
x . 

Далее находим производную от 
xy  по t , а затем искомую вторую 

производную от y  по x  как отношение производных от y  и от x по t : 

    31 


 t
dt

yd
y x

tx ; 

   

 4

3

12

1
2
















t

t

x

y

dx

yd
y

t

txx
x

. 

Ответ:   21
2

1  tyx ;   41
2

1
2

 ty
x

.  

Переходим к решению задач о наибольших или наименьших значениях 

величин. Для решения таких задач необходимо, исходя из условия, выбрать 

независимую переменную и выразить исследуемую величину через эту 

переменную, а затем найти искомое наибольшее или наименьшее значение 
полученной функции. При этом интервал изменения независимой 

переменной может быть конечным или бесконечным и также определяется 

из условия задачи. 

Задача 29. Машина доставляет зерно на элеватор по степной дороге, а потом 

по шоссе. Под каким углом к шоссе должна проходить степная дорога, 

чтобы машины тратили наименьшее время на весь путь, если по степной 

дороге скорость машины в k  раз меньше, чем по шоссе? 
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Рисунок 6 ‒ Графическое изображение местности 

Решение. Пусть машина доставляет зерно из пункта A  в пункт B . Отрезок 

AС  изображает степную дорогу, а отрезок CB  – шоссе (рисунок 6). Время, 

потраченное на перевозку зерна, состоит из общего времени поездки по 
дорогам AС  и CB . Обозначим скорость движения по дороге AС  через v , 

тогда, согласно условию задачи, скорость по шоссе равна (k ·v ). 

Обозначим угол, под которым степная дорога проходит до шоссе 

через , величину отрезка DBAD  через  , а величину отрезка DB через 

a . 

Рассмотрим  ADC: 




sin

1
AC ,  ctgaCB . 

Время движения машины рассмотрим как функцию угла  : 

  








 ctg
sin

1ctg

sin kvkv

a

vkv

a

v
f


. 

Определим критические точки. Найдем первую производную: 

  
















22 sin

1

k

1
0

sin

cos

v

1
t ; 

  0t ; 0
sin

11
0

sin

cos

22










k
; 

1cos k ; 
k

1
cos  . 

Для исследования критической точки найдем вторую производную: 

 
























44

23

sin

cossin2

sin

cossin2sin

kv
t


= 

 
























34

2

sin

cos2

sin

cos1sin

kv


=



















3

2

sin

cos2cos1

k

kk

v
=






3

2

sin

cos2coskk

kv


. 
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Вычислим значение второй производной при 
k

1
cos  : 

 2cos1sin =
2

1
1

k
 =

2

2 1

k

k 
; 

 
 

0

111

1

1

1

1
2

1

222

3

3
2

2

































 





kv

kl

kk

k
kk

kv

k

k

kk
kk

kv
t

 . 

Из рисунка 6 видно, что 
AB

a

k


1
cos . 

На указанном промежутке функция  t  имеет единственный 

экстремум – минимум. Следовательно, с ним совпадает наименьшее 
значение функции. 

Ответ. Если скорость по шоссе в k раз больше, чем по степной дороге, то 

степная дорога должна проходить относительно шоссе под углом, 

определяемым соотношением 
k

1
cos  . 

Чтобы исследовать функцию и построить ее график, необходимо: 

1) найти область существования функции; 

2) найти (если возможно) точки пересечения графика с осями координат; 

3) исследовать функцию на периодичность, четность и нечетность; 
4) найти точки разрыва, исследовать их; 

5) определить интервалы монотонности, точки локальных максимумов и 

минимумов графика функции; 

6) восстановить области выпуклости и вогнутости, а также точки перегиба 

графика функции; 

7) найти асимптоты кривой; 

8) построить график функции, учитывая проведенные исследования. 

Задача 30. Исследовать функцию методами дифференциального исчисления 
и построить ее график, использую данные исследования. 

 2

23

22

28256






x

xxx
y . 

Решение. 

1. Область определения. Функция существует при всех значениях ,x  за 

исключением 2x . 

2. Точки пересечения графика с осями координат. 
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Находим точку пересечения с осью Oy . Для этого положим в уравнении 

0x , тогда 5,3y . Следовательно, график данной функции пересекает 

ось Oy  в точке (0; ‒3,5). Найдем точку пересечения с осью .Ox  Положим 

0y  , тогда получим уравнение 

028256 23  xxx , 

откуда 5,1x  . Остальные корни мнимые. Следовательно, график данной 

функции пересекает ось Ox  в точке (1,5;0). 
3. Функция не периодическая, общего типа, то есть ее график не является 

симметричным относительно координатных осей. 

4. Функция в точке 2x  имеет разрыв второго рода: 

 







 2

23

02 22

28256
lim

x

xxx

x
. 

5. Определения точек максимума и минимума. Находим первую 

производную и приравниваем ее к нулю и бесконечности. Получаем: 

      
 4

2322

24

28256242225123






x

xxxxxxx
y = 

 3

23

22

66






x

xxx
, 

066 23  xxx . 

Корни этого уравнения: ‒1;1;6. 

Приравнивая к бесконечности, находим: 

 






3

23

22

66

x

xxx
, 

откуда 02 x , т. е. 2x . Мы получили значение x , при котором функция 

не существует. 

Для исследования на максимум и минимум в стационарных точках 

(корни уравнения 0y ) находим вторую производную данной функции: 

 42

13

8
13














x

x

y . 

Определим знак второй производной в полученных точках: 

  01 y ;   01 y ;   06 y . 

Следовательно, при 11 x  функция достигает максимума, при 12 x  

и 63 x  – минимума. Значения функции при этих значениях x , 
соответственно равны   3,31 y ;   41 y ;   8,36 y . 
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Зная точки максимума и минимума, легко установить промежутки 

возрастания и убывания функции: 

при 1 x  функция возрастает; 

при 1x1   функция убывает; 

при 21  x  функция возрастает; 

при 62  x  функция убывает; 
при  x6  функция возрастает. 

6. Установление промежутков выпуклости и вогнутости, а также точек 

перегиба. Для нахождения точек перегиба приравниваем вторую 

производную к нулю. Получаем 0y , то есть 
13

8
x  вторая производная 

изменяет знак: 

0h
13

8
y 








 ; 0

13

8









 hy . 

Чтобы установить области выпуклости и вогнутости , рассмотрим знак 

второй производной в следующих промежутках: 

( ;
8

13
), (

8

13
;2 ), (2  ; ). 

Имеем: 

при 
13

8
 x , 0y  ‒ кривая выпукла; 

при 2
13

8
 x , 0y  ‒ кривая вогнута; 

при  x2 , 0y  ‒ кривая вогнута. 

7. Определение асимптот. Уравнение наклонной асимптоты будем искать в 

виде: 

bkxy  ,                                                                (1.38) 

где   
 

 
x

xf
k

x 
 lim ;                                                         (1.39) 

  kxxfb
x




lim .                                                 (1.40) 

По формулам (1.39) и (1.40) находим k  и b : 

  2

1

22

28256
lim

2

23







 xx

xxx
k

x
; 

 
1

2

1

22

28256
lim

2

23























x

xx

xxx
b

x
. 
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Согласно (1.38), имеем 1
2

1
 xy . Найдем вертикальные асимптоты. 

Для этого решим уравнение 0
1


y
, то есть 02 x , 2x . Поэтому ветви 

графика будут неограниченно приближаться к вертикальной асимптоте в 

верхней ее части. Теперь установим взаимное расположение кривой и 

асимптоты 1
2

1
 xy . Для этого составим разность ординат кривой и 

асимптоты: 

   22

23

22

2013
1

2

1

22

28256










x

x
x

xx

xxx
. 

Эта разность равна нулю при 
13

20
x , т. е. график кривой пересекает 

асимптоту в точке 









13

20
;

13

3
. На промежутке 










13

20
;  эта разность 

отрицательна, следовательно, график кривой находится под асимптотой, а 

на промежутке 







;

13

20
 она положительна, значит, график находится над 

асимптотой. 

Приступим к построению графика. Прежде всего наносим на 
координатную плоскость асимптоты, затем точки максимума и минимума и 

точку перегиба. Зная промежутки возрастания и убывания функции, а также 

промежутки выпуклости и вогнутости, строим график данной функции (1.7). 
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Рисунок 7 – График функции 
 2

23

22

28256






x

xxx
y  
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СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ 

1. Определители второго и третьего порядков и их свойства. 

2. Разложение определителя по элементам строки или столбца. 

3. Понятие об определителях высших порядков. 

4. Матрицы. Основные определения. Действия над матрицами. 

5. Обратная матрица, теорема о существовании обратной матрицы. 
6. Ранг матрицы и методы его вычисления. 

7. Системы линейных алгебраических уравнений, основные определения. 

8. Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера. 

9. Метод обратной матрицы решения систем линейных уравнений. 

10. Решение линейных систем уравнения методом Гаусса. 

11. Критерий Кронекера ‒ Капелли совместности системы линейных 

уравнений. 

12. Векторы и линейные действия с ними. 
13. Проекция вектора на ось, направляющие косинусы и длина вектора. 

14. Разложение вектора по базису. 

15. Деление отрезка в данном отношении. 

16. Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов, их свойства, 

формулы вычисления и применение. 

17. Условия коллинеарности, перпендикулярности и компланарности 

векторов. 
18. Декартова прямоугольная и полярная системы координат. 

19. Линии на плоскости и их уравнения. 

20. Нахождение уравнения прямой по ее геометрическим свойствам. 

Полярные, параметрические, векторные уравнения прямой. 

21. Прямая на плоскости, разные способы ее задания. 

22. Общее уравнение прямой и его исследование. 

23. Угол между двумя прямыми, условия параллельности и 

перпендикулярности двух прямых. 
24. Расстояние от точки до прямой. 

25. Понятие о кривой второго порядка: окружность, эллипс, гипербола, 

парабола. Канонические уравнения и графики этих линий. 

26. Уравнение прямой в пространстве. Прямая линия в пространстве, 

направляющий вектор. Различные формы ее уравнений. 

27. Угол между двумя прямыми, условия параллельности и 

перпендикулярности двух прямых в пространстве. 

28. Поверхность в пространстве. Уравнения плоскости в пространстве, 
нормальный вектор. 

29. Общее уравнение плоскости и его исследование. 
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30. Понятие поверхности второго порядка: цилиндрические поверхности, 

конические поверхности, сфера, эллипсоид, однополостный и 

двуполостный гиперболоиды, эллиптический и гиперболический 

параболоиды. 

31. Канонические уравнения и графики поверхностей второго порядка. 

32. Понятие функции и способы ее задания, классификация элементарных 
функций. 

33. Монотонные, четные и нечетные, периодические функции. 

34. Неявно заданные функции. Параметрически заданные функции. 

Обратные функции. 

35. Предел функции одной переменной. Предел числовой 

последовательности. Предел функции в точке и при x . 

36. Бесконечно малые величины, их свойства. 

37. Основные теоремы о пределах. 
38. Первый и второй замечательные пределы. 

39. Сравнение бесконечно малых функций, эквивалентные бесконечно малые 

функции. 

40. Раскрытие основных типов неопределенностей. 

41. Непрерывность функции в точке, точки разрыва, их классификация. 

Действия над непрерывными функциями. 

42. Свойства функций, непрерывных на отрезке. 
43. Производная, ее определение и свойства. Основные правила 

дифференцирования функции. 

44. Вычисление производной сложной функции. 

45. Производная функции, заданной параметрически. 

46. Производная неявно заданной функции. 

47. Производная обратной функции. 

48. Производная показательно-степенной функции. 

49. Дифференциал и его свойства. 
50. Производные и дифференциалы высших порядков. 

51. Основные теоремы дифференциального исчисления функции одной 

переменной. 

52. Асимптоты, монотонность, вогнутость и выпуклость функции одной 

переменной. 

53. Применение производной к исследованию функций и построению их 

графиков. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

по теме 

«Векторная и линейная алгебра, аналитическая геометрия,  

дифференциальное исчисление функции одной переменной» 

Задание 1. В задачах 11‒20 даны координаты вершин пирамиды 4321 AAAA . 

Нужно с помощью векторной алгебры найти: 1) длину ребра 21AA ; 2) угол 

между ребрами 21AA  и 41AA ; 3) угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA ; 

4) площадь грани 321 AAA ; 5) объем пирамиды; 6) уравнение прямой 21AA ; 

7) уравнение плоскости 321 AAA ; 8) уравнение высоты, опущенной с 

вершины 4A  на грань 321 AAA . Сделать схематичный чертеж. 

11. A
1
(4;2;5),       A

2
(0;7;2),        A

3
(0;2;7),         A

4
(1;5;0), 

12. A
1
(4;4;10),     A

2
(4;10;2),      A

3
(2;8;4),         A

4
(9;6;4), 

13. A
1
(4;6;5),       A

2
(6;9;4),        A

3
(2;10;10),     A

4
(7;5;9), 

14. A
1
(3;5;4),       A

2
(8;7;4),        A

3
(5;10;4),       A

4
(4;7;8), 

15. A
1
(10;6;6),     A

2
(-2;8;2),       A

3
(6;8;9),         A

4
(7;10;3), 

16. A
1
(1;8;2),       A

2
(5;2;6),        A

3
(5;7;4),         A

4
(4;10;9), 

17. A
1
(6;6;5),       A

2
(4;9;5),        A

3
(4;6;11),       A

4
(6;9;3), 

18. A
1
(7;7;2),       A

2
(5;7;7),        A

3
(5;3;1),         A

4
(2;3;7), 

19. A
1
(8;6;4),       A

2
(10;5;5),      A

3
(5;6;8),         A

4
(8;10;7), 

20. A
1
(7;7;3),       A

2
(6;5;8),        A

3
(3;5;8),         A

4
(8;4;1). 

 

Задание 2. 

21. Уравнения одной из сторон квадрата  x+3y‒5=0. Составить уравнения 

трех других сторон квадрата, если P(‒1;0) ‒ точка пересечения его 

диагоналей. Сделать чертеж. 

22. Дано уравнение одной из сторон ромба x‒3y+10=0 и одной из его 

диагоналей x+4y‒4=0; диагонали ромба пересекаются в точке P(0;1). 

Найти уравнение других сторон ромба. Сделать чертеж. 
23. Уравнения двух сторон параллелограмма x+2y+2=0 и x+y‒4=0, а 

уравнение одной из его диагоналей x‒2=0. Найти координаты вершин 

параллелограмма. Сделать чертеж. 

24. Даны две вершины A(‒3;3) и B(5; ‒1) и точка D(4;3) пересечения высот 

треугольника. Составить уравнение его сторон. Сделать чертеж. 

25. Даны вершины A(‒3; ‒2),  B(4; ‒1), С(1;3) трапеции ABCD (AD||BC). 

Известно, что диагонали трапеции взаимно перпендикулярны. Найти 

координаты вершины D этой трапеции. Сделать чертеж. 
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26. Даны уравнения двух сторон треугольника 5x‒4y+15=0 и 4x+y‒9=0. Его 

медианы пересекаются в точке P(0;2). Составить уравнение третьей 

стороны треугольника. Сделать чертеж. 

27. Даны две вершины A(2; ‒2) и B(3; ‒1) и точка P(1;0) пересечения медиан 

треугольника ABC. Составить уравнение высоты треугольника, 

проведенной из третьей вершины C. Сделать чертеж. 
28. Даны уравнения двух высот треугольника x+y=4 и y=2x и одна из его 

вершин A(0;2). Составить уравнение сторон треугольника. Сделать 

чертеж. 

29. Даны уравнения двух медиан треугольника x‒2y+1=0 и y‒1=0 и одна из 

его вершин A(1;3). Составить уравнение сторон треугольника. Сделать 

чертеж. 

30. Две стороны треугольника заданы уравнениями 5x‒2y‒8=0 и 3x‒2y‒8=0, 

а середина третьей стороны совпадает с началом координат. Составить 
уравнение этой стороны. Сделать чертеж. 

 

Задание 3. 

31. Составить уравнение и построить линию, расстояние каждой точки 

которой от начала координат и от точки A(5;0) относятся как 2:1. 

32. Составить уравнение и построить линию, расстояние каждой точки 

которой от точки A(‒1;0) вдвое меньше расстояния от нее до прямой  
x= ‒ 4. 

33. Составить уравнение и построить линию, расстояние каждой точки 

которой до точки A(2;0) и прямой 5x+8=0 относятся как 5:4. 

34. Составить уравнение и построить линию, расстояние от каждой точки 

которой вдвое больше до точки A(4;0), чем до точки B(1;0). 

35. Составить уравнение и построить линию, расстояние каждой точки 

которой до точки A(2;0) и прямой 2x+5=0 относятся как 4:5. 

36. Составить уравнение и построить линию, расстояние каждой точки 
которой от точки A(3;0) вдвое меньше расстояния от точки B(26;0). 

37. Составить уравнение и построить линию, каждая точка которой 

одинаково удалена от точки A(0;2) и прямой y‒4=0. 

38. Составить уравнение и построить линию, каждая точка которой 

равноудалена от оси ординат и от окружности  x
2
+ y

2
=4x. 

Замечание. Напомним, что в качестве расстояния от точки A до фигуры Ф 

принимается наименьшее из расстояний между точкой A и точками  

фигуры Ф. 

39. Составить уравнение и построить линию, каждая точка которой 

равноудалена от точки A(2;6) и прямой y+2=0. 

40. Составить уравнение и построить линию, каждая точка которой отстоит 
от точки A(‒4;0) в три раза дальше, чем от начала координат. 

 



 

«Векторная алгебра, аналитическая геометрия, математический анализ» 

42 

Задание 4. В задачах 51‒60 каждую из систем линейных алгебраических 

уравнений исследовать на совместность и решить двумя способами:  

1) методом Гаусса; 2) средствами матричного исчисления. 

51. 














.1132

,132

,523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

52. 














.6523

,20432

,632

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

53. 














.18265

,4352

,9234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

54. 














.244

,422

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

55. 














.11423

,11243

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

56. 














.05

,432

,8243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

57. 














.334

,2638

,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

58. 














.9653

,53

,324

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

59. 

1 2

1 3

1 2 3

7 5 31,

4 11 43,

2 3 4 20.

x x

x x

x x x

 


  
    

 

60. 














.93

,2025

,3142

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Задание 5. В задачах 111‒120 найти указанные пределы, не пользуясь 

правилом Лопиталя. 

111. а)  ;
23

21
lim





 x

x

x
                                б)  ;

3

11
lim

0 x

xx

x




 

в)  ;
5

cos1
lim

20 x

x

x




                              г)  .

2

3
lim

x

x x

x














 

112. а)  ;
12

1
lim

3

3





 x

x

x
                               б)  ;

7

32
lim

7 



 x

x

x
 

в)  ;
5

3arcsin
lim

0 x

x

x
                              г)  .

12

12
lim

x

x x

x














 

113. а)  ;
2

52
lim

3

23





 xx

xx

x
                       б)  ;lim

21 xx

xx

x 




 

в)  ;
2cos1

lim
0 x

x

x




                           г)  .

4

14
lim

2x

x x

x







 


 

114. а)  ;
22

63
lim

4

24





 xx

xx

x
                        б)  ;

131
lim

0  x

x

x
 

в)  ;
arctg

5
lim

0 x

x

x
                                  г)   x

x
x

1

0
21lim 

  

115. а)  ;
15

562
lim

2

2





 xx

xx

x
                         б) ;

11
lim

2

2

0 x

x

x




 

в)  ;
coscos

lim
2

3

0 x

xx

x




                        г)   .ln1lnlim xxx

x


  

116. а)  ;
112

53
lim

4

4





 xx

xx

x
                         б)  ;

2131
lim

20 xx

xx

x 




 

в)  ;
3sin

2ctg
lim

2

0 x

xx

x
                               г)     .ln3ln12lim xxx

x


  

117. а)  ;
32

52
lim

42

42

xx

xxx

x 




                       б) ;

131
lim

32

2

0 xx

x

x 




 

в)  ;
2cos1

6cos1
lim

0 x

x

x 




                                г)     .ln3ln5lim xxx

x


  

118. а)  ;
53

135
lim

2

2





 xx

xx

x
                           б)  ;

3

512
lim

3 



 x

x

x
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в)  ;2
tg

lim
2

2

0 x

x

x
                                  г)    .67lim 33

3

1



 x

x
x

 

119. а)  ;
3

227
lim

4

34





 x

xx

x
                   б)  ;

5

6231
lim

25 xx

xx

x 




 

в)  ;
2tg2

4cos1
lim

0 xx

x

x




                            г)    .53lim

4

2

2
2 




x

x

x
x

 

120. а)  ;
522

938
lim

25

25





 xx

xx

x
                    б)  ;

22

2
lim

2 



 x

x

x
 

в)  ;3ctg5lim
0

xx
x

                               г)    .83lim 3

2

3



 x

x
x

 

Задание 6. В задачах 141‒150 найти производные 
dy

dx
 для данных функций. 

141. а)  ;

1

3
342

3 



xx

xy         б)    ;3
2cos  xey  

в)   ;52lnsin  xy                           г)  ;
xxxy 

 

д)  .5tg x
x

y









   

142. а)  ;1 22 xxy                             б)  ;
cos

sin4

2 x

x
y   

в)  xey 2arctg ;                             г)  ;

1

xxy 
 

д)  arctg yx 0.y    

143. а)  
21
;

1

x
y x

x





                             б)  ;

2tg

1

2 xx
y   

в)  arcsin 1 3 ;y x                        г)  xxy ln  

д)   .cossin yxxy   

144. а)  ;

543

63

2xx

x
y




                      б)  sin cos ;y x x x   

в)  xxy m ln ;                                 г)  ;tg xxy 
 

д)  .arctg 









y

x

x

y
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145. а)  ;
22 xa

x
y



                             б)  ;
cos32

sin

2

2

x

x
y


  

в)  ;
1

ln




x

xx
y                                    г)    ;arctg ln xxy 

 

д)      .0111  yx ee  

146. а)  35

2

1
5 1;

1
y x

x
  


                 б)   ;1tg2 23  xy  

в)  ;3
3arctgxy                                 г)    ;arctg xxy 

 

д)  .2 x

y

exy   

147. а)  
2

3
2

1
;

1

x
y

x





                              б)  ;lncostg

2

1 2 xxy   

в)  ;

11

arctg
2x

x
y



               г)    ;2 x
xxy 

 

д)  .0333  axyyx  

148. а)  ;
5

533 45

x
xxy                 б)  ;

sin1

sin1
ln

x

x
y




  

в)   ;tgarctg 2 xy                        г)    ;sin ln xxy 
 

д)  sinayx  0.y   

149. а)  ;
1

55 2

x
xxy                   б)  ;2 xx ey   

в)  ;

1

arcsin

2x

x
y



                          г)    ;cos xxy   
 

д)  .arctgln 









y

x
y

 

150. а)  2 331 1;y x x                б)  ;tg
3

tg3

xx
x

y   

в)  ;
2

3
tg






x

x
xy                    г)    ;cos

2xxy 
 

д)    0arctg  xeyx y
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Задание 7. В задачах 151‒160 найти производные 
dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
 для данных 

функций: а)  xfy  ; б) 
 

 







.

,

xy

xx
 

151.  а)  ;
12 


x

x
y             б)  ;

2
cos

t
x    .sin tty   

152.  а)  ;2ctgln xy           б)  ;83 ttx    .25 tty   

153.  а)  ;ln3 xxy              б)  ,sin ttx    .cos1 ty   

154.  а)  ;arctg xxy          б)  ,2tex    .costy   

155.  а)  ;arctg xy              б)  ,cos3 2 tx    .sin2 3 ty   

156.  а)  ;3ctg xey               б)  ,cos3 tx    .sin4 2 ty   

157.  а)  ;cos xey x            б)  ,3 3ttx    .3 2ty   

158.  а)  ;sin xey x          б)  ,2 3ttx    .2 2ty   

159.  а)  ;1 2xxy          б)  ,lncos ttx    .lnsin tty   

160.  а)  ;
2xxey              б)  ,ln tx    .

1

2

1










t
ty  

Задание 8 

181. Требуется изготовить из жести ведро цилиндрической формы без 

крышки данного объема V . Каковы должны быть высота ведра и радиус 

его дна, чтобы на его изготовление пошло наименьшее количество жести? 

182. Равнобедренный треугольник, вписанный в круг радиуса   R , 

вращается вокруг прямой, проходящей через его вершину параллельно 
основанию. Какова должна быть высота этого треугольника, чтобы тело, 

полученное в результате его вращения, имело наибольший объем? 

183. Прямоугольник вписан в эллипс с осями 2a и 2b. Каковы должны быть 

стороны прямоугольника, чтобы его площадь была наибольшей? 

184. Найти радиус основания и высоту цилиндра наибольшего объема, 

который можно вписать в шар радиуса R. 

185. Найти радиус основания и высоту конуса наименьшего объема, 

описанного вокруг шара радиуса R. 

186. При каких линейных размерах закрытая цилиндрическая банка данной 

вместимости V будет иметь наименьшую полную поверхность? 

187. Окно должно иметь форму прямоугольника, заканчивающегося 

полукругом. Периметр окна равен а. При каких размерах сторон 

прямоугольника окно будет пропускать наибольшее количество света? 
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188. В точках A и B, расстояние между которыми равно а, находятся 

источники света соответственно с силами F
1
и F

2
. На отрезке AB найти 

наименее освещенную точку M
0
. 

Замечание. Освещенность точки источником света силой F обратно 

пропорциональна квадрату ее расстояния r от источника света. 

189. Из круглого бревна, диаметр которого равен d, требуется вырезать 
балку прямоугольного поперечного сечения. Каковы должны быть 

ширина и высота этого сечения, чтобы балка имела наибольшее 

сопротивление на изгиб? 

Замечание. Сопротивление балки на изгиб пропорционально произведению 

ширины x ее поперечного сечения на квадрат его высоты y: 

,2kxyQ  .constk  

190. Требуется изготовить открытый цилиндрический бак данного объема 

V. Стоимость квадратного метра материала, идущего на изготовление дна 

бака, равна P
1
 руб., а стенок ‒ P

2
 руб. Каковы должны быть радиус дна и 

высота бака, чтобы затраты на материал для его изготовления были 

наименьшими? 

Задание 9. В задачах 191‒200 исследовать методами дифференциального 

исчисления функцию  xfy   и построить ее график, используя данные 

исследования. 

191.  
24

4

x

x
y


 .                       192. 

1

1

2

2






x

x
y . 

193. 
1

1

2

2






x

x
y .                         194.

1

2




x

x
y . 

195. 
12

3




x

x
y .                         196. 

x

x
y

54 3 
 . 

197. 
3

52






x

x
y .                         198) 

13

4




x

x
y . 

199. 
1

4

3

3




x

x
y .                          200. 

2

2

41

42

x

x
y




 . 

Задание 10. В задачах 201‒210 исследовать методами дифференциального 

исчисления функцию  y f x  и построить ее график, используя данные 

исследования 

201.  
x

x
y

ln
 .                       202. 

2xxey  . 

203. 
22 xxey  .                      204. xxy ln22  . 
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205.  4ln 2  xy .               206. xey  2

1

. 

207.  1ln 2  xy .                208.   222 xexy  . 

209.  29ln xy  .               210.   131  xexy . 

Задание 11. В задачах 41‒50 линия задана уравнением   rr  в полярной 

системе координат. Требуется: 1) построить линию по точкам, начиная от 

0  до  2  и придавая значения   через промежуток 8/ ; 2) найти 

уравнение данной линии в декартовой прямоугольной системе координат, в 
какой начало совпадает с полюсом, а положительная полуось абсцисс ‒ с 

полярной осью; 3) по уравнению в декартовой прямоугольной системе 

координат определить, какая это линия. 

41.  



cos

1
r ,                           46.  




cos2

1
r , 

42.  



cos32

4
r ,                    47.  




cos3

8
r , 

43.  



cos22

1
r ,                    48.  




cos43

5
r , 

44.  



cos2

10
r ,                      49.  




cos21

3
r , 

45.  
 


cos13

1
r ,                  50.  




cos36

5
r . 
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