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Лабораторная работа № 1
Способы задания множеств. Операции над множествами.

Основные соотношения алгебры множеств

Цель работы: изучение способов задания множеств. Приобретение практических навыков в выполнении операций над множествами и проверке основных соотношений алгебры множеств.

Теоретическая справка

Множество - объединение в одно целое различимых между собой элементов. 
Конечное множество - множество, состоящее из конечного числа элементов.

Бесконечное множество - множество, состоящее из бесконечного числа элементов.

Способы задания множеств

1) Перечисление элементов.

Например:

 А = {1,3,5,6,889,-10}

2) Задание определяющего свойства.

Например:

X = { x | 1 > х > 5, x є Z };

А = {a2 | a - четное число}.

Пустое множество – множество, не содержащее ни одного элемента. Пустое множество обозначается 
Универсальное – множество, содержащее все возможные элементы. Универсальное множество обозначается U.

Утверждение "а является элементом множества А" записывается в виде  а(А     (а принадлежит множеству А).

Утверждение "а не является элементом множества А" записывается в виде а(А     (а не принадлежит множеству А).
Множества А и В называются равными (обозначается А = В), если они состоят из одних и тех же элементов.

Если каждый элемент множества А является также элементом множества В, то говорят, что А содержится или включается  в В. 
В этом случае пишут А ( В.

Множество A называется подмножеством множества B, если 
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В тех случаях, когда одновременно имеют место соотношения        A ( B и A ( B, говорят, что A строго включается  в B, и используют запись A ( B.

Операции над множествами

Объединением множеств A и B (обозначается A ( B) называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из этих множеств, т.е 





A ( B = (а ( а ( A или а ( B(.

Пересечением  множеств A и B (обозначается AB) называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих каждому из этих множеств, т.е. 







А B = (а (а ( А  и  а ( B(.

Разностью множеств А и B (обозначается А \ B) называется множество, состоящее из всех элементов множества A , не принадлежащих множеству B, т.е. 





А \ B =(а (а ( А  и  а ( B(.
Дополнением множества А в универсальном множестве U (обозначается 
[image: image2.wmf]A

, (А) называется множество, состоящее из всех элементов универсального множества U, не принадлежащих множеству А, т.е.

(А = U \ A
Симметрической разностью множеств A и B (обозначается A ( B или A ( B) называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих в точности одному из этих множеств, т.е. 



          A ( B ( (а(  либо а ( A и а ( B, либо а ( A и а ( B(
A ( B = (A \ B) ( (B \ A) = (A ( B) \ (A ( B)
Операции над множествами можно проиллюстрировать графически с помощью кругов Эйлера (их также называют диаграммами Венна). В этом случае исходные множества изображают кругами, а множество-результат выделяют штриховкой. 
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Основные законы алгебры множеств:

1) Коммутативные законы




А ( В = В ( А
А ( В = В ( А
А ( В = В ( А
2) Ассоциативные законы





А ( (В ( С) = (А ( В) ( С
А ( (В ( С) = (А ( В) ( С
3)Дистрибутивные законы

А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С)

А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С)

4)Законы с ( и U
А ( ( = А

А ( U = А

А (
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6) Законы идемпотентности

А ( А = А

А ( А = А
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7) Законы поглощения

А ( (А ( В) = А
А ( (
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 A ( B  = 
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 A ( B  = 
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9) Законы склеивания

(А ( В) ( (
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 ( В) = В
(А ( В) ( (
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 ( В) = В

Справедливость законов алгебры множеств доказывается на основе определения равенства: Х = Y, если 


1) Х ( Y:  ( x ( X ( x ( Y;
2) Y ( Х:  ( y ( Y ( y ( X.

Сформулированный принцип называют интуитивным принципом объемности.
Для доказательств будем использовать следующие  обозначения ({ -  и ;  [ - или ) и соотношения : 
x ( A ( B ( 
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x ( A \ B ( 
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x ( A \ B( x ( A ( 
[image: image21.wmf]B

(
[image: image22.wmf]ê

ë

é

Î

Ï

B

x

A

x


Например: 

Используя отношения принадлежности, доказать тождество 

(A ( B) \ C = (A \ C) ( (B \ C).

Пусть

X = (A ( B) \ C; 

Y = (A \ C) ( (B \ C).
Если 
x ( X ( x ( (A ( B) \ C ( 
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Если 
y ( Y ( y ( (A \ C) ( (B \ C) (
y ( [(A \ C) \ (B \ C)] ( [(B \ C) \ (A \ C)] ( 
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Отсюда 
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Следовательно тождество верно.
Задание к лабораторной работе.

Заданы множества X, Y, Z, U.
Правило образования множеств  X, Y, Z и U:

X -  множество букв имени студента;

Y -  множество букв отчества студента;

Z -  множество букв фамилии студента;

U -  универсальное множество = X ( Y ( Z ( { ъ,ё, гласные , отсутствующие в 

       множествах X, Y, Z}

1.  Вычислить:

- X ( Y , Y ( Z , X ( Z,  X ( Y ( Z;

- Y ( Z , X ( Y ( Z;

- X \ Z, Z \ X;

- X (
[image: image39.wmf]Z

;

- X ( Z ;

- X (
[image: image40.wmf]Y

, X ( (Y ( Z);

- (X \ Z) ( (Y \ Z). 

2.  Нарисовать диаграммы Эйлера для:

-  X ( Y ( Z;

- (X ( Y) ( 
[image: image41.wmf]Z

;

- (X  \  Z) ( (Y \ Z). 

3.  Проверить экспериментально на множествах X, Y, Z справедливость следующих утверждений:      

    _______

-  (X ( Y)  = 
[image: image42.wmf]X

 ( 
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;

   _______

-  (X ( Y)  = 
[image: image44.wmf]X

 ( 
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;

- X \ (Y ( Z) = (X \ Y) ( (X \ Z);

- X \ (Y ( Z) = (X \ Y) ( (X \ Z).

4. Записать булеан для произвольного подмножества множества Z мощности 4. Выписать все возможные разбиения и привести примеры 3х покрытий этого подмножества.

5. Доказать следующие тождества, используя отношения принадлежности.  Продемонстрировать на кругах Эйлера:

1.  А ( ( В ( С )  =  ( А ( В ) ( ( А ( С )
2.  А ( ( В ( С ) = ( А ( В ) ( ( А ( С )

3.  ( А ( В ) ( ( С ( D ) = ( А ( С )(( В ( С ) ( ( А ( D ) ( ( В ( D )

4.  ( A ( B ) ( A = ( A ( B ) ( A = A

 _____

5.   A ( B  = 
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 ( 
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     _____

6.   A ( B  =  
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 ( 
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7.  A \ ( B ( C ) = ( A \ B ) ( ( A \ C )

8.  A \ ( B ( C ) = ( A \ B ) ( ( A \ C )

9.  A \ ( A \ B ) =  A ( B

   _____

10.  A \ B = A ( 
[image: image50.wmf]B
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11.  A \ B = A \ ( A ( B )

12.  A ( ( B \ C ) =  ( A ( B ) \ ( A ( C ) = ( A ( B ) \ C

13.  (A \ B) \ C =  (A \ C) \ (B \ C)

14.  A ( B =  A ( ( B \ A )

15.  ( A ( B ) ( ( A ( 
[image: image52.wmf]B

 )  =  ( A ( B ) ( ( A ( 
[image: image53.wmf]B

)  = A

16.  (
[image: image54.wmf]A

 ( B ) ( A =  A ( B

17.  A ( ( B \ A ) = (
18.  ( A ( B ) \ C = ( A \ C ) ( ( B \ C )

19.  A \ ( B \ C ) =  ( A \ B ) ( ( A ( C )

20.  A \ ( B ( C ) =  ( A \ B ) \ C 

21.  A ( B = B ( A

22.  A ( ( B ( C ) = ( A ( B ) ( C

23.  A ( ( B ( C ) = ( A ( B ) ( ( A ( C )

24.  A ( ( A ( B ) = B 

25.  A ( B =  A ( B ( ( A ( B )
Контрольные вопросы.

1.  Дать определение множества.

2.  Привести примеры конечных и бесконечных множеств.
3.  Указать существующие способы задания множеств.
4.  Дать определения пустого и универсального множеств.
5.  Что называют подмножеством множества?
6.  Ввести понятия операций над множествами.
7.  Привести примеры операций над множествами с помощью кругов Эйлера.
8.  Записать основные законы и теоремы алгебры множеств. 
Лабораторная работа № 2
Отношения на множествах

Цель работы: изучение способов задания отношений, приобретение                        практических навыков в проверке основных свойств отношений, классификация отношений.

Теоретическая справка

Прямое (декартово) произведение множеств Х и Y – множество упорядоченных пар, таких что:
Х x Y = {(x,y) |  x(X, y(Y}.

При X = Y множество X х X называется декартовой степенью  множества X  и обозначается X2.
Бинарное отношение на множествах X и Y – произвольное подмножество прямого произведения двух множеств ( ( Х x Y = {(x,y) |  x(X, y(Y}.

Если ( ( Х2, то отношение ( задано на множестве Х.

Если  (x,y)((, то (x,y) находятся в отношении ( или связаны  отношением (:
х ( y   или   y = ((х) .
Область определения D( бинарного отношения - множество первых элементов каждой упорядоченной пары                             D( = {x | (x,y) ( (}.

Область значений J( бинарного отношения - множество вторых элементов каждой упорядоченной пары                               
J ( = {y | (x, y) ( (}.
Способы задания отношений

1) Список пар 

           ( = {(1,5), (2,4), (3,6), (6,2)} на ( ( Х2, Х = {1,2,3,4,5,6}

2) Характеристическая функция

           ( = {(n,m)| n = 2*m}  

3) Графическое изображение
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           ( ={(1,5), (2,4), (3,6), (6,2)} на ( ( Х2, Х = {1,2,3,4,5,6}

4) Матрица отношения

           ( ={(1,5), (2,4), (3,6), (6,2)} на ( ( Х2, Х = {1,2,3,4,5,6}

[image: image364.png]53

0010 0110
x5
1010 {110
2000 o100 L0011 o111
B
1000 011 11
1100 0001 0101
S
1001
= 1101

3




	[image: image365.png]o1t

111

o

110

o1

1

o

m




	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	[image: image366.png]%
ety LR
3 %
EXXN 1
fEE 5
_nE[ ing
7, nE
R 1% -
1% i,



2
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	4
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	1
	0
	0
	0
	0


Свойства  бинарных отношений

         Пусть  ( задано  на  множестве  X,  ( ( Х2
Рефлексивность:              ( х ( Х  х ( х .

Антирефлексивность:      
[image: image55.wmf]Ø$

 х ( Х   х ( х.

Нерефлексивность:
      ( х ( Х  (x, x) ( (.

Симметричность:
      ( х, y ( Х  х ( y => y  (  х.    

Антисимметричность:     (  х, y ( Х   х ( y,  y  (  х (x = y.

Транзитивность:
              ( х, y, z ( Х  х ( y, y ( z => x ( z.

Отношение порядка – антисимметрично,  транзитивно. 

Отношение нестрого порядка (
[image: image56.wmf]p

)   -  
рефлексивно,
 



антисимметрично,
 



транзитивно.

Отношение  строгого  порядка (
[image: image57.wmf]p

)  -
антирефлексивно,
 



антисимметрично, 
 



транзитивно.

В отношениях полного порядка все элементы  сравнимы между собой, а в отношениях частичного порядка не все элементы  сравнимы между собой.

Отношение эквивалентности ( ( )  - 
рефлексивно,
                                       симметрично, 
                                       транзитивно .

Класс эквивалентности для х :
[ x ] = { y( Х | x ( y }  

Обратное отношение получается путём перестановки значений в парах исходного отношения.

Композиция отношений  ( и (    - отношение, состоящее из пар
( ○ ( = {(x, z)| х ( у,  y ( z }
Например:
Отношения ( и (  заданы на множестве Х = {1, 2, 3, 4, 5, 6,}.

( = {(1,4), (2,5), (3,6), (4,1), (6,3)},

(  = {(1,1), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,6)}.

Область определения 
D( = {1, 2, 3, 4, 6}.

Область значений 
           J ( = {1, 3, 4, 5, 6}.

Обратное отношение   
(-1 = {(4,1), (5,2), (6,3), (1,4), (3,6)}.

Отношение (  - антирефлексивно, не симметрично, не транзитивно.

Область определения 
D( = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Область значений        
J ( = {1, 3, 4, 5, 6}.

Отношение (  - не рефлексивно, антисимметрично, не транзитивно.

 Композиция ( ○ ( = {(1,5), (2,6), (3,6), (4,1), (6,4)}.

Например:
Отношение
(= { (x, y) | сравнение по модулю m, x,y ( N }.

Отношение сравнения по модулю  m  на множестве натуральных чисел:     x = y mod m,    что означает  x и y  имеют одинаковый остаток при делении на m (классы вычетов по модулю  m).

Отрезок натурального ряда  N4={1,2,3,4}.

Отношение сравнения по модулю 2 на  N4  :

( = { (1,1),(1,3),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(4,2) ,(4,4)}. 

Область определения 
D( = {1, 2, 3, 4}.

Область значений      
J ( = {1, 2, 3, 4}.

Отношение   ( - рефлексивно, симметрично, транзитивно.

Отношение   ( - отношение  эквивалентности.

Классы  эквивалентности:      [ 1 ]={ 1,3 }=[ 3 ]

[ 2 ]={ 2,4 }=[ 4 ].

Например:
Отношения  (  и  (  заданы на множестве  N4 .

                        ( ={ (1,2), (2,3), (1,3), (3,4), (2,4), (1,4) }

                        (={ (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) }.

Область определения  D( = { 1, 2, 3 }.

Область значений        J ( = { 2, 3, 4 }.

Отношение  ( - антирефлексивно,антисимметрично,транзитивно.  

Отношение  ( - отношение строгого   порядка.

Область определения  D( = { 1, 2, 3 ,4 }.

Область значений 
      J ( = { 1, 2, 3, 4 }.

Отношение   ( - рефлексивно, симметрично, антисимметрично, транзитивно.

Отношение   ( - отношение нестрогого частичного порядка.

Отношение   ( - отношение эквивалентности.

        Классы  эквивалентности :
  [ 1 ]={ 1 }

                                                                [ 2 ]={ 2 }

                                                      [ 3 ]={ 3 }

                                                                [ 4 ]={ 4 }.

Функциональные отношения

Пусть ( ( Х х Y.

Функциональное отношение   –   бинарное   отношение   (,   для которого 
( х ( D(   ( ( y ( Y: х ( y .

Всюду определённое отношение  –  бинарное отношение   (, для которого D( =Х   ("нет одиноких х"). 

Сюръективное   отношение   –   бинарное отношение   (,   для  которого J(  = Y ("нет одиноких y"). 

Инъективное отношение – бинарное отношение, в котором разным х соответствуют разные у.

Биекция – функциональное, всюду определённое, инъективное, сюръективное отношение, задаёт взаимно однозначное соответствие множеств.
Например:
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         Пусть ( = { (x, y) ( R2 | y2 + x2 = 1, y > 0 }.

Отношение ( - функционально, 

      не всюду определено ("есть одинокие х "),

      не инъективно (есть разные х, которым соответствуют  одинаковые у),

      не сюръективно ("есть одинокие у "),

      не биекция.

Например:

Пусть  (= {(x,y) ( R2  | y = x+1​}
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Отношение (- функционально, 

Отношение (- всюду определено ("нет одиноких х "),

Отношение (- инъективно (нет разных х, которым соответствуют одинаковые у),

 Отношение (- сюръективно ("нет одиноких у "),

 Отношение (- биективно, взаимно-однородное соответствие.

Например:
Пусть (={(1,2), (2,3), (1,3), (3,4), (2,4), (1,4)} задано на множестве N4.

Отношение ( - не функционально, x=1 соответствует три y: (1,2), (1,3), (1,4)

Отношение ( - не всюду определенно D(={1,2,3}( N4

Отношение ( - не сюръективно I(={1,2,3}( N4

Отношение ( - не инъективно, разным x соответствуют одинаковые y, например (2,3) и (1,3).

Задание к лабораторной работе

1. Заданы множества N1 и N2. Вычислить множества:

(N1 х N2) ( (N2 х N1); 

(N1 х N2) ( (N2 х N1);


(N1 ( N2) x (N1 ( N2);


(N1 ( N2) x (N1 ( N2),

где N1 = {цифры номера зачетной книжки, три последние}; 

      N2 = {цифры даты и номера месяца рождения}.

2.Отношения   ( и (  заданы на множестве N6={1,2,3,4,5,6}.

Описать отношения   (, (, ( -1, ( ○ (, (-1 ○ (   списком пар. 

Найти матрицы отношений ( и (.

     Для каждого  отношения определить область определения и область 

     значений.

     Определить свойства  отношений.

     Выделить отношения эквивалентности и  построить классы эквивалентности.

     Выделить отношения порядка и классифицировать их.

1) ( = { (m, n) | m > n }

( = { (m, n) | сравнение по модулю 2}

2) ( = { (m, n) | (m - n) делится на 2} 
( = { (m, n) | m  делитель n }

3) ( = { (m, n) | m < n }

( = { (m, n) | сравнение по модулю 3}

4) ( = { (m, n) | (m + n)  - четно}




( = { (m, n) | m2=n }

5) ( = { (m, n) | m / n - степень 2 }

( = { (m, n) | m = n }

6) ( = { (m, n) | m / n - четно}

( = { (m, n) | m ( n }

7) ( = { (m, n) | m / n - нечетно }

( = { (m, n) | сравнение по модулю 4}

8) ( = { (m, n) | m ( n - четно }

( = { (m, n) | m ( n }

9) ( = { (m, n) | сравнение по модулю 5 }

( = { (m, n) | m делится на n }

10)  ( = { (m, n) | m - четно, n - четно }

 ( = { (m, n) | m делитель n }

11)   ( = { (m, n) | m =  n }

  ( = { (m, n) |  (m + n) ( 5 }

12)  (={(m, n) | m и n имеют одинаковый остаток от деления на 3}

 ( = { (m, n) | (m - n) ( 2 }

13)  ( = { (m, n) | (m + n) делится нацело на 2 }

( = { (m, n) | 2 ( (m - n) ( 4 }

14)  ( = { (m, n) | (m + n) делится нацело на 3 }

 ( = { (m, n) | m ( n }

15)   ( = { (m, n) | m и  n  имеют общий делитель }

  ( = { (m, n) | m 2( n }

16)   ( = { (m, n) | (m - n) делится нацело на 2 }

      


  ( = { (m, n) | m < n +2 }

17)   ( = { (m, n) | сравнение по модулю 4 }

  ( = { (m, n) | m ( n }

18)   ( = { (m, n) | m делится нацело на n }

  ( = { (m, n) | m ( n , m- четно}

19) ( = { (m, n) | сравнение по модулю 3 }

  ( = { (m, n) | 1 ( (m - n) ( 3 }

20)   ( = { (m, n) | (m - n) делится нацело на 4 }

  ( = { (m, n) | m ( n }

21)   ( = { (m, n) | m - нечетно, n - нечетно }

  ( = { (m, n) | m ( n , n-четно } 

22)  ( = { (m, n) | m и n имеют нечетный остаток от деления на 3 }

  ( = { (m, n) | (m - n) ( 1 }

23)   ( = { (m, n) | m ( n - нечетно }

  ( = { (m, n) | сравнение по модулю 2 }

24)   ( = { (m, n) | m ( n - четно }

  ( = { (m, n) | 1 ( (m - n) ( 3 } 

25)    ( = { (m, n) | (m + n) - четно }

   ( = { (m, n) | m не делится нацело на  n }  

3. Определить является ли заданное отношение f - функциональным,   всюду определенным, инъективным, сюръективным, биекцией.

Построить график отношения, определить область определения и область значений. 

Выполнить это же задание для отношений ( и ( из пункта 3 лабораторной работы (R - множество вещественных чисел).

1)  f={ (x, y) ( R2 | y=1/x +7x }

2)  f={ (x, y) ( R2 | x ( y }

3)  f={ (x, y) ( R2 | y ( x }

4)  f={ (x, y) ( R2 | y ( x, x ( 0 }

5)  f={ (x, y) ( R2 | y2 + x2 = 1 }

6)  f={ (x, y) ( R2 | 2| y | + | x | = 1 }

7)  f={ (x, y) ( R2 | x + y ( 1 }

8)  f={ (x, y) ( R2 | x = y2 }

9)  f={ (x, y) ( R2 | y = x3 + 1}

10)  f={ (x, y) ( R2 | y = -x2 }

11)  f={ (x, y) ( R2 | | y | + | x | = 1 }

12)  f={ (x, y) ( R2 | x = y -2 }

13)  f={ (x, y) ( R2 | y2 + x2 ( 1, y > 0 }

14)  f={ (x, y) ( R2 | y2 + x2 = 1, x > 0 }

15)  f={ (x, y) ( R2 | y2 + x2 ( 1, x > 0 }

16)  f={ (x, y) ( R2 | x = y2 , x ( 0 }

17)  f={ (x, y) ( R2 | y = sin(3x + () }

18)  f={ (x, y) ( R2 | y = 1 /cos x }

19)  f={ (x, y) ( R2 | y = 2| x | + 3 }

20)  f={ (x, y) ( R2 | y = | 2x + 1| }

21)  f={ (x, y) ( R2 | y = 3x }

22)  f={ (x, y) ( R2 | y = e-x }

23)  f ={ (x, y)( R2 | y = e| x | }

24)  f={ (x, y) ( R2 | y = cos(3x) - 2 }

25)  f={ (x, y) ( R2 | y = 3x2 - 2 }

   Контрольные вопросы

1.Декартово или прямое произведение множеств.

2.Определение бинарного отношения.

3.Способы описания бинарных отношений.

4.Область определения и область значений.

5.Свойства бинарных отношений.

6.Отношение эквивалентности и классы эквивалентности.

7.Отношения порядка: строгого и нестрого, полного и частичного.

8.Классы вычетов по модулю  m.

9.Функциональные отношения. 

    10. Инъекция, сюръекция, биекция.

Лабораторная работа № 3
Основные понятия комбинаторики

Цель работы: приобретение практических навыков в решении задач пересчета для основных видов комбинаторных соединений.

Теоретическая справка

Правила суммы и произведения

Важную роль при решении многих комбинаторных задач играют  правила суммы и произведения.

Сформулируем эти правила с точки зрения теории множеств и комбинаторики.

Правило суммы

Теоретико-множественная формулировка правила суммы

Пусть A и B – конечные множества, | A  | = m; | B | = n; A ( B = (. Тогда объединение множеств: A ( B содержит m + n элементов.

В общем случае.

Пусть   | M1 | = m1, | M2 | = m2  ,  … ,   | Mk | = mk   и    Mi  ( M j  = (, 

( i,j=1.. k,  i ( j. Тогда,  | M | = | M1 ( M2 ( … ( Mk |  =  m1 + m2 +…+ mk.

Комбинаторная формулировка правила суммы

Если объект a может быть выбран m способами, а объект b – n другими способами, то выбор "a или b" может быть осуществлен m + n способами. Выбор a и b – взаимоисключающий: выбор a исключает выбор b; выбор a не совпадает с каким-либо способом выбора b.

В общем случае.

Если  объект  a1  может  быть  выбран  m1   способами;  a2  –  m2  cпособами;   …   ;    ak    – mk способами. Выбор "a1 или a2…или ak " может быть осуществлен  m1   + m2  + … + m k  способами.

Например: 

Из Киева в Донецк в течение суток отправляется 3 поезда, 1 самолет и 2 автобуса. Сколько существует способов выехать из Киева в Донецк?

Решение:   

По правилу суммы имеем N= 3+1+2 = 6 способов.

Правило произведения

Теоретико – множественная формулировка правила произведения

        Если A и B – конечные множества и | A | = m, | B | = n, то мощность множества A(B равна m(n.

В общем случае.

        Если | M1 |  = m1, | M2 | = m2,  … ,  | Mk |=mk,  то  | M1 ( M2 ( … ( Mk |  = m1(m2(…(mk.

Комбинаторная формулировка правила произведения

        Если объект a может быть выбран m способами, и после этого объект b  может  быть  выбран  n  способами, то выбор пары  (a, b)  может осуществляться  m(n  способами (выбор a и b независимы).

В общем случае.

        Пусть объект a1 может быть выбран m1 способом, объект a2 – m2 способами; объект  ak – mk способами, причем выбор a1 не влияет на число способов выбора a2, … ,ak, выбор a2 на число способов выбора a3, … ,ak и т.д. Тогда, выбор упорядоченного множества объектов (a1, a2 …ak) – в указанном порядке можно осуществить m1( m2(… (mk способами.

Например: 

Сколько различных танцующих пар можно составить из 3-х девушек и 2-х юношей?

Решение:    

Число способов выбрать одну девушку из трех равно 3, при каждом способе выбора девушки  число способов выбрать юношу постоянно и равно 2.По правилу произведения имеем N = 3(2 = 6 пар.

Сложный выбор объектов

Часто в комбинаторных задачах выбор объектов происходит в несколько ступеней, на некоторых работает правило суммы, на других – правило произведения. При сложном выборе объектов важно обеспечить полный перебор всех возможных случаев.

Например:

Имеется три различных флага. На флагштоке поднимается сигнал, состоящий не менее, чем из 2-х флагов. Сколько различных сигналов можно поднять на флагштоке, если порядок сигналов учитывается?

Решение:

Сигнал может состоять либо из 2-х флагов, либо из 3-х. Одновременное выполнение 2-х действий невозможно. Пусть  N – общее число способов поднять сигнал, состоящий не менее, чем из 2 флагов; N2  – число способов поднять сигнал, состоящий ровно из  2 флагов; N3  – ровно из 3 флагов.

По правилу суммы имеем: N = N2 + N3 . Далее N2  и N3  находим по правилу произведения:

N2=3(2=6; 

N3=3(2(1=6.

В итоге имеем: N=12.

Соединения без повторений

Соединения – простые комбинаторные объекты, к которым относятся перестановки, сочетания и размещения.

Перестановки

Перестановка из n элементов – упорядоченная последовательность элементов n-элементного множества (кортеж).

Различные перестановки  отличаются только порядком элементов в них.
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Определим 0!=1

Пусть A = {1,2,3}.Число различных перестановок равно 3!=6.

Сгенерируем все перестановки во множестве A:

 {123, 132, 213, 231, 312, 321}.

Например:

1) Число способов стать в очередь за стипендией из 17 человек?

     P17=17!

2) Сколькими способами можно расставить на полке 5 книг?

     P5=5!

3) Сколько различных слов можно образовать, переставляя буквы в     

 слове   “ковш”?

      P4=4!

Размещения из n элементов по m
Размещения – упорядоченная последовательность из m элементов множества, содержащего всего n элементов.

Различные размещения  отличаются составом элементов и (или) порядком 

их следования.

Пусть A={1,2,3}. Сгенерируем всевозможные  размещения из 3 по 2: 

{12, 21, 13, 31, 23, 32}.
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Например: 

1) Сколькими способами можно расставить на полке 5 книг из 7?

Решение:

Поскольку порядок книг на полке имеет значение, то число способов

равно   
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1) Сколько различных четырёхсимвольных идентификаторов можно получить в алфавите {A,B,C,D,E}.

Решение:

С учетом того, что  порядок символов в идентификаторе имеет  значение, получим   
[image: image59.wmf])!
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Замечание: 

Формула 
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При  m = n   
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Сочетания

Сочетания из n по m – последовательность из m элементов, взятых из  n-элементного множества, без учета порядка  следования элементов.

Сочетание – произвольное (неупорядоченное) m-подмножество из n элементов.
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Различные сочетания  отличаются составом элементов, но не их порядком.

Свойства сочетаний

1) [image: image62.wmf]!

m

C

A

m

n

m

n

×

=

  (  
[image: image63.wmf])!

m

n

(

!

m

!

n

!

m

m

n

m

n

A

C

-

=

=

;

2) 
[image: image64.wmf]1

n

n

C

=

;
[image: image65.wmf]n

1

n

C

=

;

[image: image66.wmf]1

0

n

C

=

;
[image: image67.wmf],

0

m

n

C

=

 при m ( 0 и m (n .

3) Симметричность числа сочетаний:
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4) Правило Паскаля. 

    Для числа сочетаний из n по m справедливо следующее рекуррентное    

    соотношение: 
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1

n

1

m

1

n

m

n

C

C

C

-

-

-

+

=

.

5) Бином Ньютона.
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   При  a = x = 1,

[image: image72.wmf]n

n

0

k

k

n

2

C

=

å

=

,

[image: image73.wmf]n

n

n

1

n

1

n

0

n

2

C

C

C

C

=

+

+

+

  ,где

  
[image: image74.wmf]k
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, k = 0,1… n - биномиальные коэффициенты.

Пусть A={1,2,3}. Сгенерируем всевозможные  сочетания из 3 по 2: 

{12, 31, 32}.

Например:

1) Сколькими способами можно выбрать 4 человека из 52 в президиум

    собрания?

Решение:

     Поскольку порядок выбора не имеет значения, получим: 

     
[image: image75.wmf]!
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2) Определить число способов, которыми можно выбрать 5 карт из 36 так, чтобы  среди них были 3 карты одного достоинства?

Решение:

      В колоде из 36 карт  четыре масти и  в каждой  9  достоинств (короли,   тузы…). Число способов выбрать одно достоинство равно   9  или 
[image: image76.wmf]1
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Тогда, число способов выбрать 3 карты одного достоинства  равно 9*
[image: image77.wmf]3
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Оставшиеся две карты могут быть любыми  из 33 карт, то есть 
[image: image78.wmf]2
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. По правилу произведения имеем: 
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Соединения с повторениями


До сих пор рассматривали соединения из множеств, состоящих из различных элементов. Часто на практике имеют место случаи, когда среди рассматриваемых элементов есть одинаковые.

Пусть дано множество А, состоящее из n элементов, в котором n1 элементов принадлежит  первому типу;  n2  элементов принадлежит  второму типу элементов, nk     -   k-тому типу. Элементы одного и того же типа неразличимы между собой.

Спецификацией множества А называется набор (n1, n2, … ,nk).
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Следствие: 

Если множество А, | А | = n, состоит из объектов 2 типов: m-одного типа, (n – m) –другого:
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В общем случае:
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Например:  

Сколько различных чисел можно получить, переставляя цифры числа 12341234?

Решение:

В числе 8 цифр: две-“1”; две-“2”; две-“3”; две-“4”. 
[image: image84.wmf]4
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Например:

Сколько различных перестановок можно образовать из всех букв слова “Миссисипи”?

Решение:

Всего в слове 9 букв, из них – 4 буквы “и”, три буквы ”с”, одна буква ”м” и одна буква ”п”.  
[image: image85.wmf]!
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Размещения с повторениями

(m перестановки с неограниченными повторениями)

Пусть  А  = {a1, a2,…, an} , где a1, a2,…, an – “представители” 1-го, 2-го, … n-го типа элементов. Объектов каждого типа имеется в неограниченном количестве, элементы одного типа неразличимы между собой. Рассмотрим следующую схему выбора упорядоченной последовательности из m элементов: выбираем элемент на 1-е место, имеется n вариантов выбора. После этого элемент возвращается обратно и может быть выбран еще, т.е. на  2-е место имеется n претендентов и т.д. На m-е место также имеется n претендентов.
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Например:

Сколько различных сигналов могут дать 4 светофора одновременно? 
 

Решение:

Число различных сигналов на одном светофоре равно 3. Разные светофоры могут подавать одинаковые сигналы. Тогда, N- число различных сигналов, равно числу различных размещений с повторениями из 3 по 4:
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Сочетания с повторениями


Пусть А = {a1, a2,…, an}, где a1, a2,…, an - “представители” 1-го, 2-го, …, n-го типа элементов. Объектов каждого типа имеется в неограниченном количестве, элементы одного типа неразличимы между собой.


Сочетания с повторениями отличаются составом элементов, входящих в выбираемое множество. Порядок элементов не имеет значения. Имеет значение, сколько элементов каждого типа вошло в сочетание. Рассмотрим определенное сочетание.

Пусть в него входят:
r1 объектов 1-го типа,

r2 объектов 2-го типа,

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .

rn объектов n-го типа;
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Некоторые ri могут быть равны 0. Сочетанию можно поставить в соответствие следующую схему:

Вертикальные черточки отделяют элементы одного типа от элементов другого. Если элементов какого-либо типа нет, две черты будут рядом. Количество черточек равно (n-1). Каждому сочетанию с повторениями соответствует схема и наоборот, каждая подобная схема соответствует некоторому сочетанию с повторениями.

Количество сочетаний с повторениями из n по m равно числу таких схем.

Всего в схеме (n – 1) + m объектов, (n – 1) – черточек и m – нулей. Число схем равно числу различных перестановок из (n + m – 1) – элементов, среди которых (n – 1) – одинаковых “ | ” и m – одинаковых “0”.
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Например:

1) В кондитерской продают 4 вида пирожных. Сколькими [image: image377.wmf]1

n

1

m

n

m

1

m

n

m

n

C

C

C

~

)!

1

n

!

m

)!

1

m

n

(

)

m

,

1

n

;

1

m

n

(

P

-

-

+

-

+

=

=

-

×

-

+

=

-

-

+

=

(

 

 

способами один человек может купить 8 пирожных?

[image: image378.wmf]0
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2) В кондитерской продают 4 вида пирожных. Сколькими способами 8 различных человек могут купить по 1 пирожному?

Формулы пересчета для основных видов комбинаторных соединений
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	Размещения
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	Перестановки
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Принцип включения- исключения
Пусть имеется n объектов  и   множество  свойств 
[image: image95.wmf]{
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. Каждый объект может  обладать или не обладать одним или несколькими свойствами 
[image: image96.wmf]i
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Введем ряд обозначений.
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 – количество объектов, обладающих  двумя свойствами 
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 –  количество объектов, обладающих тремя   свойствами 
[image: image104.wmf]k

j

i

,

,

a

a

a

.


[image: image105.wmf](

)

n

2

1

...,

,

,

N

a

a

a

 – количество объектов, обладающих всеми 
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 – количество объектов, не обладающих ни  одним из n   свойств 
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Формула включений и исключений определяет количество объектов, не обладающих  ни одним из 
[image: image110.wmf]n

 свойств, заданных множеством 
[image: image111.wmf]H
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	При произвольном 
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 справедлива следующая формула включений и исключений:
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Например: 

На фирме  работает 67 сотрудников. Из них 47 владеют английским  языком, 35 -немецким, 20-французским; одновременно английским и немецким владеют – 23 человека, английским и французским-12, немецким и французским-11,  тремя языками владеют 5сотрудников. Сколько человек не владеют ни одним  языком? 

Решение:

Определим следующие свойства: 


[image: image115.wmf]1
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 – “владеть английским языком”; 

[image: image116.wmf]2
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 – “владеть немецким; 


[image: image117.wmf]3

a

 – “владеть французским”.

По формуле включений и исключений имеем:
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Шесть человек не владеют ни одним из перечисленных языков.

Частные случаи формулы включений и исключений 

1. Если все свойства 
[image: image119.wmf]i
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 попарно несовместны, т.е. 
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, то формула имеет вид: 
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2. Если каждое число 
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где 
[image: image124.wmf])
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3. Для упрощения применения формулы включений и исключений предлагается следующий формальный прием: 


обозначим
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Введем правила раскрытия скобок: 
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Например:
при 
[image: image128.wmf]3
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Такая формальная запись позволит найти число объектов, обладающих одними и не обладающих другими свойствами, например: 
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Задача о беспорядках 

Пусть множество 
[image: image131.wmf]{
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. Рассмотрим перестановки  элементов множества 
[image: image132.wmf]A

.

Элемент 
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 перестановки называется неподвижным, если 
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a

i

=

, т.е. элемент стоит на своем месте.

Например:

при 
[image: image135.wmf]5
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5 2 4 3 1 – элемент “2” – неподвижный;

1 2 3 4 5 – все элементы неподвижны.

Беспорядком называется перестановка, не имеющая неподвижных элементов, т.е. 
[image: image136.wmf].
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Постановка задачи: 

Определить  
[image: image137.wmf]n
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- количество беспорядков  в n-элементном множестве,  или количество перестановок чисел 
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 называют субфакториалом.

Решение:

Общее число перестановок – 
[image: image141.wmf]!

n

.  

Обозначим через 
[image: image142.wmf]i
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 такое свойство перестановки, когда  i-й элемент стоит на своем месте, т.е. аi  = i.
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- число перестановок, обладающее свойством 
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  - в этих перестановках только один элемент находится на своем месте, остальные –  в беспорядке.            
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, т.к. число перестановок не зависит от того, какой именно элемент находится на своем месте.

  Обозначим через  
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 - количество перестановок, в которых только два элемента находятся на своих местах, 
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[image: image150.wmf]… , 
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– количество перестановок, в которых только 
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 элементов находятся на своих местах 
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 EMBED Equation.3  [image: image154.wmf].

По формуле включений-исключений имеем:
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Распишем формулу:
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Задача o встречах

Постановка задачи:

Определить количество таких перестановок 
[image: image159.wmf]n

2

1

a

,...,

a

,

a

 чисел 
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, что точно 
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элементов из 
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 находятся на своих на местах (т.е. 
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), а остальные 
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 EMBED Equation.3  [image: image165.wmf](
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 находятся в беспорядке.

Иначе: нас интересуют перестановки, в которых точно 
[image: image166.wmf]k

 элементов неподвижны.

Решение:

Из общего числа элементов некоторым образом выбирается 
[image: image167.wmf]k

, которые остаются на своих местах, остальные 
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 элементов находятся в беспорядке. Количество способов, которыми можно переставить 
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 элементов при таких условиях, равно 
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Перестановки без фиксированных пар

Постановка задачи:

 
Обозначим через 
[image: image171.wmf]n
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 - число таких перестановок 
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, что ни одна из этих перестановок не содержит ни одной из упорядоченных пар 
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Решение:
Для вычисления 
[image: image175.wmf]n
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 используем принцип включения и исключения. Будем говорить, что перестановка обладает свойством 
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, если она  содержит i–тую упорядоченную пару (i, i+1). Число всех перестановок 
[image: image177.wmf]!

n

N

=

. 

Перестановки, обладающие свойством 
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, получаются  как перестановки элементов 
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 и пары 
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, рассматриваемой как один элемент. Следовательно, независимо от 
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Перестановки, обладающие двумя свойствами, т.е. имеющие две упорядоченные пары, например 
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)

1

i

,

i

+

 и 
[image: image183.wmf](

)

1

i

k

,

1

k

,

k

+

>

+

, получаются из пар 
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, каждая из которых рассматривается как отдельный элемент и 
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 оставшихся элементов, т.е. из (n-2) элементов. 

Если к=i+1 , то перестановки составляем из (i, i+1, i+2) и (n-3) остальных элементов, т.е. тоже из (n-2) элементов. 
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. Число перестановок, не обладающих ни одним из свойствами 
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Всего пар может быть -  (n-1), следовательно:
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Распределения объектов по ячейкам


Даны 
[image: image193.wmf]m

 объектов (предметов) и 
[image: image194.wmf]k

 ячеек (ящиков). Требуется определить количество способов, которыми объекты могут быть распределены по ячейкам. При этом в зависимости от условия задачи необходимо учитывать следующие варианты:

· объекты могут быть одинаковыми или различными;

· ячейки могут быть одинаковыми или различными;

· возможно ограничение на количество объектов в ячейках;

· возможен учёт порядка объектов в ячейках или порядка ячеек.

Прежде чем рассмотреть решения различных вариантов постановки 
задачи распределения объектов по ячейкам, введём условные обозначения:

0 0 0 …0 – объекты (m штук);

/ – перегородка, отделяющая одну ячейку от другой (всего перегородок k-1 штук).

Приведём несколько примеров распределения объектов по ячейкам с учётом введённых обозначений:
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 - все объекты попали в последнюю ячейку;
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 - три объекта в первой ячейке, все остальные в последней.

Перейдём к обзору методов решения основных задач распределения объектов по ячейкам. 

Распределение одинаковых объектов

Во всех следующих задачах (кроме пункта 5.4) предполагается, что ячейки различны и различают их по номерам: 
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Вместимость ячеек неограниченна,  ячейки не могут быть пустыми

Ввиду условных обозначений, данная задача может быть переформулирована следующим образом: необходимо в 
[image: image198.wmf]1
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 интервале между объектами разместить 
[image: image199.wmf]1

k

-

 перегородку так, чтобы две перегородки не   стояли  рядом.  Это можно сделать 
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 способами (до первой перегородки – в первую ячейку, между первой и второй – во вторую, и т.д.).

Вместимость ячеек неограниченна,  ячейки могут быть пустыми

При данной формулировке задачи перегородки (т.е./) могут стоять произвольным образом, т.е. возможны следующие варианты:

/ / 0 0 / 0…0 – два объекта в третьей ячейке, все остальные – в последней;

…………….

/…/ 0…0 – все объекты в последней ячейке.

Следовательно, из имеющихся 
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 мест необходимо выбрать места для 
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 перегородки. Количество способов, которыми это можно сделать равно
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Получаем – сочетания с повторениями.


Возможен другой способ рассуждений. Любому объекту ставится в соответствие номер ячейки, в которую он попал. Таких номеров 
[image: image204.wmf]k

. Нужно набрать сочетания из 
[image: image205.wmf]k

 номеров по 
[image: image206.wmf]m

 (сочетания – так как объекты одинаковы, имеет значение число объектов, получивших номер 1, номер 2 и т.д., а не их порядок). Результатом данного способа также являются сочетания с повторениями.

 Вместимость каждой ячейки не менее, чем l объектов

Сначала в каждую ячейку помещаем по l объектов, а затем оставшиеся (m-k*l) объектов распределяем без ограничения на число объектов в ячейке (как описано в случае 1.2). Получаем количество способов распределения:
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Распределение различных объектов по ячейкам  без учёта порядка объектов в ячейке

Вместимость ячеек неограниченна,  ячейки могут быть пустыми

Любой объект может попасть в любую ячейку. Т.е. первый объект можно поместить в любую из k ячеек, второй (независимо от первого) также поместить в любую из k ячеек и т.д. По правилу произведения результат будет следующим:
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Вместимость ячеек задана

Пусть вместимость первой ячейки – n1, вместимость второй ячейки – n2, …вместимость k-ой ячейки – nk. Причём 
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. Объект для первой ячейки может быть выбран 
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 способами, для второй – 
[image: image211.wmf]2
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 и т.д.

По правилу произведения число способов заполнения всех ячеек равно:


[image: image212.wmf](

)

k

2

1

k

1

n

n

n

n

n

n

n

n

,...,

n

,

n

P

!

n

...

!

n

!

n

C

...

C

C

k

k

2

1

1

=

×

×

=

×

×

×

-

.

Вместимость ячеек неограниченна,  ячейки  не могут быть пустыми

Рассмотрение данной задачи сводится к рассмотрению принципа включения и исключения.

Обозначим через 
[image: image213.wmf]i
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– свойство распределения, заключающееся в том, что ячейка с номером i пуста.
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– число всех распределений m объектов по k ячейкам;
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– число распределений m объектов по (k-1) ячейке (одна пустая),   …,  соответственно,(i – пустых): 
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По формуле включений и исключений получим:
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Распределение различных объектов по ячейкам с учётом их порядка в различных ячейках

Вместимость ячеек неограниченна,  ячейки могут быть пустыми

Если объекты не различать, то число распределений: 
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Каждому способу распределению одинаковых объектов по ячейкам соответствует m! способов распределения различных объектов с учётом их порядка. По правилу произведения получаем:
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Вместимость ячеек неограниченна,  ячейки не могут быть пустыми

Без учёта порядка (для не различных объектов) имеем 
[image: image220.wmf]1
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 способов распределений. Каждое такое распределение порождает m! распределений с учётом порядка. Таким образом, по правилу произведения число способов распределения объектов по ячейкам при заданных условиях будет вида:
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Распределение различных объектов по одинаковым ячейкам


Через 
[image: image222.wmf]k
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 обозначим количество способов распределения 
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 различных объектов по 
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 одинаковым ячейкам. Каждая из этих ячеек не может быть пустой. Из каждого такого распределения можно получить 
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 способов распределения по различным ячейкам. Следовательно, распределить m различных объектов на k одинаковых ячеек можно 


[image: image226.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

å

-

=

-

-

-

-

=

-

+

+

-

+

-

-

=

1

k

0

i

m

i

k

i

1

k

k

1

k

m

2

k

m

1

k

m

k

m

i

k

C

1

!

k

1

C

1

...

2

k

C

1

k

C

k

!

k

1

S

 способами .

Примечание: 
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Задания к лабораторной работе
В соответствии с заданным вариантом решить задачу пересчета.

Вариант №1.

1.Человек имеет 6 друзей и в течение 20 дней приглашает  к себе 3 из них так, что  компания ни разу не повторяется. Сколькими способами  это можно сделать?

2.Сколькими способами  из колоды в 36 карт можно вытащить 5 карт, среди которых  2 с одинаковыми номерами,  2 с одинаковыми, но другими номерами,  причем  семерка пик выступает в роли  джокера?

3.Из двух спортивных обществ, насчитывающих по 100 фехтовальщиков каждое, надо выделить по одному фехтовальщику для участия в состязании. Сколькими способами  может быть сделан этот выбор?

4.В утреннике участвуют 12 детей. У деда Мороза имеется 15 одинаковых подарков. Сколько способов раздать детям подарки, если каждый ребенок должен получить хотя бы по одному подарку?

5.Сколькими способами можно посадить рядом 3 англичанина, 3 француза и 3 турка так, что никакие три соотечественника не сидели рядом? 

Вариант №2.

1.Сколько можно сделать перестановок из n элементов, в которых данные два элемента a и b не стоят рядом? Данные три элемента a, b, c не стоят рядом?

2.Десять кресел поставлены в ряд. Сколькими способами на них могут сесть два человека? Сколькими способами эти два человека могут сесть рядом? Сколькими способами они могут сесть в ряд так, чтобы между ними было, по крайней мере, одно  кресло?

3.В селении проживает 2000 жителей. Доказать, что, по крайней мере, два из них имеют одинаковые инициалы?

4.Сколькими способами 12 полтинников можно разложить по 5 различным пакетам, если  ни один из пакетов не должен быть пустым?  

5.На загородную прогулку поехали 92 человека. Бутерброды с колбасой взяли 47 человек, с сыром – 38 человек, с ветчиной – 42 человека, и с сыром и с колбасой – 28 человек, и с колбасой и с ветчиной – 31 человек, и с сыром и с ветчиной – 26 человек. Все три вида бутербродов взяли 25 человек, а несколько человек вместо бутербродов захватили с собой пирожки. Сколько человек взяли с собой пирожки?

Вариант №3.

1.В автомашине семь мест. Сколькими способами могут 7 человек усесться в  машину, если место водителя могут занять толькоо трое из них?

2.Сколько различных 10-значных чисел можно получить, используя  в их написании цифры   2233344455?

3.Четверо студентов сдают экзамен. Сколькими способами им могут быть поставлены отметки, если известно, что никто из них не получил неудовлетворительной оценки?

4.Сколькими способами 10 полтинников можно разложить  по 4 различным пакетам, если   пакеты  могут быть пустыми?

5.Переплетчик должен переплести 12 различных книг в красный, зеленый и коричневый  переплеты. Сколькими способами он может это сделать, если в каждый цвет должна быть переплетена хотя бы одна книга? 

Вариант №4.

1.Сколько различных перестановок можно образовать из всех букв слова «удобрения », если все гласные должны идти друг за другом в следующем порядке «у,о,е,и,я»?

2.Восемь человек должны расположиться  в двух комнатах, причем, в каждой должно быть, по крайней мере, 3 человека. Сколькими способами они могут это сделать?

3.Сколькими способами можно разложить в два кармана девять монет различного достоинства?

4.Трое ребят собрали с яблони 40 яблок. Сколькими способами они могут их разделить, если все яблоки считаются одинаковыми?

5.В очереди за мороженым стоит 5 ребят. Сколькими способами можно переставить ребят так, чтобы впереди каждого из них оказался другой, чем был раньше?

Вариант №5.

1.У отца есть 5 различных апельсинов, которые он выдает восьми своим сыновьям так, что каждый получает либо 1 апельсин, либо ничего. Сколькими способами можно это сделать?

2.Из группы в 20 солдат каждую ночь выделяется наряд, состоящий из  3 человек. Сколько ночей подряд командир может выделять наряд, не совпадающий ни с одним из предыдущих? Сколько раз при этом в наряд  войдет какой-то определенный солдат?

3.Сколько существует пятизначных чисел?  Во скольких из них все цифры четные?  Во сколько не входят цифры, меньшие, чем 6?

4.Сколькими способами можно расставить 12 книг в шкафу с  5 полками, если каждая полка может вместить все 12 книг?

5.На карусели катаются  5 ребят. Они решили пересесть так, чтобы впереди каждого оказался другой, чем был раньше. Сколькими  способами они могут это сделать?

Вариант №6.

1.Сколькими способами можно распределить 15 различных предметов между тремя лицами, если первый  должен получить 2 предмета,  второй – 3 предмета и третий – 10 предметов?

2.Сколькими способами можно расположить в ряд 5 красных мячей, 4 черных,  5 белых мячей так, чтобы мячи лежащие на краях, были одного цвета?

3.Сколько можно построить различных прямоугольных параллелепипедов, длина каждого ребра которых является целым числом от 1 до 100?

4.Сколькими способами разделить  20 букв на 5 слов, слово не может быть пустым. Порядок слов не имеет значения.

5.Найти число перестановок из  n  элементов, при которых   m  элементов  не  стоят  на   своих  местах?

Вариант №7.

1.В железнодорожном вагоне 10 мест расположены лицом по ходу поезда и 10 мест против хода поезда. Сколькими способами можно посадить  в вагон 8 пассажиров, если  два отказываются сидеть лицом по ходу поезда, а три против хода поезда?

2.Найти число  всех возможных перестановок букв слова «зоология». Сколько среди них таких, в  которых  3 буквы «о»  стоят рядом? Сколько   среди них таких, в которых  в точности 2 буквы «о»  стоят рядом?

3.Бросают 7 игральных костей. Сколько может получиться различных результатов, если на каждой кости нанесены 1,2,3,4,5,6 очков и результаты отличающиеся только порядком очков, считаются одинаковыми?

4.Сколько  четырехзначных чисел можно составить из цифр от 0 до 5, если каждая цифра может повторяться?

5.К обеду за круглым столом приглашены n пар враждующих рыцарей(n≥2). Сколько существует способов рассадить их так, чтобы никакие враги не сидели рядом?

Вариант №8.

1.У филателиста 8 различных канадских марок  и 10 марок США. Сколькими способами он может отобрать 3 канадские и 3 американские марки  и наклеить их в альбом на 6 пронумерованных мест?

2.Симфония записана на 4 пластинках, причем для записи использовались  обе стороны каждой пластинки. Сколько существует способов проиграть эту симфонию так, чтобы, по крайней мере,  одна ее часть попала не на свое место?

3.Сколькими способами можно распределить 6 разных  ящиков на 8 этажей, чтобы на восьмом этаже было не менее двух ящиков?

4.Сколькими способами 3 человека могут распределить между собой 6 одинаковых яблок, 1 апельсин, 1 сливу,  1 финик, 1 лимон, 1  айву и 1 грушу?

5.Восемь человек стоят в очереди к театральной кассе. Сколькими способами  их  можно  переставить так, чтобы  впереди каждого из них  шел другой, чем раньше?

Вариант №9.

1.Сколькими способами можно расставить на полке семь книг, если две определенные книги должны стоять рядом; эти две книги не должны стоять рядом?

2.Пассажирский поезд состоит из двух багажных вагонов, четырех плацкартных и трех купированных. Сколькими способами можно сформировать состав, если багажные вагоны должны находиться вначале, а купированные – в конце? Если вагоны могут следовать в любом порядке?

3.В некотором государстве не было двух жителей с одинаковым набором зубов. Какова может быть наибольшая численность населения государства, если наибольшее число зубов равно 32.  

4.Вступительные экзамены сдают 20 человек, сколькими способами они могут распределиться по 4 аудиториям, если вместимость аудиторий   не менее 4 человек?

5.В очереди на исполнение стоят 10 задач, сколькими способами планировщик может их  переставить так, чтобы  каждая задача выбиралась на обслуживание после другой, не той что раньше?

Вариант №10.

1.Некто имеет 8 различных пар перчаток. Сколькими способами он может отобрать одну перчатку для правой руки  и одну перчатку для левой, чтобы они не принадлежали одной паре?

2.В течение 10 недель студенты сдают 10 экзаменов, в том числе 2 по математике. Сколькими способами можно распределить экзамены так, чтобы экзамены по математике не следовали один за другим?

3.Десять пассажиров едут в поезде, который проходит через 5 населенных пунктов. Сколькими способами могут распределиться пассажиры по остановкам, если каждый  может выйти на любой остановке? 

4.В парикмахерской 6 мастеров, сколькими способами могут обслужиться 11 клиентов, если каждый из мастеров должен обслужить хотя бы одного  клиента?

5.Имеется 5 писем, каждое из  которых адресовано одному из пяти различных адресатов. Сколькими способами можно осуществить рассылку писем так, что ни одно из писем не попадет по назначению?

Вариант №11.

1.Сколько  шестизначных  чисел  можно  образовать  из цифр от 1 до 9, если каждое число должно состоять из 3 четных и 3 нечетных  цифр, причем никакая цифра не входит в число более одного раза?

2.Музыкальный концерт состоит из трех песен и двух скрипичных пьес. Сколькими способами можно составить программу концерта так, чтобы он начинался и заканчивался исполнением песни, и чтобы скрипичные пьесы не исполнялись подряд?

3.Выходя из вагона, некто обнаружил в кармане никель, дайм,  квотер, полдоллара. Сколькими способами он может дать на чай носильщику?

4.Сколькими способами можно распределить 15 одинаковых ручек между 4 клерками, если каждый должен получить  не менее 3? 

5.Некто желает послать своему другу  8 различных фотографий. Сколькими способами он может это сделать, используя 5 конвертов? Пустые конверты посылать нельзя.

Вариант №12.

1.Из  группы в 12 человек ежедневно в течение  6  дней выбирают 2-х дежурных. Определить количество различных  списков дежурных, если каждый дежурит ровно один раз?

2.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «банкнота», чтобы гласные буквы стояли на своих местах; шли  в алфавитном порядке?

3.В пассажирском поезде девять вагонов. Сколькими способами можно рассадить в поезде  четырех человек при условии, что все они поедут:

-  в разных вагонах;

-  в одном вагоне? 

4.Сколькими способами можно надеть пять различных колец на пальцы одной руки, исключая большой палец? 

5.Сколько неотрицательных целых чисел, меньших, чем миллион  состоит только из  цифр 1,2,3,4? 

Вариант №13.

1.Доказать, что число трехбуквенных слов, которые можно образовать из букв, составляющих слово «гипотенуза», равно числу всех возможных перестановок букв, составляющих слово «призма».

2.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «кофеварка», чтобы гласные буквы стояли на своих местах?

3.Сколько существует пятизначных чисел? Сколько среди них таких, которые начинаются цифрой 4? Которые не содержат цифры  5?  Которые делятся на 5? 

4.Сколькими способами могут распределиться  5 экзаменаторов между 40 абитуриентами, если каждый из них должен принять не менее 5 человек?

5.Берутся перестановки 5 чисел 1,2,3,4,5. Во скольких из них ни одно число  не стоит на своём месте?

Вариант №14.

1.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «ананас», чтобы гласные  и согласные буквы чередовались?

2.Из группы, состоящей из 7 мужчин и 4 женщин, надо выбрать 6 человек так, чтобы среди них было не менее двух женщин. Сколькими способами это можно сделать?

3.Сколькими  способами можно распределить между двумя продавцами 300 экземпляров одной книги, 200 экземпляров другой и 100 экземпляров третьей, если никакой  продавец не может получить всех книг? 

4.Сколькими способами можно распределить полную колоду карт (52 карты) между шестью игроками так, чтобы каждый получил минимум 2 карты?

5.Клетки шахматной доски раскрашиваются в 8 цветов так, что в каждом горизонтальном ряду встречаются  все 8 цветов, а в каждом вертикальном ряду не встречаются подряд две клетки, окрашенные   в тот же самый цвет. Сколькими способами возможна такая окраска?

Вариант №15.

1.Сколькими способами из колоды в 36 карт можно выбрать две с одинаковыми номерами?

2.Сколькими способами из 5 супружеских пар можно отобрать четырех человек, если: 

      -  в число отобранных должны входить двое мужчин и две женщины;

· никакая супружеская пара не должна входить в это число.

3.На железнодорожной станции имеется m светофоров. Сколько может быть дано  различных сигналов, если каждый светофор имеет три  состояния: желтый, зеленый и красный?

4.Сколькими способами можно распределить 15 человек по 3 бригадам, если каждая из бригад выполняет  отдельный вид работ?

5.Два экзаменатора, работая одновременно, экзаменуют класс в 12 человек по 2 предметам. Каждый экзаменующийся  отвечает по 5 минут по каждому предмету. Сколькими способами могут экзаменаторы  распределить работу между собой так, чтобы ни одному школьнику не пришлось сразу отвечать по двум предметам?

Вариант №16.

1.Сколькими способами из колоды в 52 карты можно выбрать 2 с одинаковыми номерами и 3 с другими одинаковыми  между собой номерами?

2.В корзине лежат 12 яблок и 10 апельсинов. Один из братьев выбирает из нее яблоко или апельсин, после чего второй брат берет и яблоко, и апельсин. В каком случае второй брат имеет большую свободу выбора: если первый брат взял яблоко или если он взял апельсин (апельсины и яблоки различны)? 

3.Надо послать 6 срочных писем. Сколькими способами можно это сделать, если для передачи писем можно послать 3 курьеров и каждое письмо можно дать любому из них?

4.Сколькими способами можно разложить в 9 луз 7 белых и 2 черных шара, если часть может быть пустой, лузы считаются различными?

5.Сколько  способами можно   переставить   цифры  числа 123512345 так, чтобы  две одинаковые цифры не шли друг за другом?

Вариант №17.

1.У мамы 2 яблока и 3 груши. Каждый день в течение пяти дней подряд она выдает сыну по одному фрукту. Сколькими способами это может быть сделано? 

2.Сколькими способами можно переставить буквы слова «огород» так, что  три буквы «о» не стояли рядом?

3.Имеется 3 курицы, 4 утки, и 2 гуся. Сколько имеется комбинаций  для выбора нескольких птиц так, чтобы среди  выбранных были и куры, и утки, и гуси?

4.Из колоды в 52 карты  нужно вытащить 6 карт. Сколькими способами можно это сделать, если карта после вытаскивания возвращается в колоду; карта не возвращается в колоду?

5.Сколько  способами можно   переставить   буквы слова «особенность» так, чтобы  две одинаковые буквы не шли друг за другом?

Вариант №18.

1.Сколькими способами из колоды  в 36 карт можно  вытянуть 5 карт, 3 из которых с одинаковыми номерами, а 2 - с различными?
2.Спортивный клуб насчитывает 30 членов. Сколькими способами можно составить команду для участия в эстафете 100+200+400+800? 

3.У англичан принято давать детям несколько имен. Сколькими способами можно назвать ребенка, если общее число имен равно 300, а ему  дают  не более 3 имен? ( Назвать можно одним, двумя и тремя именами). 

4.Сколькими способами можно разбросать n  одинаковых шаров в k различных луз, если  лузы  не  могут быть пустыми?

5.На полке стоят 4 книги А.С. Пушкина, 2 книги Л.Н. Толстого, 3 книги Ф.М. Достоевского и 1 книга С. Есенина. Сколькими способами можно переставить книги на полке так, чтобы книги одного автора не стояли рядом?

Вариант №19.

1.Сколькими способами из колоды  в 36 карт можно  вытянуть 5 карт  с подряд идущими номерами одного цвета?
2.Сколькими способами  можно переставить буквы в слове «пастухи», так чтобы между двумя гласными были две согласные?

3.Двадцать человек голосуют  за шесть различных кандидатов. Сколькими способами могут распределиться голоса, если каждый проголосует ровно за одного кандидата и учитывается лишь число голосов, поданных за каждого кандидата?

4.Сколькими способами можно разбросать n  одинаковых шаров в k различных луз, если  некоторые лузы могут быть пустыми?

5.Сколько шестизначных  чисел можно составить из цифр числа 1233145254 так, чтобы  две одинаковые цифры не шли друг за другом?

Вариант №20.

1.Сколькими способами из колоды  в 36 карт можно  вытянуть 5 карт с подряд идущими  номерами одной масти?

2.Сколькими способами можно переставить буквы слова «фацетия» так, чтобы не менялся порядок гласных?

3.Сколькими способами можно выбрать из 15 человек группу людей для работы? В группу могут входить 1, 2, …, 15 человек.

4.В конкурсе участвуют 5 человек. Имеется 8 наград различных уровней. Сколькими способами можно распределить награды между участниками конкурса?

5.Сколько существует целых чисел от 0 до 999, которые не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5?

Вариант №21.

1.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «логарифм», чтобы гласные буквы стояли на своих местах?

2.Сколько различных 4-хзначных чисел можно составить из цифр 0,1,2,3,4,5, если каждая из них может повториться несколько раз?

3.Сколькими способами можно разбить n различных предметов на k групп?

4.Сколькими способами можно разбросать n  различных шаров в k различных луз, если   лузы  имеют заданную вместимость pi, Σpi=n?

5.Сколько существует целых чисел от 0 до 999, которые не делятся ни на 5, ни на 7?

Вариант №22.

1.Телефонные номера в некотором городе состоят из 7 цифр. Сколько номеров можно сгенерировать, если цифры в номере могут повторяться и  номер не может начинаться с цифры «0» и «8»?

2.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «пастухи» так,  чтобы как гласные, так и согласные шли в алфавитном порядке?

3.Сколькими способами можно выбрать из колоды в 52 карты по одной карте каждой масти так, чтобы карты красных мастей и карты черных мастей образовывали пары?

4.Сколькими способами можно разбросать n  различных шаров в k различных ячеек, если вместимость ячеек неограниченна и порядок попадания шаров в лузу  имеет значение?

5.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «тартар», чтобы одинаковые буквы не шли друг за другом?
Вариант №23.

1.Сколькими способами можно выбрать из чисел натурального ряда от 1 до 30  три числа так, чтобы их  сумма была четной?

2.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «самовар» так, чтобы  гласные и согласные буквы чередовались?

3.Сколькими способами из колоды в 52 карты можно выбрать по одной карте каждой масти?

4.Сколькими способами можно разбросать n  одинаковых шаров в k различных луз, если  в каждой лузе должно быть не менее чем l  шар?

5.В группе 25 студентов. Языком программирования Си из них владеют 19 человек, Паскалем – 12 человек, Ассемблером – 8 человек; Си и Паскалем владеют 10 человек, Си и Ассемблером – 7 человек, Паскалем и Ассемблером – 6 человек. Всеми тремя приведенными языками программирования владеют 5 человек. А несколько студентов не владеют ни одним из этих языков. Сколько таких студентов?

Вариант №24.

1.В футбольной команде  играют - 13 полевых игроков и 2 вратаря. Сколько способов выбрать играющий состав: 11- игроков, 1 – вратарь?

2.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «Абакан» так,  чтобы согласные шли в алфавитном порядке?

3.Семь девушек водят хоровод. Сколькими  различными способами  они могут встать в круг?

4.Сколькими способами можно разбросать n  различных шаров в k различных луз, если  лузы  не  могут быть пустыми и имеет значение порядок шаров в лузе?

5.В отделе научно-исследовательского института работают несколько человек, причем каждый из них знает хотя бы  один  иностранный язык. 6 знают английский, 6 – немецкий, 7 – французский, 4 знают английский и немецкий, 3 – немецкий  и французский, 2 – французский и английский. Один человек знает все три языка. Сколько человек работает в отделе?  Сколько из них знают только английский?  Только французский?

Вариант №25.

1.Сколькими способами   из колоды  в 36  карт можно  вытянуть 5 карт, среди которых  4 карты  одинакового  достоинства?

2.Сколькими способами можно переставить буквы в слове «молоко» так,  чтобы согласные шли в алфавитном порядке и две буквы «о» не шли подряд?

3.У англичан принято давать детям несколько имен. Сколькими способами можно назвать ребенка, если  общее число имен равно 300, а ему дают не более 3 имен? Имена могут повторяться.

4.Сколькими способами можно разбросать n  различных шаров в k различных луз, если некоторые лузы могут быть пустыми и не имеет значение порядок шаров в лузе?

5.По пустыне идет караван из 7 верблюдов. Путешествие длится  много дней  и, наконец,  всем надоедает видеть впереди себя  одного и того же верблюда. Сколькими способами можно  переставить верблюдов так, чтобы  впереди каждого верблюда шел другой, чем раньше?

Контрольные вопросы

1. Сформулировать основное правило комбинаторики:  правило суммы  в теоретико-множественной и комбинаторной формулировках.

2. Сформулировать основное правило комбинаторики:  правило  произведения  в теоретико-множественной и комбинаторной формулировках.

3. Дать определения следующим понятиям: перестановка, размещение, сочетание.

4. Дать определение перестановки с повторениями и вывести формулу пересчета.

5. Дать определение размещений с повторениями и вывести формулу пересчета.

6. Дать определение сочетаний с повторениями и вывести формулу пересчета.

7. Сформулировать принцип включений-исключений.

8. Сформулировать общую постановку задачи распределения объектов по ячейкам.

Лабораторная работа № 4
Булевы функции. Законы алгебры логики. Аналитические способы описания. Полные системы функций

Цель работы: изучение способов описания булевых функций, практическое применение законов алгебры логики, представление функций в различных базисах.

Теоретическая справка

Определение функции алгебры логики

Пусть множество Х состоит из двух элементов 0 и 1, Х={0,1};
  множество Y=Xn = {(x1, …,xn) | (i = 
[image: image228.wmf]1...n

, xi ( X}.

Двоичный  набор – совокупность координат некоторого фиксированного вектора (х1, …, хn) ( Хn.

Каждому двоичному набору можно поставить в соответствие некоторый номер, равный двоичному числу соответствующему данному набору.

Пусть (х1, х2, …, хn) – логический набор, тогда х1*2n-1+х2*2n-2+…+xn*20 – номер набора.

Например:

(0,1,1) = 0(22 + 1(21+1(20 = 3

(0,0,1,1) = 0(23+0(22 +1(21+1(20 = 3

Замечание. Чтобы восстановить набор по номеру – нужно знать количество аргументов. 

Логическая переменная – это переменная, которая может принимать только два значения: истина или ложь (TRUE/FALSE, 1/0).

Функция алгебры логики (булева функция, ФАЛ) – f(x1,x2, …,xn) – это функция, у которой все аргументы есть логические переменные, и сама функция принимает только логические значения.
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Например:

Построим всевозможные двоичные наборы длиной n = 3. 

По теореме, приведенной выше, их количество равно 2n = 23 = 8.

	Номер двоичного набора
	Двоичный набор

	
	х1
	х2
	х3

	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1

	2
	0
	1
	0

	3
	0
	1
	1

	4
	1
	0
	0

	5
	1
	0
	1

	6
	1
	1
	0

	7
	1
	1
	1


Существуют следующие способы описания ФАЛ

· табличный

· графический

· аналитический

· словесный

Табличный способ представления ФАЛ

Любую булеву функцию можно представить таблицей, имеющей 2n строк. Такая таблица называется таблицей истинности.

В левой части таблицы перечисляются всевозможные двоичные наборы значений аргументов, а в правой части – значения некоторой булевой функции.

	№
	x1
	х2
	…
	хn
	f (х1, х2,…,хn)

	0
	0
	0
	…
	0
	(1

	1
	0
	0
	…
	1
	(2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	2n-1
	1
	1
	…
	1
	(2n
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Графическое представление ФАЛ

ФАЛ можно представить в виде n-мерного единичного куба: если наборам значений аргументов сопоставить точки n-мерного пространства, то множество 2n наборов определяет множество вершин n-мерного куба.

Одномерный куб  (n = 1)
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Функция принимает значения либо 0, либо 1. 

F=0 – пустой кружёчек,


  F=1 – закрашенный кружёчек.

Двумерный куб (n = 2) 
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Трехмерный куб (n = 3)
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Таким же способом можно задать функцию от четырех переменных, в виде четырехмерного куба.

Четырехмерный куб (n = 4)

[image: image385.bmp]
Функции алгебры логики одного аргумента

Количество функций от одного аргумента равно 
[image: image229.wmf]1
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 = 4. 

     Функции алгебры логики одного аргумента

	х 
	f0(x)
	    f1(x)
	f2(x)
	f3(x)

	0
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	1
	0


f0(х) ( 0 – константа 0 («ложь»)

f1(х) ( 1 – константа 1 («истина») 

f2(х) = х – переменная х

f3(х) = 
[image: image230.wmf]x

 -  отрицание х (инверсия х) 

Функции алгебры логики двух аргументов

Количество различных ФАЛ от двух аргументов равно 
[image: image231.wmf]2
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Элементарные функции алгебры логики

	х1х2
	00
	01
	10
	11
	   Обозначение ФАЛ

	f0
	0
	0
	0
	0
	тождественный 0, const 0.

	f1
	0
	0
	0
	1
	х1 и х2, х1(х2, х1&х2, х1(х2 – конъюнкция, 

логическое «и»

	f2
	0
	0
	1
	0
	
[image: image232.wmf]2

1

x

x

D

- запрет х2; х1, но не х2

	f3
	0
	0
	1
	1
	х1 повторение первого аргумента

	f4
	0
	1
	0
	0
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 - запрет х1;  не х1, но х2

	f5
	0
	1
	0
	1
	х2 повторение второго аргумента

	f6
	0
	1
	1
	0
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 - сложение по модулю 2, неравнозначность

	f7
	0
	1
	1
	1
	х1(х2 – дизъюнкция, сумма, логическое «или»

	f8
	1
	0
	0
	0
	x1(х2 – стрелка Пирса, функция Вебба, 
[image: image236.wmf]Ú

; логическое “или-не”

	f9
	1
	0
	0
	1
	x1(х2 – эквивалентность, равнозначность, тождество

	f10
	1
	0
	1
	0
	
[image: image237.wmf]2

x

 - отрицание, инверсия второго аргумента

	f11
	1
	0
	1
	1
	x2(х1 – обратная импликация

	f12
	1
	1
	0
	0
	
[image: image238.wmf]1

x

- отрицание первого аргумента

	f13
	1
	1
	0
	1
	x1(х2 – импликация

	f14
	1
	1
	1
	0
	x1 | х2 – штрих Шеффера, логическое «и-не », 
[image: image239.wmf]&



	f15
	1
	1
	1
	1
	тождественная 1, константа 1


Условные приоритеты булевых функций

Каждая булева функция имеет свой приоритет при выполнении элементарных функций.

	1.  ( )

	2.  отрицание (
[image: image240.wmf]x

)

	3.  &  ((  

	4.  ( (( (( ≡


Замечание. В пределах одного приоритета операции в выражении выполняются слева направо.

Например:

Дана функция 
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Составить таблицу истинности функции 3-х переменных: F (x, y, z). 

Изобразить функцию графически.

Решение:

Расставим порядок выполнения действий, соблюдая приоритеты.

   2
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                  5         3           6           4             1               

Выполним операции согласно порядку от 1 до 6.

                    Таблица истинности функции F(x, y, z)

	x
	y
	z
	1
	2
	3
	4
	5
	F(x,y,z)

	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0


Изобразим функцию на кубе:
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	Законы булевой алгебры



	Коммутативность
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Ассоциативность
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Дистрибутивность
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Идемпотентность


[image: image246.wmf]x

x

&

x

x

x

x

=

=

Ú


Закон отрицания отрицания
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 EMBED Equation.3  [image: image248.wmf]
Закон исключающего третьего
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Закон противоречия
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	Свойства констант


[image: image251.wmf]0

0

&

x

x

1

&

x

x

0

x

1

1

x

=

=

=

Ú

=

Ú


Законы де Моргана
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Законы поглощения
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Правила склеивания
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Обобщенное склеивание
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Правило вычеркивания
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	Свойства  (,( ,(((((


	Свойства импликации
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	Свойства функций Шеффера и стрелки Пирса
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Функции ( и (  связаны соотношениями аналогичными формулам де Моргана
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Выражение одних элементарных функций через другие
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Аналитическая запись ФАЛ

Рассмотрим методы перехода от табличного способа задания функций к аналитическому методу (в виде формул). 

Дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ)

Элементарная конъюнкция – конъюнкция, в которой каждая переменная встречается не более одного раза.

Дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ) – дизъюнкция элементарных конъюнкций.

Например:


Используя законы алгебры логики преобразовать по шагам функцию F(x,y,z) в ДНФ. Для полученного результата составить таблицу истинности. 

Решение:

Выполним преобразования по шагам:
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Составим таблицу истинности для полученного результата:
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Последний столбец этой таблицы совпадает со столбцом задания функции F(x,y,z), следовательно, перевод в ДНФ  верен.

Дизъюнктивная совершенная нормальная форма (ДСНФ)

Любая таблично заданная ФАЛ f(x1, x2, …, xn) (кроме тождественного нуля) может быть представлена в следующем аналитическом виде:
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Представление ФАЛ в таком виде называется дизъюнктивной совершенной нормальной формой этой функции (ДСНФ).
Алгоритм перехода от табличного задания функции к ДСНФ

1. Выбрать в таблице все наборы аргументов, на которых функция обращается в единицу.

2. Выписать конъюнкции, соответствующие этим наборам аргументов. При этом если аргумент xi входит в данный набор как 1, он вписывается без изменения в конъюнкцию, соответствующую данному набору. Если xi входит в данный набор как 0, то в конъюнкцию вписывается его отрицание.

3. Полученные конъюнкции соединить операцией дизъюнкция.

Конъюнктивная совершенная нормальная форма

Любая таблично заданная ФАЛ f(x1, x2, …, xn) (кроме тождественной единицы) может быть представлена в следующем аналитическом виде: 
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Представление ФАЛ в таком виде называется конъюнктивной совершенной нормальной формой этой функции (КСНФ).

Алгоритм построения конъюнктивной
совершенной нормальной формы

1. Выбрать в таблице все наборы аргументов, на которых функция обращается в 0.

2. Выписать дизъюнкции, соответствующие этим наборам аргументов. При этом  если аргумент xi входит в данный набор как 0, он вписывается без изменения в дизъюнкцию, соответствующую данному набору. Если xi входит в данный набор как 1, то в дизъюнкцию вписывается его отрицание.

3. Полученные дизъюнкции соединить операцией конъюнкция.

Например:

Построить ДСНФ и КСНФ для функции F(x,y,z).
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Решение:

Для нахождения ДСНФ выбираем из таблицы №4 только те строки, в которых стоят наборы значений аргументов, обращающие функцию в единицу. Это вторая, третья и пятая строки. Выпишем конъюнкции, соответствующие выбранным строкам:
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Соединяя эти конъюнкции знаками дизъюнкции, получаем:
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Для нахождения КСНФ выбираем из таблицы №4 только те строки, в которых стоят наборы значений аргументов, обращающие функцию в ноль. Выпишем соответствующие дизъюнкции и соединим их знаками конъюнкции. 

Получим:         
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Полные системы ФАЛ

Система ФАЛ {f1, f2,…, fn} называется полной в некотором классе функций, если любая функция из этого класса может быть представлена суперпозицией этих функций. 

Система ФАЛ, являющаяся полной в некотором классе функций, называется базисом.

Минимальным базисом называется такой базис, для которого удаление хотя бы одной из функций fi, которые его образуют, превращает эту систему функций в неполную.

Любая функция может быть представлена с помощью элементарных функций {¬, &, (}.  Эта система ФАЛ образует универсальный базис. 

Наиболее популярными в алгебре логики являются базисы{(,¬},{&,¬}, {(},{|}, которые являются минимальными.
Например:

Представить функцию
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x

z

(

&

y

z

y

x

)

z

,

y

,

x

(

F

®

Å

¯

º

=

 в базисах
{(, (}, {|}. Для проверки результата составить таблицу истинности.

Решение:

Для перевода в базис {(, (} применим закон де Моргана к ДСНФ функции:
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Для перевода функции в базис {|} применим следующие соотношения к ДСНФ функции:
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Обозначим 
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Выполним перевод в базис {|} по действиям.

1. 
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4. 
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Проверим преобразования с использованием таблицы истинности:
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Таблица истинности для выражения 
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Аналогично, проверяем 
[image: image298.wmf]B

и 
[image: image299.wmf]C

.

Для проверки, построим таблицу истинности для полученной формы функции F(x, y, z).
 
[image: image300.wmf]C

|

)]

B

|

A

(

|

)

B

|

A

[(

C

|

B

|

A

C

)

B

|

A

(

C

)

B

A

(

)

z

,

y

,

x

(

F

=

=

Ú

=

Ú

Ú

=


Таблица истинности для F(x,y,z)

	№
	x
	y
	z
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Cтолбцы, соответствующие функции F(x, y, z) в таблицах истинности равны, следовательно, преобразования выполнены правильно.

Задание к лабораторной работе

1. По заданному варианту, составить таблицу истинности функции трех переменных F(x,y,z). Изобразить графически  F(x,y,z) на кубе.

2. Построить ДСНФ и КСНФ.

3. Используя законы алгебры логики, пошагово преобразовать заданную функцию в  ДНФ. Построить таблицу истинности.
4. Наиболее простую аналитическую форму перевести в базисы {(,(}, {(,&}, {|}, {(} и сравнить с заданной функцией, построив таблицу истинности.
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Контрольные вопросы

1. Определение двоичного набора.

2. Определение булевой функции или функции алгебры логики (ФАЛ).

3. Область определения и область значений ФАЛ.

4. ФАЛ от одной переменной.

5. Элементарные ФАЛ от двух переменных.

6. Основные законы алгебры логики.

7. Полные системы функций,  минимальный  базис.

8. Аналитическое описание ФАЛ: дизъюнктивная и конъюнктивная нормальные формы.

Лабораторная работа № 5
Методы минимизации функций алгебры логики.

Цель работы: получение практических навыков минимизации функций алгебры логики в классе ДНФ, изучение особенностей минимизации не полностью определенных функций.

Теоретическая справка

Основные определения

Буква - переменная или ее отрицание.

Элементарная конъюнкция – конъюнкция, в которой каждая буква встречается не более одного раза.

Дизъюнктивная нормальная форма(ДНФ) – дизъюнкция элементарных конъюнкций. 

Ранг элементарной конъюнкции –  количество переменных, которые ее образуют.

Дизъюнктивная совершенная нормальная форма (ДСНФ) – ДНФ, состоящая из конъюнкций ранга n, где n – количество переменных. 
Длина ДНФ ( L ) –  число конъюнкций, которые ее составляют.
Кратчайшая ДНФ – ДНФ, имеющая наименьшую длину L по сравнению с другими ДНФ, эквивалентными данной функции.

Суммарный ранг ДНФ(R) – сумма рангов конъюнкций ДНФ.

Минимальная ДНФ – ДНФ, имеющая наименьший суммарный ранг R по сравнению с другими ДНФ, эквивалентными данной функции.

Минимизация ФАЛ на кубе
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Рассмотрим проблему минимизации для геометрического способа задания ФАЛ на кубе.

Сопоставим различным геометрическим элементам куба (вершинам, ребрам, граням и  кубу) конъюнкции различных рангов. Сумма размерности геометри-ческого эквивалента и ранга конъюнкции, ему соответствующей равна числу аргументов ФАЛ.


Каждый геометрический элемент меньшей размерности покрывается геометрическими элементами большей размерности.


Каждая конъюнкция большего ранга покрывается всеми конъюнкциями меньшего ранга.

Геометрические эквиваленты называют интервалами.

Интервал L-го ранга – подмножество вершин куба, соответствующих конъюнкции ранга L.

Например:

Конъюнкции x соответствует 4 вершины: 100, 101, 110, 111.

На кубе отмечают вершины, где ФАЛ равна 1. Эти вершины образуют подмножество Т1. Для того, чтобы задать ДНФ на кубе, необходимо задать покрытие всех вершин.

Максимальный интервал J – интервал, для которого не существует никакого другого интервала J’  с рангом меньше, чем у J, и такого, что выполняется следующее соотношение 
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 Например: 
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Пусть есть функция, которая равна 1 в отмеченных точках. 
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Сокращенная ДНФ (СДНФ) – ДНФ, которая соответствует покрытию множества Т1 всеми максимальными интервалами. 

Минимальная ДНФ получается из СДНФ путем выбрасывания из покрытия множества Т1 максимальными интервалами некоторых “лишних” интервалов.

Метод Квайна минимизации булевых функций

Предположим, что функция задана в ДСНФ. 

Элементарные конъюнкции ранга n будем называть минитермами ранга n.

Шаг 1. Нахождение первичных импликант.

Все минитермы данной ФАЛ сравниваются между собой попарно.

Если минитермы mi и mj таковы, что их можно попарно представить в виде 
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Минитермы n-го ранга, для которых произошло склеивание отмечаются (*).

После построения всех минитермов (n-1)-го ранга вновь сравнивают их попарно, выписывают минитермы (n-2)-го ранга и отмечают склеивающиеся минитермы и т.д. 

Этап заканчивается, когда вновь полученные минитермы l-го ранга уже не склеиваются между собой. 

Все неотмеченные минитермы называются первичными или простыми импликантами.

Шаг 2. Расстановка меток. 

 Для данной функции
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  - первичные импликанты.
(1)

Соотношение (1) определяет СДНФ для данной функции. 

Для нахождения минимального покрытия интервалами максимального ранга необходимо произвести выбрасывание некоторого количества первичных импликант. 

На этапе расстановки меток составляется таблица, число строк в которой равно числу первичных импликант, число столбцов равно числу минитермов ДСНФ.

Если в минитерм ДСНФ входит какой-либо из первичных импликант, то на пересечении соответствующего столбца и строки ставим метку.

Шаг 3. Нахождение существенных импликант.

Если в столбце стоит всего одна метка, то соответствующая импликанта –  существенная. 

Существенная импликанта не может быть исключена из правой части (1), т.к. без нее не будет получено покрытие всего множества 
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 данной функции. Поэтому из таблицы меток исключаем строки, соответствующие существенным импликантам, и столбцы минитермов, покрываемых ими.

Шаг 4. Вычеркивание лишних столбцов.

Если в таблице есть два столбца с метками в одинаковых строках, то один из них вычеркивается (так как покрытие одного обеспечивает и покрытие другого).

Шаг 5. Вычеркивание лишних первичных импликант.

Если после этапа 4 в таблице есть строки без единой метки, то они вычеркиваются.

Шаг 6. Выбор минимального покрытия максимальными интервалами.

Исследуется полученная таблица: выбирается такая совокупность первичных импликант, которая включает метки во всех столбцах (по крайней мере по 1 в каждом столбце).

При нескольких вариантах отдается предпочтение варианту покрытия с минимальным суммарным числом букв в простых импликантах.

Метод Мак-Класки минимизации булевых функций

Метод Мак-Класки - модификация первого этапа метода Квайна.

Шаг 1. Всем минитермам ставим в соответствие их двоичный эквивалент.
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Шаг 2. Все номера-минитермы разбиваем на группы по числу единиц в этих номерах. 

Шаг 3. Все минитермы сравниваются между собой попарно. 

Попарное сравнение можно производить только между соседними группами, т.к. только эти группы отличаются для входящих в них минитермов в одном разряде.

Шаг 4. Преобразование новых минитермов: 

В разрядах, соответствующих исключенным переменным, ставим черточку. Такая модификация удобна еще и отсутствием громоздкой записи.
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Шаг 5. Строим таблицу и расставляем метки, как и в методе Квайна (п.2).

Шаг 6. Далее минимизация проводится по таблице как и в методе Квайна (п.3-6).

Например:

Задана функция f(x1,x2,x3,x4,), которая равна единице на наборах с номерами –  0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 15.

Минимизировать ее методом Квайна - Мак-Класки.

Решение:

1. Построим двоичные наборы, на которых задана функция.

	№ набора
	Наборы
	f (x 1,x 2,x 3,x4)

	0
	0000
	1

	1
	0001
	1

	2
	0010
	1

	3
	0011
	1

	4
	0100
	1

	5
	0101
	0

	6
	0110
	1

	7
	0111
	1

	8
	1000
	1

	9
	1001
	1

	10
	1010
	0

	11
	1011
	1

	12
	1100
	0

	13
	1101
	0

	14
	1110
	0

	15
	1111
	1


2. Разобьем минитермы на группы по числу единиц.

0000* ------------------------------  – нулевая группа

0001*, 0010*, 0100*, 1000* ---
  – первая группа

0011*, 0110*, 1001* ------------   – вторая группа

0111*, 1011* ---------------------   – третья группа

1111* ------------------------------   – четвертая группа

3. Сравним все минитермы попарно между собой, и произведем преобразование. Полученные минитермы также разобьем на группы.

000_*, 00_0*, 0_00*, _000* -----------------  – нулевая группа

00_1*, _001*, 001_*, 0_10*, 01_0*, 100_* 
– первая группа

0_11*, _011*, 011*_, 10_1* -----------------  – вторая группа

_111*, 1_11* -----------------------------------  – третья группа

4. Продолжим сравнение и преобразование минитермов до тех пор пока преобразование станет невозможным.

00_ _, _00_, 0__0 
----------------  – нулевая группа

_0_1, 0_1_ 
------------------------  – первая группа 

_ _11 
-------------------------------   – вторая группа

5. Построим таблицу и расставим метки.
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6. Проведем преобразования таблицы (п. 3-6 метода Квайна).

Вычеркиваем столбцы, соответствующие существенным импликантам  и  отметим (●) столбцы минитермов, покрываемых ими.

	
	
	
	
	
	1
	
	
	2
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	●3
	●1
	●1
	●3
	●2
	●2
	●3
	●3
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7. Выберем  совокупность первичных импликант, которая включает метки во всех столбцах (по крайней мере по 1 в каждом столбце).

В результате получаем 
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Графический метод минимизации: карты Карно и диаграммы Вейча

Карты Карно –  графический метод отображения булевых функций.

Это специальные таблицы, задающие ФАЛ. Они сформированы так, чтобы облегчить процесс склеивания. Карты Карно используются при n=2,3,4,5,6, при n>6 они практически непригодны. 

Диаграммы Вейча принципиально не отличаются от карт Карно. Различие состоит  лишь в порядке следования наборов значений и  в обозначениях (Карно – {0,1};  Вейча – {
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Основные принципы построения карт Карно

1) Карты Карно – это такие таблицы задания ФАЛ ( плоская развертка n-мерных кубов), что склеивающиеся между собой конституенты единицы или нуля расположены в соседних клетках: по горизонтали и по вертикали клетки таблицы отличаются лишь значением одной переменной.

2) Клетки, расположенные по краям таблицы считаем соседними и обладают этим же свойством.

Например:

1) n=2

   карты Карно

                                  диаграммы             Вейча
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n=3

3) n=4 
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4) n=5

Для построения используют две карты Карно четырех переменных.  

Например:

Минимизировать на картах Карно функцию f(x1,x2,x3,x4), которая равна единице на наборах с номерами – 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 15 (предыдущий пример).

Построим двоичные наборы, на которых задана функция.

	№ набора
	Наборы
	f (x 1, x 2, x 3, x4)



	0
	0000
	1

	1
	0001
	1

	2
	0010
	1

	3
	0011
	1

	4
	0100
	1

	6
	0110
	1

	7
	0111
	1

	8
	1000
	1

	9
	1001
	1

	11
	1011
	1

	15
	1111
	1


Построим Карты Карно для заданной функции.
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Таким образом, 
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Задание к лабораторной работе
1. Минимизировать функцию трех переменных F(x,y,z) c использованием куба. Функция F(x,y,z) задана в лабораторной работе №4.

2. Сгенерировать по указанному ниже алгоритму функции Q(x1, x2, x3, x4), R(x1, x2, x3, x4, x5) и S(x1, x2, x3, x4, x5),P(x1, x2, x3, x4).
3. Минимизировать функцию четырех переменных Q(x1,x2,x3,x4) c использованием куба, карт Карно  и  метода   Квайна – Мак-Класки.

4. Минимизировать функцию пяти переменных R(x1,x2,x3,x4,x5) c использованием карт Карно.

5. Минимизировать не полностью определенные функции S(x1,x2,x3,x4,x5) пяти переменных  и  P(x1,x2,x3,x4)  четырех переменных c использованием  карт Карно.

Алгоритм генерации варианта

1. Записать строку S = <ФИО>.

2. Удалить в строке S все повторные вхождения  букв.

3. Пронумеровать  все буквы получившейся  строки таким  образом, что n(Si) - номер буквы в русском  алфавите.

4. Для генерации функции Q(x1,x2,x3,x4) оставить первые 7 неповторяющихся чисел, полученных после преобразования n(Si) = n(Si) mod 16. Полученные значения определяют единичные наборы функции Q(x1,x2,x3,x4).

5. Для генерации функции R(x1,x2,x3,x4,x5) оставить первые 11 неповторяющихся чисел, полученных после преобразования n(Si) = n(Si) mod 32.  Полученные значения определяют единичные наборы функции R(x1,x2,x3,x4,x5).

6. Для генерации функции S(x1,x2,x3,x4,x5) оставить первые 11 неповторяющихся чисел, полученных после преобразования n(Si) = n(Si) mod 32. Первые 6 из этих 11 значений определяют единичные наборы функции    S(x1,x2,x3,x4,x5),   а значения с 7  по 11  - задают наборы функции, на которых она неопределенна.

7. Для генерации функции Р(x1,x2,x3,x4) оставить первые 11 неповторяющихся чисел, полученных после преобразования n(Si) = n(Si) mod 16. Первые 5 из этих 11 значений определяют единичные наборы функции   Р(x1,x2,x3,x4),  а значения с 6  по 11  - задают наборы функции, на которых она не определена.

Контрольные вопросы

1.Определение  логической переменной и буквы.

2.Определение элементарной конъюнкции.

3.Нормальная и совершенная  дизъюнктивные формы.

4.Ранг конъюнкции. Длина ДНФ.

5.Кратчайшая и минимальная ДНФ.

6.Сокращенная ДНФ.

7.Максимальные интервалы.

8.Карты Карно и диаграммы Вейча.

9.Метод Квайна: минитермы, импликанты (простые и существенные).
Лабораторная работа № 6
Исчисление высказываний

Цель работы: приобретение практических навыков в построении символьной записи предложений естественного языка. Усвоение основных понятий теории высказываний: тавтологичность, противоречие, опровержимость, выполнимость.
Теоретическая справка

Логическое  высказывание (высказывание) - это повествовательное предложение, о котором можно сказать, что оно истинно или ложно. Для обозначения истины (истинного высказывания) используется символ 1, а для обозначения лжи (ложного высказывания) используется символ 0.
Ниже приведены примеры простых высказываний:
А: «22 двузначное число» – истина;
В: «22 нечетное число» – ложь;
С: «3<3» –  ложь;
D: «3=3» – истина;
Высказываниями не являются:

1)   восклицательные и вопросительные предложения; 

2)   определения;
3)   предложения типа: «он сероглаз»; «x2-4x+3=0».
Используя простые высказывания, можно образовывать сложные, или составные, высказывания, в которые простые входят в качестве элементарных составляющих. В образовании сложных высказываний используются слова: и, или, тогда и только тогда, когда (в том и только в том случае), если …, то …, нет. Для обозначения грамматических связок вводят символы, которые называют логическими связками. Логические связки обозначают логические операции над высказываниями. Правила вывода новых высказываний, основанные на отношениях между высказываниями, представляют исчисление высказываний.
Алфавит исчисления высказываний образован тремя группами букв.

1. Переменные — строчные латинские буквы с нижними индексами или без индексов.

2. Логические символы:  ¬ , & , ∨ , ⊕, →, ~.
3. Синтаксические символы: запятая и точка.
Логические операции

Логические операции бываю унарными  и бинарными. Это определяется наличием одного или двух операндов. Результаты логических операций принадлежит множеству{0,1}, т.е. {ложь, истина}.

Отрицанием (¬A )  высказывания A называется высказывание, которое истинно, если высказывание A ложно, и ложно, когда A истинно. Записывается: A или ¬A. Читается: «не A» («не верно, что A»). Пример.  A:=«сегодня солнечно», ¬A:=«нет, неверно, что сегодня солнечно». Эта логическая связка (отрицание) может быть проиллюстрирована следующей таблицей (таблицей истинности):  
	A
	¬A

	0
	1

	1
	0


Конъюнкция (логическое умножение) двух высказываний A и B истинна только в случае истинности всех составляющих высказываний, в противном случае оно ложно. Обозначения: A&B, A˄B. Читается: «A и B» («…также …», «как …, так…»,  «…несмотря на …» и др.)
	A
	B
	A&В

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Дизъюнкция (логическое сложение) двух высказываний A и B это логическое высказывание, которое ложно только в случае ложности всех составляющих высказываний, в противном случае оно истинно.  Обозначается: A∨B, A+B. Читается: «или»  («либо»).
	A
	B
	A∨B

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1


Импликация (логическое следование) - сложное высказывание, образованное с помощью слов «если…, то…». Высказывание, расположенное после слова «если», называется основанием или посылкой, а высказывание после слова «то», называется следствием или заключением. Импликация высказываний ложна лишь в случае, когда A истинно, а В ложно. Обозначается: A(B, A (B, A (B.  Читается: «если A, то B»  («из ... следует ...», «... достаточно для … », «для ... , необходимо ....», «постольку ... , поскольку ....»).

	A
	B
	A→B

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Эквивалентность (равнозначность, логическое тождество) двух высказываний A и B называется высказывание, которое истинно когда истинностные значения высказываний A и B совпадают, и ложно — в противном случае. Обозначается: A~ B , A↔B.  Читается: «эквивалентно» («тогда и только тогда, когда», «равнозначно », «для того, чтобы необходимо и достаточно, чтобы » ).
	A
	B
	A~B

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Неравнозначность (исключающее «или») двух высказываний A и B называется высказывание, истинное, когда истинностные значения A и B не совпадают, и ложное — в противном случае. Обозначается: A⊕B. Читается: «либо A, либо B» (понимается — в разделительном смысле).  
	A
	B
	A⊕B

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0


Порядок старшинства логических операций следующий: ¬ , & ,∨ , ⊕, →, ~.
Пример1. Составить сложное высказывание в словесной форме из простых высказываний, заданных математическими формулировкам. Высказывание А: «Студент Иванов хорошо успевает по математике», Высказывание В: «Студент Иванов любит работать на компьютере». 

· А ( В: «Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку и любит работать на компьютере».

· А ( В: « Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку или любит работать на компьютере».
· ¬(А ( В): «не (Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку и любит работать на компьютере)» ≡ «Студент Иванов плохо успевает по английскому языку и не любит работать на компьютере».
· А → ¬В: «Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку, поэтому он не любит работать на компьютере».
· А ( ¬В: «Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку и не любит работать на компьютере».
· А → В: «Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку, поэтому он любит работать на компьютере».
· В → А: «Студент Иванов хорошо успевает по английскому языку, потому, что он любит работать на компьютере».
Пример2. Обозначьте элементарные высказывания буквами и запишите высказывания на формальном языке алгебры высказываний:
1) 45 кратно 3 и 42 кратно 3;
2) 45 кратно 3 и 12 не кратно 3;
3) 2 ≤ 5;
4) если 212 делится на 3 и на 4, то 212 делится на 12;
5) 212 – трехзначное число, которое делится на 3 и на 4.
1) А ( В, где А = «45 кратно 3», В = «42 кратно 3»;
2) А ( ¬В, где А = «45 кратно 3», В = «12 кратно 3» ;
3) А (  В, где А = «2 < 5», В = «2 = 5» ;
4) (A ( В) → С, где А = «212 делится на 3», В = «212 делится на 4» и 
   С = «212 делится на 12»;
5) А ( В ( С, где А = «212 – трехзначное число», В = «212 делится на 3» и С = «212 делится на 4».
Переменные, вместо которых можно подставлять конкретные высказывания называют пропозициональными переменными или переменными высказываниями.


Если в формуле содержится n пропозициональных переменных, то тогда возможны 2n различных распределений истинностных значений для букв, и следовательно, истинностная таблица для такой формулы содержит 2n строк.
Любая формула исчисления высказываний может рассматриваться как формула алгебры высказываний и, следовательно, можно рассматривать ее логические значения на различных наборах значений входящих в нее пропозициональных переменных по таблицам истинности.

Формула, которая принимает значение «истина» при любых наборе значений истинности входящих в нее пропозициональных переменных, называется тождественно истинной, тавтологией или законом логики.

Формула, которая принимает значение «ложь» при любом наборе значений истинности, входящих в нее пропозициональных переменных, называется тождественно ложной или противоречием.
Формула, которая принимает значение «истина» хотя бы при одном наборе значений истинности входящих в нее пропозициональных переменных, называется выполнимой (непротиворечивой).

Формула, которая принимает значение «ложь» хотя бы при одном наборе значений истинности входящих в нее пропозициональных переменных, называется опровержимой.


Установить является ли формула логики высказываний тождественно истинной, тождественно ложной или только выполнимой можно с помощью:

- построения таблиц истинности;

- равносильных преобразований.

Пример3
Выяснить, является ли следующая формула тождественно истинной:  

[image: image346.png]F = ((A »B)/\ﬁB)aﬁA).




Построим таблицу истинности заданной формулы, используя определения логических операций:
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Так как последний столбец состоит только из 1, то формула тождественно истинна. 

Пример4
Выяснить, является ли следующая формула выполнимой:

[image: image348.png]F =(=4vB) > 4AQ)




Построим таблицу истинности заданной формулы, используя определения логических операций.
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Поскольку на трех наборах (достаточно хотя бы на одном) функция принимает значение, то формула выполнима. 1

Задание к лабораторной работе
1. Записать символически следующие сложные предложения, употребляя буквы для обозначения простых компонентов предложения (под простыми компонентами подразумеваются предложения, не содержащие связок).

1) Если инвестиции на текущий год не изменятся, то возрастут расходы бюджета или возникнет безработица, а если возрастут расходы бюджета, но налоги не будут снижены, то безработица не возникнет.

2) Если “Пираты” или “Щенки” проиграют, и “Великаны” выиграют, то “Увертыши” потеряют первое место и, кроме того, я проиграю пари.  
3) Если допоздна работаешь с компьютером и при этом пьешь много кофе, то утром просыпаешься в дурном настроении или с головной болью. 

4) Если правительственные расходы не возрастут, то налоги будут снижены. Если налоги будут снижены, и капиталовложения останутся постоянными, то безработица не возникает. 

5) Если в параллелограмме не все углы прямые или не все стороны равны между собой, то этот параллелограмм не прямоугольник или не ромб. 
6) Хлеба уцелеют тогда и только тогда, когда будут вырыты ирригационные канавы. Если хлеба не уцелеют, то фермеры обанкротятся и оставят фермы.

7) Если процентная ставка снизится, то либо курс акций не понизится, либо курс ценных бумаг не возрастет. Следовательно, если налоги повысить, то не вырастет курс ценных бумаг, но вырастет курс акций.

8) Если 6 – составное число, то 12 – составное число. Если 6 делится на 2, то 6 - составное число. Число 12 – составное, следовательно, 6- составное число.

9) Если “Шахтер” выиграет, то болельщики Донецка будут торжествовать, а если выиграет “Арарат”, то будет  торжествовать Ереван. Выиграет или “Шахтер” или “Арарат”.
10) Если сегодня ясно, то сегодня не идут ни дождь, ни снег.  Вчера было пасмурно, а сегодня идут или дождь или снег. 
11) Цены высоки или применяется регулирование цен, а если применяется регулирование цен, то нет инфляции. Если цены высоки, то и зарплата высока, а если зарплата высока, то наблюдается инфляция.

12) Если Джонсон не встречал этой ночью Смита, то либо Смит был убийцей, либо Джонсон лжет. Если Смит не был убийцей, то Джонсон не встречал Смита этой ночью, и убийство имело место после полуночи.
13) Если капиталовложения останутся постоянными, то возрастут  правительственные расходы или возникнет безработица. Если правительственные расходы не возникнут, то налоги будут снижены.

14) Если курс ценных бумаг растет или процентная ставка снижается, то либо падает курс акций, либо налоги не повышаются. Курс  акций понижается тогда и только тогда, когда растет курс ценных бумаг, и налоги растут.

15) Если в треугольнике любая его медиана не является высотой и биссектрисой, то этот треугольник не равнобедренный и не равносторонний.

16) Среди множества циклов графа существуют базовые циклы. Объединение базовых циклов формирует не базовые циклы. Поэтому для каждой вершины графа нужно выделить базовые циклы.

17) Контракт будет выполнен тогда и только тогда, когда дом будет сдан в эксплуатацию. Если дом будет сдан, то можно переезжать в новые квартиры и платить квартплату.  

18) Распространение заведомо ложных сведений является клеветой. Умышленное извращение фактов представляет собой распространение заведомо ложных измышлений. Клевета уголовно наказуема. Следовательно, умышленное извращение фактов уголовно наказуемо.

19)  Если в строительстве внедряются современные методы планирования и руководства, то стройки будут расти быстрее, а стоимость строительства будет снижаться. Следовательно, если  стройки будут расти быстрее, то стоимость строительства будет снижаться.

20)  Если инвестиции на текущий год не из​менятся, то возрастет расходная часть бюджета или возникнет безработица, если налоги не будут снижены и инвестиции не изменятся, то безработица не возникнет. 

21) Если студент не подготовится к экзамену или ему попадется сложный билет, то он не сдаст экзамен. Если студент ляжет поздно и утром проспит, то он не попадет на экзамен. В любом случае такой студент не получит положительной оценки по экзамену.

22) Всякое общественно опасное деяние наказуемо. Преступление есть общественно опасное деяние. Дача взятки - преступление. Следовательно, дача взятки наказуема.
23)  Если Петров не честен, то он не признает своей ошибки. Но  Петров признает свои ошибки. Следовательно, он поступит согласно собственным убеждениям. 
24)  Если я поеду автобусом, а автобус опоздает, то я не получу эту работу Если я не получу эту работу то я начну  огорчаться и мне следует поехать домой.
25) Если вечер скучен,  то или Алиса начинает плакать или Анатоль рассказывает смешные истории. Если Сельвестр приходит на вечер, то или вечер скучен или Алиса начинает плакать.  
2.  Доказать приведенные тавтологии, составив для них истинностные таблицы, причем входящие в формулы буквы следует рассматривать как простые предложения. Варианты заданий приведены в таблице 1.
Номера вариантов включают в себя:

· порядковый номер студента в списке;
·  номер тавтологической импликации;
· номер тавтологической эквиваленции;
· номер тавтологии для исключения связок.
    Таблица1. Варианты заданий
	Номер варианта
	Номер тавтологии
	Логическое предложение

	1
	1, 30 ,31
	A≡¬ C →¬A 

	2
	3, 18, 35
	A&B&C→¬C

	3
	3, 28,33
	C≡A&¬B→A

	4
	4, 27, 34
	¬A&¬C→B

	5
	11, 20, 34
	A˅B˅¬C≡A

	6
	10, 24, 35
	¬A≡B→¬C

	7
	12, 19, 35
	A→¬B≡C

	8
	13, 27, 31
	C →¬B≡A

	9
	14, 28, 32
	A˅B→ B˅C

	10
	13, 18, 36
	¬A˅¬B˅¬C

	11
	9,  22, 32
	¬B→C&A

	12
	1 , 29, 33
	A&B≡B&C

	13
	5 , 26, 35
	¬B→A≡¬C

	14
	6,  16, 31
	A& B&C ≡A

	15
	2,  30, 34
	C≡A˅¬B

	16
	6,  25, 36
	C →¬A&B

	17
	7,  15, 32
	¬A&C≡B

	18
	2,  29, 32
	B→A≡ A&C

	19
	4,  19, 36
	A→A→ B≡C

	20
	8,  22, 33
	A≡¬B→¬C

	21
	11, 25, 36
	B&C&¬A

	22
	10, 21, 33
	¬A→¬B→С

	23
	9,  23, 34
	C→A→¬B

	24
	8,  23, 31 
	A≡ C&B

	25
	7,  23, 31
	¬A≡ B&¬C


3.  Для символически записанных  высказываний привести примеры повествовательных предложений. Провести проверку высказываний на тавтологичность, противоречивость, опровержимость выполнимость.
ТАВТОЛОГИИ
Тавтологические импликации

1.  A&  (A  →  B) →B

2.  ¬ B & (A  →  B) → ¬ A

3.  ¬  A&  (A &  B) →B

4.  A →  (B → A &  B) 

5.  A&  B  → A

6.  A →  A ˅  B 

7.  (A→B) &(B→C) →( A→C)

8.  (A&  B →C) →( A→(B→C))

9.  (A→  (B →C)) → (A&  B →C)

10.  (A→  B & ¬ B) → ¬  A

11.  (A→B) →(A˅ C→ B˅C)

12.  (A→  B) → (A& C →B&C) 

13.  (A→  B) →((B→C) →( A→C))

14.  (A ≡  B) →(B≡C) → (A ≡ C)

Тавтологические эквиваленции
15.   A ≡ A

16.   ¬ ¬ A ≡ A

17.  (A ≡ B) ≡( B ≡ A )

18.  (A→  B) & (C→B) ≡ (A˅  C →B) 

19.  (A→  B) &(A→  C≡ (A→ (B&C))

20.  (A → B) ≡(¬ B→ ¬ A ) 

21.  (A ˅  B) ≡( B ˅ A ) 

22.  (A ˅  B) ˅ C≡ A ˅( B ˅C ) 

23.  A˅ (B&C) ≡ (A ˅ B) &(A˅C)

24.  A ˅  A ≡ A 

25.  ¬ (A ˅ B) ≡ ¬ A &¬B

26.  A & B ≡ B  & A

27.  (A & B) &C ≡ A & ( B & C)

28.  A & (B˅C) ≡ (A & B) ˅ (A & C)

29.  A & A ≡  A

30.  ¬ ( A & B) ≡ ¬  A ˅ ¬  B

Тавтологии для исключения связок
31.  A →  B ≡ ¬ A ˅ B

32.  A →  B ≡ ¬   ( A &¬ B)

33.  A ˅  B ≡ ¬    A→   B

34.  A →  B ≡ ¬ (¬A ˅ ¬ B)

35.  A & B  ≡ ¬(A → ¬ B)

36.  A & B  ≡ ¬ (¬ A ˅  ¬ B )

37.  (A ≡  B) ≡ (A → B)  & (B→ A)

Контрольные вопросы
1. Что называется высказыванием? Приведите примеры высказываний.

2. Сформулируйте определение конъюнкции высказываний.

3. Сформулируйте определение дизъюнкции высказываний.

4. Сформулируйте определение импликации высказываний.

5. Сформулируйте определение эквиваленции высказываний.

6. Что называется отрицанием высказывания? Приведите пример.

7. Что называется логической формулой?

8. Что называется формулой логики высказываний?

9. Какие формулы называются равносильными?

10. Какие формулы называются тождественно истинными, тождественно ложными, выполнимыми?

11. Перечислите основные законы логики высказываний.

12. Какая формула называется тавтологией?

13. Как составить таблицу истинности для формулы логики высказываний?

Лабораторная работа № 7

Исчисление предикатов
Цель работы: приобретение практических навыков в построении предваренной нормальной формы. Изучение алгоритмов генерации всех следствий из посылок.
.
Теоретическая справка

Логика предикатов расчленяет элементарное высказывание на субъект  и предикат. Субъект – это то, о чем что-то утверждается в высказывании;  предикат – это то, что утверждается о субъекте. 

Пример 1. «x простое число». Это выражение не является высказыванием, но если в нем переменную х заменить на определенное число, то получим высказывание. Причем при замене х на число 3 получим  истинное высказывание,  тогда как при замене х на 8 получим ложное высказывание.

  Таким образом выражение: «x простое число» можно рассматривать как функцию Р(х), зависящую от переменной х. Область определения Р(х) –множество чисел, а область значения –  высказывание.
Пример 2. В высказывании “7 - простое число”, “7” – субъект, “простое число” – предикат. Это высказывание утверждает, что “7” обладает свойством “быть простым числом”. 

Переменное высказывание, истинностное значение которого зависит от параметра, и называется предикатом. Предикат –  это функция, значениями которой являются высказывания о n объектах, представляющих значения аргументов. Обозначают предикаты большими буквами латинского алфавита с приписанными предметными переменными или без них А(х,х), В, F(х,у), Р(х1,x2, … , xn).

Одноместным предикатом Р(х) называется такая функция одного переменного, в которой аргумент х принимает значения из некоторого множества М, а функция при этом принимает одно из двух значений: истина или ложь. Множество М, на котором задан предикат, называется областью определения предиката. 

Предикат называется
· тождественно истинным, если значение его для любых аргументов есть «истина» (Предикат Р(х) называется тождественно истинным на множестве М, если  если Ip = M) 

· тождественно ложным, если значение его для любых аргументов есть «ложь» (Предикат Р(х) называется тождественно истинным на множестве М, если Ip=∅ ); 

· выполнимым, если существует, по крайней мере, одна n-система его аргументов, для которой значение предиката есть «истина».

Пример 3. 

· Предикат “x+y=y+x” является тождественно истинным.
· Предикат “x+1=x” – является тождественно ложным. 

· Предикат “x+y=5” – является выполнимым. 

Кванторы
Квантор — общее название для логических операций, ограничивающих область истинности какого-либо предиката. Наиболее употребительны квантор всеобщности ∀ и квантор существования ∃. 
Пусть Р(x) - предикат, определенный на множестве М, т.е. х ∈ М. Высказывание "для всех x из М Р(x) истинно" обозначается ∀x P(x); знак ∀x называется квантором общности. Высказывание "существует такой х из М, что Р(х) истинно" обозначается ∃х Р(х); знак ∃х называется квантором существования.
Переход от Р(х) к ∀x P(x) или ∃х Р(х) называется связыванием переменной х, или навешиванием квантора на переменную х (или на предикат Р).
Переменная, на которую навешен квантор, называется связанной, несвязанная квантором переменная называется свободной.

Навешивать кванторы можно на многоместные предикаты и на любые логические выражения. Выражение, на которое навешивается квантор ∀х или ∃х, называется областью действия квантора; все вхождения переменной х в это выражение являются связанными.

К предикату от двух переменных кванторные операции можно применить к одной переменной или к двум переменным. Получаем следующие высказывания: 
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Равносильность формул логики предикатов

 Две формулы логики предикатов А и В называются равносильными на области М, если они принимают одинаковые логические значения при всех значениях входящих в них переменных, отнесенных к области М. Как в алгебре высказываний, для равносильных формул принято обозначение A ≡ B.
Все равносильности алгебры высказываний будут верны, если в них вместо переменных высказываний подставить формулы логики предикатов. Но, кроме того, имеют место равносильности самой логики предикатов. Рассмотрим основные из этих равносильностей. Пусть A(х) и B(х) – переменные предикаты, а С – переменное высказывание. Тогда
[image: image351.png]1. =Vad(x) = 3x—A(x):

2. —3xd(x) = Va—d():

3. Vad(x) =—3x—A@);

4. T A(x) = —Va—d():

5. Vx ARAY xB) = Va(d(A BE):
6

7

8

. 3x AV x BR) = 3x(A()A BR):
. CAYXB(x) =Vx(CA BX)):
=Vx(Cv BE):

11.C—>VxB(x) =¥x(C—B(x)):
12.C3xB(x) =3x(C—>B():
13.¥xB(x)—> € = 3x(Bx)>C):
14.3xB(x)—> € = Vx(Bx)—>C):
15.3xA()A VyBO) = 331 (A@AG))




Приведем несколько комментариев к приведенным равносильностям.

Равносильность 1 означает то, что если не для всех х истинно A(х), то существует х, при котором будет истиной ¬ A(x).

Равносильность 2 означает то, что если не существует x, при котором истинно A(х), то для всех х будет истиной ¬ A(x).

Общезначимость и выполнимость формул логики предикатов
 Формула А логики предикатов называется выполнимой в области М, если существуют значения переменных, входящих в эту формулу и отнесенных к области М, при которых формула А принимает истинные значения.  Формула А называется выполнимой, если существует область, на которой эта формула выполнима. Если формула выполнима, то это не означает, что она выполнима в любой области.

 Формула А называется тождественно истинной в области М, если она принимает истинные значения для всех значений переменных, входящих в эту формулу и отнесенных к этой области.

Формула А называется общезначимой, если она тождественно истинная на всякой области.

 Формула А называется тождественно ложной в области М, если она принимает ложные значения для всех значений переменных, входящих в эту формулу и отнесенных к этой области.

 Пример3. Формула [image: image400.png]


                             тождественно истинная в любой области M. Значит, она является общезначимой, то есть является логическим законом (закон исключенного третьего).

Пример 4. Формула                             [image: image401.png]Yx(P(x)A—P(x))



 тождественно ложная в любой области M, и поэтому она не выполнима. 

Приведенная формула называется нормальной, если она не содержит символов кванторов или все символы кванторов стоят впереди (т. е. логические символы и символы предикатов стоят в  области  действия каждого квантора).

Алгоритм преобразования формул в нормальную форму

1 Сначала избавляются от операций импликации, эквивалентности и неравнозначности, выразив их через логические связки ¬ , &, ∨ по законам: 
A→B ≡ ¬A ∨ B
A⊕B ≡ (A & ¬ B) ∨ (¬A&B)
A~B ≡ (A &B)˅ (¬A & ¬B)
2 Использовать законы де Моргана, чтобы пронести знак отрицания внутрь формулы.
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3 Переименовать связанные переменные если это необходимо. Для формул, содержащих подформулы вида
и т. п., вводят новые переменные, позволяющие выносить знаки кванторов наружу. Например:
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4 Использовать равносильные формулы логики предикатов чтобы вынести кванторы в самое начало формулы для приведения ее к нормальной форме. 

Примеры построения ПНФ
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Задание к лабораторной работе
1. Для каждой из предметных областей привести примеры  

· высказываний - тавталогия, противоречия, выполнимость

·  одноместный предикат-3 примера

·  двухместный предикат-3 примера

·  трехместный предикат-3 примера
Предметные области:
· арифметика целых чисел;
·  геометрия на плоскости;
· политика;
·  спорт ;
· экономика;
·  учебный процесс в ВУЗеЕ;
·  язык СИ;
·  природа.
2. Найти все следствия из посылок (не включая тавтологии, эквивалентности).
1) (A˅¬B), (¬A&B&C);

2) ¬A,(A≡B), (C→A→ ¬B);
3) ¬B, (C→ ¬B), (A≡ C & B);

4) ¬ C, (¬A˅B), (¬A → ¬ B →C);

5) (¬ B˅A), (A≡ ¬ B→ ¬ C);

6) (A→ ¬ C), (A→ ¬ A →B ≡ C);

7) ¬A, (A&¬ B), (B→A ≡ A&C);

8) (¬C→¬B), ( ¬A&C ≡ B);

9) ¬B, (B→¬A),(C→ ¬A&B);

10) (A&¬B), (C ≡ A˅¬B);

11) ¬C, (C˅¬A), (A&B&C ≡ A);

12)  (¬B & ¬C),( ¬B →A ≡ ¬C);

13) ¬A, (¬A˅¬B), (A&B ≡ B&C);

14) (C&¬B), (¬B→ C&A);

15) ¬B, (A ≡ ¬C), (¬A ˅¬B ˅¬ C);

16) (¬A ˅¬ C), (A&B&C→C);

17) ¬C, (B&C), (A˅B→B˅C);

18) (B≡C), (C→¬ B≡A);

19) ¬A, (B˅ ¬ C), (A→ ¬B≡C);

20) (¬B˅¬C), (¬A≡B→ ¬ C);

21) ¬B, (¬ C→ ¬B), (A˅B˅C ≡ A);

22) (C≡¬A), (¬A&B ¬C →B);

23) (A→B&C);  (A); (¬C → ¬B);
24) (A→ ¬ A →B ≡ C), (A&B&C);
25) (B˅¬C), (A ≡ ¬ C →¬ A).
3.  Преобразовать предикатную формулу в предваренную  нормальную форму.
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4. Заданную совокупность предложений естественного языка представить на языке логики предикатов. Исследовать полученные предикатные выражения на тавтологичность, противоречивость, выполнимость.
Предложения

1) Если президент не имеет соответствующего авторитета или если не желает взять на себе ответственность,  то порядок  не будет восстановлен и распространение волнений не прекратится до тех пор,  пока участникам волнений это не надоест, и власти не организуют примирительные действия.
2) Курс акций падает, если предварительные ставки растут. Большинство людей несчастны, когда курс акций падает.  Предварительные ставки растут, следовательно  большинство людей  несчастны.
3) Если исход скачек будет предрешен сговором, или в игорных домах будут орудовать шулеры,  то доходы от туризма упадут и город пострадает.  Если доходы от туризма упадут, полиция будет довольна.  Полиция никогда не бывает довольна. Следовательно, исход  скачек не предрешен сговором.
4) Если я пойду завтра на первое занятие, то должен буду встать рано, а если я пойду вечером на танцы, то лягу спать поздно. Если я лягу спать поздно, а встану ран, то я вынужден буду довольствоваться пятью часами сна. Следовательно, я должен или пропустить завтра первое занятие, или не ходить на танцы.
5) Если 6-составное число, то 12- составное число. Если 12-составное  число, то существует простое число, большее 12. Если  существует  простое число, больше 12, то существует составное число, большее 12. Если 6 делится на 2, то 6 - составное число. Число 12 – составное, следовательно, 6-составное число.
6) Для того чтобы сдать экзамен,  мне необходимо достать учебник, или конспект, или нанять репетитора Я достану  учебник, если мой приятель не уедет домой. Но он уедет домой только тогда, когда я достану конспект. Следовательно, я сдам экзамен.
7) Если подозреваемый совершил эту кражу, то либо она была тщательно подготовлена, либо он имел соучастника. Если бы кража была подготовлена тщательно, то, если бы был соучастник, украдено было бы гораздо больше. Значит подозреваемый не виновен.
8) Либо свидетель не был запуган, либо, если Генри покончил жизнь самоубийством, то записка была найдена. Если свидетель был запуган, то Генри  не покончил жизнь самоубийством. Следовательно если записка была найдена, то Генри покончил жизнь самоубийством.
9) Если конгресс отказывается принять новые законы, то забастовка не будет закончена, если только она не длится больше года и президент уходит фирмы уходит в отставку.  Закончится ли забастовка, если конгресс отказывается действовать, и забастовка только что началась ?
10) Если Петр и Иван – братья, то они однокурсники. Если  Петр и Иван братья, то Сергей и Иван не братья. Если Петр и Иван – однокурсники, то Иван и Михаил тоже однокурсники. Следовательно, или Сергей и Иван не братья,  или Иван и Михаил – однокурсники.
11) Если я поеду автобусом, а автобус опоздает, то я пропущу назначенное свидание. Если я пропущу назначенное свидание и начну огорчаться, то мне не следует ехать домой. Если я не получу эту работу, то я начну  огорчаться и мне следует поехать домой. Следовательно, если я поеду автобусом, а автобус опоздает, то я не получу эту работу.
12) Или Саша и Володя одного возраста, или Саша старше Володи. Если  Саша и Володя  одного возраста, то Нина и Володя не одного возраста. Если Саша старше Володи, то Володя старше Валентина. Следовательно, или Нина и Володя не одного возраста, или Володя старше Валентина.
13) Если капиталовложения останутся постоянными, то  возрастут правительственные расходы и возникает безработица. Если правительственные расходы не возрастут, то налоги будут снижены.  Если налоги будут снижены, и капиталовложения останутся  постоянными, то безработица не возникнет. Следовательно, правительственные расходы возрастут.
14) Если Смит победит на выборах,  он будет доволен, а если он будет доволен, то он плохой борец в предвыборной кампании. Но если он провалится на выборах, то он потеряет доверие партии. Смит или победит на выборах, или провалится. Следовательно, ему необходимо выйти из партии.
15) Если я пойду через болото, то смогу попасть в трясину, а если я пойду в обход,  то не успею к поезду. Следовательно, я либо попаду в трясину, либо не успею к поезду.
16) Цены высоки, или применяется регулирование цен, а если применяется регулирование цен, то нет инфляции. Если цены высоки, то и зарплата высока, а если зарплата высока, то наблюдается инфляция. Следовательно, нужно применять регулирование цен.

18) Если Петр ляжет сегодня спать поздно, то будет утром в отупении. Если он ляжет не поздно, то ему будет казаться, что не стоит жить. Следовательно, Петр будет завтра в отупении или ему будет казаться, что не стоить жить.
19) Если Шахтер  выиграет, то болельщики Донецка будут торжествовать, а если выиграет  Арарат, то будет  торжествовать Ереван. Выиграет  или Шахтер или Арарат. Однако, если выиграет Шахтер, то Ереван     не будет торжествовать, а если выиграет Арарат, то не будет торжествовать Донецк.  Итак, Донецк будет торжествовать, тогда и только тогда, когда не будет торжествовать Ереван.
20) Если вечер скучен,  то или Алиса начинает плакать, или Анатоль рассказывает смешные истории. Если Сильвестр приходит на вечер, то или вечер скучен, или Алиса начинает плакать. Сильвестр приходит на вечер тогда и только тогда, когда Анатоль не  рассказывает смешные истории. Значит, если Алиса начинает плакать, то Анатоль начинает рассказывать смешные истории.
21) Всякий, кто находится в здравом уме, может понимать математику. Ни один из сыновей Гегеля не понимает математику. Сумасшедшие не допускаются к голосованию. Следовательно, никто из сыновей Гегеля не допускается к голосованию.
22) Если всякий предок предка данного индивидуума есть также предок предка того же индивидуума, и никакой индивидуум не есть предок самого себя, то должен существовать некто,  не имеющих предков.
23) Хлеба уцелеют тогда и только тогда, когда будут вырыты ирригационные каналы. Если хлеба не уцелеют,  то фермеры обанкротятся и оставят фермы. Следовательно, если будут вырыты ирригационные канавы, то фермеры не оставят фермы.
24) Если построить противоатомные убежища, то другие государства будут чувствовать себя в опасности, а наш народ получит ложное представление о своей безопасности. Следовательно, мы либо рискуем  иметь колоссальные потери в случае войны, либо нужно строить противоатомные убежища.
25) Если Смит не был убийцей, то Джон не встречал этой ночью Смита, и убийство имело место после полуночи. Если Джонс не встречал этой ночью Смита, то либо Смит был убийцей, либо Джонсон лжет.
Контрольные вопросы
1. Дать определение предиката, терма, квантора.
2. Что называется порядком предиката?
3. Ввести понятие п-местного предиката.
4. В чем различие свободных и связанных предметных переменных?
5. Привести примеры бинарных и тернарных отношений.
6. Указать основные типы высказываний связанных в записи с применением кванторов.
7. Дать определение общезначимой формулы.
8. Что называют предваренной нормальной формой?
9.  В чем заключается алгоритм получения всех следствий из посылок?
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