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Климко Г.Т. «Метод координатной функции Фока, интегральные соотношения между 
спиновыми и зарядовыми плотностями, их свойства». Следующее из метода коорди-
натной функции Фока общее интегральное соотношение между её редуцированными мат-
рицами плотности (РМП) различного порядка, полученное в предыдущей статье, примене-
но для вывода интегральных соотношений между спиновыми и зарядовыми плотностями. 
Эти соотношения найдены решением предложенной системы уравнений в базисе РМП ко-
ординатных функций Фока. Предыдущий результат применен, чтобы частичные свёртки 
зарядовых плотностей с транспозициями разложить по базису указанных РМП. Особен-
ностью найденных соотношений является наличие неоднозначности в их записи. Доказана 
их тождественность. Все выводы проведены только с плотностями, зависящими от про-
странственных координат. Развитый подход дополнил методы квантовой механики без 
спина новым способом получения спиновых распределений. Для вычисленных значений свёр-
ток двух-, трёх- и четырёхчастичных матриц зарядовой плотности с транспозициями, 
действующими на них с одной стороны, обсужден физический смысл. Результаты точные. 
Уместно применять их для проверки и корректности построения зарядовых плотностей и 
принадлежности приближённой модельной функции чистому спиновому состоянию. 

Ключевые слова: квантовая механика без спина, зарядовые и спиновые плотно-
сти, интегральные соотношения. 

 

Введение 
Скрытые возможности и координатной 

[1], и производящей [2] функций Фока, обоб-
щённой в [3] на редуцированные матрицы плот-
ности порядка р (РМП-р), изучались в [3 – 11].  

Производящая функция Фока для РМП-р 
между состояниями Ψs'M' и ΨsM' со спином, s´, s, 
и проекцией, -s´ ≤ M´ ≤ s´, -s ≤ M ≤ s, соответст-
венно, даёт общую связь её пространственной 
компоненты, ( )p

tMsL ,, μν , μ = М' – М, стоящей при 
допустимом спиновом множителе, с главными 
её компонентами ( )p

sL τν ,, , (17) в [11]. Компонента 
( )p
sL τν ,,  для функций Фока Φs' и Фs равна: 
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Здесь ν = s´– s = τ – τ´, и пространственные не 
штрихованные и штрихованные координаты 
частиц, стоящие до и после черты в функциях 
Φs' и Фs, указаны их номерами: {} { } =−ττ pji ∪  

{ }p,...,2,1=  и { } { } { }pji p ′′′=′′ ′−′ ,...,2,1ττ ∪ , как в [11]. 
Другой результат [11] – это общее инте-

гральное соотношение (ОИС), следующее из 
условий циклической симметрии Φs' и Фs. Оно 
свёртку РМП-q, определяемой (1), но с q вместо 
p, по координатам q – p = (k+l+u+u´) частиц, 

когда часть из них, {k} и {l}, расположена в Φs' 
и в Фs одинаково, {k} – до и {l} – после черты, а 
интегрируемые переменные других частиц, {u} 
и {u´}, расположены в них не одинаково – по 
разные стороны от черты, выражает через РМП 
( )p
sL τν ,,  (1), у которых τ и τ' = τ – ν частиц из на-

боров {{i}U{j}}p и {{i´}U{j´}}p' стоят в Φs' и Фs 
до черты, и возможные значения τ в них ограни-
чены, max{0, ν, ρ - u'} ≤ τ ≤ min{ρ, ρ' + ν}. Анти-
симметрию ( )p

sL τν ,,  для наборов {i}ρ, и {i'}ρ' в пра-
вой части ОИС, формулы (35) в [11], восстанав-
ливают антисимметризаторы ρА

�
 и ρ′′А
�

. В левой 
части ОИС её имеет интегрируемая РМП-q: 
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В (2) числа t = k + u + ρ и t' = k + u' + ρ' заме-
няют τ и τ' из (1), ν = τ – τ´ = t – t', а в обозначе-
нии совокупностей интегрируемых переменных 
{k}, {l}, {u} и {u´} в скобках указан их размер.  

Если u = u´ = 0 и k + l = q – p, ОИС даёт 
обычную свёртку (21) из [11] для РМП-q функ-
ций Фока, а при {u} ≠ Ø и/или {u´} ≠ Ø – нетри-
виальное интегральное соотношение (НИС). 

Эта работа продолжает статью [11]. 
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Здесь предложен способ получения свя-
зей тензорных пространственных компонент 
РМП-p, ( )

( )0pR ωγ , со свёртками от пространствен-
ных компонент РМП-q для тех же состояний, но 
большей частичности, q>p, того же или другого 
ранга, среди которых могут быть и только заря-
довые плотности. При p ≥ 2 обнаружена множе-
ственность форм их записи. Установлена при-
чина этого. Показано, что все они эквивалентны. 

Это задача «квантовой механики без спи-
на» [12], которая решена здесь методом коорди-
натной функции Фока [1 – 11]. В нём из функ-
ций Фока строят и спиновые плотности ( )

( )0pR ωγ  с 

ω ≠ 0, и зарядовую плотность, ( )p
sMR  с ω = 0:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ....,*,...,1...,*,...,1

!,...,1,...,1

,0,

10
0

+

∈

−

⋅′′′⋅

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅==′′

∑

∑

QppLQ

pRppR

pQ

p
s

pp
sM

p

��

π
τ

τ
γ

ττ

τ
    (3) 

Она не зависит от M (в уравнении (19) согласно 

[11] величина ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
τ
p  отсутствует). 

Ранее с помощью метода Фока получены 
разложения [3, 5] по матрицам Матсена-Пошус-
ты [13] для одно- и двухчастичных зарядовых, 

sρ  и RRs = , спин-орбитальной DDss = , спин-
спиновой FFss =  и спиновой dd ss =  плотно-
стей. Они замещают вычисления сумм с одно и 
двух частичными генеалогическими коэффици-
ентами для симметрической группы. 

Частные случаи нетривиальных 
интегральных соотношений 

При р = 2, s´ = s, u = u´, ρ = ρ' = 1, 2, ОИС 
(35) из [11] для РМП функций Фока Φs' и Фs 
воспроизводят вспомогательные интегральные 
соотношения (5.6) – (5.8) из [4]. Полная свёртка 
в (2) с q = 2n, s´ = s и u = u´, когда функции от-
личаются u транспозициями, даёт тождества 
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Если 1=ss ФФ , они гарантируют нормировку 
функций ФsM, (7) в [11], для всех М, –s < M < s: 
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Такое значение (5) получим, если учтем разло-

жение (3) из [11] для MnA −

�
= ( )2MnA −

�
, в (5) дей-

ствующих на координаты n – s последних час-
тиц, ИС (4) и тождество (17.26) из [14]: 
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Следующие частные случаи ОИС, связы-
вающие свёртки (2) с (1), применены ниже. 

Для q = 3, p = 2, k = l = 0, [u, u'] = [1,0] или 
[0.1] ОИС переходит в равенства:  
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Антисимметризаторы 12A
�

 и 21 ′′A
�

 действуют 
соответственно на не штрихованные и штрихо-
ванные пространственные координаты частиц. 

В случаях с q = 4 и p = 2, при ненулевом 
значении u и/или u', для свертки ( )

( )[ ]uu
tsL ′

′
,4

,, ρρν  по 
координатам третьей и четвёртой частиц, когда 
k = 0,  l = 1 и s´ = s , из ОИС следуют: 

( )
( )[ ]{ } ( )

( )[ ]{ } ( ) ;2
0,0,12

1,04
0,11,0,34

0,14
1,01,0,34

2
sss LLSpLSp sn −−−==  

( )
( )[ ]{ } ( )

( )[ ]{ } ( ) ;2
0,0,

2,04
0,22,0,34

0,24
2,02,0,34 6

1
sss LLSpLSp ==        (7) 

( )
( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) , 2

0,0,
2

1,0, 112
11,14

1,12,0,34 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−= sLsLsnsLSp  

а для k = 1 и l = 0 оно же даёт тождества: 
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Нетривиальные интегральные 
соотношения для тензорных компонент 

Преобразования от РМП-p функций Фока 
( )p
sL τν ,,  (1) к тензорным компонентам РМП ( )

( )μ
ωγ

pR , 
как в (18) из [11], обратимые. То есть РМП-р 
( )p
sL τν ,,  также однозначно разложимы по компо-

нентам ( )
( )ν
ωγ

pR , с μ = ν, той же частичности.  
Так, для всех компонент РМП–1 [3 – 5]: 
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Здесь ( )1
s sR=ρ  и ds – зарядовая и спиновая 

плотности. С учётом симметрии диагональных 
по спину тензорных компонент РМП-2  

( ),   или  , RRRR ′′=′=′          (9) 

,0  =′′+′+′+ DDDD     (9') 

,   FFFF ′′=′−=′−=      (9") 
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для них верны равенства: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
4
 

6
122

;
4

 
6

12

  ;
4

 
6

12

2
12

1,0,

1
0,0,

2
2,0,

DDsFssRRKL

DDsFssRRLL

DDsFssRRLL

s

s

s

′′−
+

−−′+
==

′+′
+

−+′−
==

′+′
−

−+′−
==

−

+

(10) 

Штрихи слева и/или справа от R, D и F обозна-
чают перестановки их штрихованных и/или не-
штрихованных координат. Из (9) – (9") следует, 
что зарядовая плотность бисимметрична, спин-
орбитальную плотность нельзя симметризовать 
одновременно по нештрихованным и штрихо-
ванным переменным, спин-спиновая плотность 
антисимметрична в обоих наборах переменных. 
Множитель 1/2 при K в (10) согласован с (3). 

Из ОИС, связывающего ( )
( )[ ]uuq

tsL ′
′

,
,, ρρν  с ( )p

sL τν ,, , 
и таких равенств, как (3), (8) – (10), следуют ИС 
между тензорными компонентами РМП различ-
ного ранга и частичности. Процедура их выво-
да: под знаком свёртки по координатам q – p 
частиц плотности ( )

( )ν
ωγ

qR  разложим по ( )q
sL τν ,, , для 

интегралов с ними применить ОИС [11], и затем 
от РМП ( )p

sL τν ,,  вернёмся к ( )
( )ν
ωγ

pR . Всё это выпол-
нимо. Ряд уравнений, связывающих комбинации 
свёрток от ( )

( )ν
ωγ

qR ′′  с ( )
( )ν
ωγ

pR , в базисе ( )p
sL τν ,, , кото-

рый является общим для их левых и правых 
частей, будет итогом таких преобразований. 

Связь каждой компоненты РМП-р с ком-
бинацией нетривиальных свёрток даст решение 
системы таких линейных уравнений. В частно-
сти, решение для ( )

( )ν
ωγ

pR  будет зависеть только от 
зарядовых плотностей (3), если тензорные ком-
поненты с q > p в каждой свёртке по координа-
там q – p частиц для любого уравнения системы 
имеют ранг ω' ≡ 0. Это задача «квантовой меха-
ники без спина»? Разрешима ли она её же мето-
дами (без явного учёта спина)? Однозначна ли 
запись получаемых в ней результатов? Физиче-
ская причина для математической неоднознач-
ности решений обсуждается ниже. 

В [6] алгеброй спинов показана возмож-
ность из зарядовых плотностей большей час-
тичности ( )q

sR  получать ( )
( )0

...1
p
pR

ωω− , где q = p + ω. 

Любая ( )
( )0pR ωγ  определяется из главной 

компоненты того же ранга, ( )
( )0

...1
p
pR

ωω− , переста-

новками её координат только внутри «наборов» 
из штрихованных или нештрихованных коорди-
нат. В общем виде это доказано в [15]. 

Неоднозначность записи интегрального 
соотношения (ИС) с ( )

( )0pR ωγ  в [6] не обсуждалась. 
А у неё есть причины. Перестановочная сим-
метрия пространственных компонент РМП-р 

ограничена принципом Паули. Он эквивалентен 
«характеру симметрии и антисимметрии» Хунда 
[16] для шредингеровской функции, как и при-
менению в «квантовой механике без спина» [12, 
14] двухстолбцовых схем Юнга. Вследствие 
этого пространственные тензорные компоненты, 
как и функции Фока, нельзя ни симметризовать 
по координатам более, чем двух электронов, ни 
антисимметризовать по координатам более, чем 
n + s частиц. 

Это порождает, в частности, линейные 
зависимости между двух частичными плотно-
стями, получаемыми свёрткой из тензорных 
компонент большей частичности. Так, симмет-
ризованная по всем нештрихованным (или 
штрихованным) координатам частиц зарядовая 
плотность ( )

( )03
013R , как и её свёртка по координа-

там любой частицы, уже равна нулю. 

( )
( )

( )
( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≡′=⋅ ⋅
∈′∈
∑∑ 0

3

3

3

3
03
01

03
013 PRRPSp

PP

��

ππ
. (11) 

Учитывая в (11) бисимметричность зарядовой 
плотности ( )

( )03
013R  (3) и её редукцию:  

( ) ( )
( ) , 3,2,13,2,12,12,1

3

3
03
0132

3

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′=′′ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈
∑− πP

RSpR
N

(12) 

для нетривиальной свёртки с плотностью ( )
( )03

013R  

( )
( ){ }

( )
( ){ } ( ), 2,12,12,3,13,2,1

3,2,13,2,1

03
013

03
01233

3

3

′′=′′

=′′=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

QRSp

RPSpQ
�

 (13) 

получаем следующую зависимость 

( ) . 0  
3

2 =′′+′+′++′+⋅
− QQQQRRN  (14) 

Штрихи обозначают перестановки переменных, 
как в (10), N=2n – число частиц в системе. 

Тождество (14) станет тривиальным, если 
перейти в нём к РМП (1) для функций Фока. 
Такой переход для Q  (13) следует из НИС (6), 

(6') после учёта (3) для ( )3
sR . Он имеет вид: 

( )
( ) .  

2,12,1

3
4

6
1

6
1

6
3

3
2

−

+

−−−+

−−−+

−′′−′+′−

−−−=′′

LKKK

KLQ

snsn

snsn

 (15) 

Аналогичные связи для R, D, F известны [4]:  

( )

( )

( ) ( ) .   

; 

  ; 

2
1

12
1

2
11

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +′′+′−′−−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′′−+=

+′′++=

−+

−+

−+

−
LKKKKLF

LKKLD

LKKLR

ss

s
 (16) 
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Свёртки зарядовой плотности ( )
( )
( )04

01
4

4RRs ≡  

(3) по координатам частиц 3 и 4, отличающиеся 
«односторонними» транспозициями, действую-
щими на них, дополняют плотности ( )2

sR  и Q : 

( ) ( )
( ){ }

( ) ( )
( ){ }. 4,3,2,12,1,4,32,12,1

; 4,3,2,13,4,2,12,12,1

04
014,3

04
014,3

4

4

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

′′=′′

′′=′′

RSpW

RSpV
 (17) 

Учёт в правой части первой свёртки фор-
мулы (3), НИС (7) с ρρ ′= , и редукции (21) [11] 
дают для V разложение, сводящееся к линейной 
комбинации R и R'. Плотность W  не зависит от 
R и Q . Это видно, например, из действия rP �  на 
РМП-4 в спин-орбитальном пространстве: 

( )  .,
)(

(4)
)(

(4)
)(4141

(4) ∑=′′
μ

μ
ωγ

μ
ωγ

rr TRPx,...,xx,...xΓP
ωγ

���
(18) 

Здесь (p)μ
)ω(T γ
�

 – спиновый тензор, x = (r, σ). Дейст-

вие rP � = rP 4,3
�

 или rP � = rr PP 4,23,1
��

 переносится в 
(18) на спиновые координаты частиц и свёртка 
по координатам частиц 3 и 4 ведёт к РМП-2: 

( ) ( ){ }
( )  .1

,

)(

(4)
)(

(4)
)(

,
4,3

4141
(4),

4,3
2

         
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

=′′=

∑
μ

μ
ω

μ
ω

r

rr

TPRSp

x,...,xx,...xΓPSpΓ

ωγ
γ

σ
γ

σ

σ

��
∓

�

      (18') 

Знак зависит от чётности перестановки. 
Транспозиции, переставляющие спины, 

зависят от произведений спиновых тензоров: 

( ) ( ) . 41
1

1
112

1
4,3 43

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅+−= ∑

−==

+

μ

μμσ σσ ttP
���

          (19) 

( ) ( )

( ) ( ) . 41                    

41

1

1
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1

1
114

1
4,23,1

42
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⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅+×

×
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⋅+=⋅
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∑

−==
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−==

+

μ
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μ

μμσσ

σσ

σσ

tt

ttPP

��

����

   (20) 

Свёртка (18') даёт разный результат с (19) и с 
(20). Для V  из (17), свёртка по спинам σ3 и σ4 
включает всю транспозицию (19). Она инвари-
антна при вращениях в спиновом пространстве, 
и ранг ω слагаемых в (18') не изменит. Для W  
(17) свёртка по σ3 и σ4 в РМП-4 (18') затрагивает 
не все переменные в (20). Произведения тензо-
ров в ней «разрываются», и в слагаемых (18') 
свёртки с ( ) ( ) ( )

2)2(
21

1
1

1
1 243

±±± ≈⋅ Ttt
���

σσ  изменяют, по 

правилу треугольника для спинов [2, 17], ранги 
ω спиновых тензоров: с ω ≥ 2 до ω±2, а с мно-
жителем ( )

( )
( )04

01
4

4RRs ≡  до 0+2=2, порождая и F. 

Аналогично, из { }(3)
3,2

,
3 ΓPSp rr �σ  следует Δω ≤ 1. 

После применения (3) и НИС (7), (7') для 
W в (17) получим разложение: 

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )  . 1,21,22,12,1    

; 2,12,1 

 

2
4

 
4

53

4
231

2
2
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⎬
⎫

⎟
⎠
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⎝
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⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
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WLKK

KKL

snsn

snsnsn

 (21) 

Распределения спинов из зарядо-
вых плотностей 

Вектор ( )654321
т ,,,,,~ xxxxxx== xx  ко-

эффициентов разложения плотностей (16) по 
плотностям из (14), определяемым зарядовыми 
плотностями ( )2

sR  и ( )3
sR  в базисе РМП +L , 

K , K′ , K ′ , K ′′  и −L , – это решение системы: 

, bxT =⋅    (22) 

где ( )654321 ,,,,,~ bbbbbb=b  – вектор коэффици-
ентов разложения R, D или F (16) в этом же ба-
зисе. Столбцы матрицы (22) для 5TT = , где: 

( ) , 0det  ;
3
12

3
4

    ;
6

1   ;
6

3

   ;
3
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3
2

; 
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0
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0
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6
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6
1

2
1

6
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6
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
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−−
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T

T

βδ

γβ

γα

δδδδ
βγ
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γβ

γβ
αααα

sn

snsn

sn

 (23) 

равны векторам разложения плотностей R, R', Q, 
Q ′ , Q′ , Q′′  в том же базисе. Из-за (14) её ранг 

равен 5, и система (22), (23) разрешима, если: 

02222 654321 =+−++− bbbbbb .        (24) 

Её решения – это очевидное R ≡ R и раз-
ложение D по R, R', Q, Q ′ , Q′  и Q′′ : 

( ) ( )

( )

( ) ( ) , 
1

3        

                 

2,12,1

1
1

3
22

1
2

3
22

Q
ss

xQQQx
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ss
n

ss
nn

x

′′⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+′+′+⋅+

+′⋅⎟
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⎝
⎛ −⋅+

+⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=′′

+
−

+
−−

⋅

    (25) 

с произвольным х = х3 = х4 = х5 = ( )1
3
+ss

+ х6, и 
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х1 = ( )1
2

3
22

+
−−

⋅ −
ss

nnx  ,  х2 = ( )1
1

3
22

+
− −⋅

ss
nx . 

При х = 0 из (25) следует 

( ) ( ) ( ){ }[ ].3   2
1

1
 3

133 sRPSpRRn
ss

D
�

−′−−
+

=     (26) 

Система (22) с матрицей (23) не совмест-
на для спин-спиновой плотности F. 

После замены плотности Q′′  на W в сис-
теме (22) её неособенная матрица 6TT =  равна: 
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( )

( )

. 

11

0

0

0

0
2
1

11

;0det 
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⎜
⎜
⎜
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⎜
⎜
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+
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δδδ

γ

βγ

γβ

β

ααα

T

T

    (27) 

Значения α, β, γ и δ те же, что в (23). Последний 
столбец (27) – вектор разложения W по РМП-2 
функций Фока. Система (22) с T=T6 разрешима 
с любым ( )654321

т ,,,,,~ bbbbbb== bb , её реше-
ниями будут разложения по R, R', Q, Q ′ , Q′ , W. 

Так как для шестого столбца матрицы 
(27) тождество (24) не выполняется, в решении 
(22) для спин-орбитальной плотности D отсут-
ствует W, и оно равно (25) с ( )1

3
+

=
ss

x : 

( ) ( ) ( )[ ]

( )
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ){ }. 1 
1

3

  32 
1

1              

 3   32 
1

1

3
2313123

22
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ss

RPPPSp
ss

RnRn
ss

QQQRnRn
ss

D

⋅⋅++
+

′⋅−+⋅
+

=

′+′++′−+⋅
+

=

+

+

=

���

 (28) 

Вследствие (14) формулы (25), (26) и (28) 
для плотности D тождественны. Они эквива-
лентны формуле (8) из [7] и результату из [6], 
полученному в спин-орбитальном подходе. 

С вектором ( ) ( )2 ,1 ,1 ,1 ,1 ,2~
122

1 −−⋅=
−ss

b , 

для F (16), из 2-ой и 5-ой строк системы (22) с 
T=T6 получим: х3 = 0, а из 3-го и 4-го уравнений 
системы: х4 = х5. Значения х1, х2, х4 и х6 разные. 

( ) ( ) ( )[ ]{
( ) ( )[ ]
( )( ) }. 36 72                     

2312                     

1231 
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2
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2
32
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WQQn
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⎝
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     (29) 

Согласно (9") плотность (29) должна 
быть антисимметричной и в штрихованных, и в 
нештрихованных переменных. В –( Q′ + Q ′ )/2 
из (29) выделим симметричную и антисиммет-
ричную части с помощью тождества (14). 

( )

,  
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1
4

  

2
  

4
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2
 

2
 

21122112

3
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SRSnAQA

RRQQQQ
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N

����

   (30) 

где ( ) 12
2

12 SS
��

=  – симметризатор. Тождествен-
ные преобразования для W, с аналогичным (14) 
равенством, исключают из (29) симметричную 
составляющую. Иначе, её отсутствие легко про-
верить, применив в (29) тождество (30) и разло-
жения для R  (16) и для W (21). В итоге имеем: 

( )( )( )
( ){

( )( ) ( )( )} .12

32121

21
4

24134,3
3

233

2
12
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′′++
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⋅
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ARPPSpRPSp

RA
ssss

F

s
rr

s
r

s
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ν

λ
     (31) 

В (31) ( ) ( ) 21
2 313 xxssn −=+−−=λ , где х1 и х2 

– численные коэффициенты при R  и R′  в (29), 
и ( )723 −= nν , как в (9) из [7]. 

ИС, связывающие тензорные пространст-
венные компоненты РМП-1 и РМП-2, даны в [5] 
на стр. 590 и в формулах (49)-(53) из [3], вклю-
чающих и переходные по спину плотности. 

Формулы, выражающие спиновую, (49) 
из [3], спин-орбитальную, с формой записи (26), 
и спин-спиновую, как в (31), плотности через 
зарядовые плотности, оказались удобными для 
определения операторов спиновых плотностей в 
базисе генераторов унитарной группы [7]. От-
сутствие там множителей 1/s и 1/(s(2s-1)) связа-
но с различиями в определениях плотностей. 

Физический смысл ряда инте-
гральных соотношений 

Физический смысл ИС между простран-
ственными тензорными компонентами РМП-р 
различной частичности часто связан со значени-
ем их полной свёртки. Такие свёртки для РМП-2 
и РМП-1 следуют непосредственно из [3, 5] и из 
определений зарядовой и спиновой плотностей 
через РМП нормированной функции Фока: 

{ } { } ( ){ } ( ).12  ,2  , 2 −=== nnRSpdSpNSp sssρ    (32) 

Свёртка выражения (49) из [3] даёт тождество 

{ } ( ) )1(22,1 +⋅−−⋅−=′ ssnnRSp .             (33) 

Из формул (50) – (53) в [3] следуют 

{ } { } ( )
{ } { } { } .1   ,   

 12  

2,12,12,1

2,12,1

=′′==

=−=′−=′−

sss

ss

FSpDSpDSp
nDSpDSp

   (34) 
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И значение { } snKSp −=′2,1  в [4], и ра-
венство (33) связаны с принадлежностью и 
функции Фока, и плотности Rs системы состоя-
нию с определённым полным спином. Приме-
нив формулу Фока-Дирака [17] для оператора 

2S
�  и тождество (33) при вычислении его сред-
него значения, получим подтверждение этого: 
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  (35) 

Транспозиции в формуле Фока-Дирака дейст-
вуют на пространственные координаты частиц.  

Полученные для Q (13) и W (17) разложе-
ния (15) и (21) по базису РМП-2 функций Фока 
дают значения соответствующих свёрток: 
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     (37) 

Верные значения свёрток (36), (37), (32) и 
(33), определяемых зарядовыми плотностями 
РМП-2 – РМП-4, гарантируют нулевую диспер-
сию оператора 2S

�
. Действительно, имеем: 

( )[ ] ( )[
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( ) ( )[ ] { }
{ } { }  . 0 6              
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2 1 
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(38) 

Способы построения зарядовых плотно-
стей ( )2

sR , ( )3
sR  и ( )4

sR , отвечающих чистому 
спиновому состоянию со спином s для 2n-час-
тичной системы, не влияют на эти результаты. 

Заключение 
Теоретико-групповые методы построения 

шредингеровской функции (см. [12, 14]) преоб-
ладали в её исследовании, начиная с работ [16]. 
Способ «конструирования» шредингеровской 
функции был отделён от исследования её 
свойств только после открытия трёх условий 
Фока [1], гарантирующих её принадлежность к 
состоянию с определённым полным спином.  

В работах [18 – 21], развивающих метод 
Фока, эти условия применялись для построения 
упрощённых шредингеровских функций, в ча-
стности, с отделённым электроном и для про-
верки условий Фока в определённой её модели. 

В работах [3 – 10] метод координатной 
функции Фока получил дальнейшее развитие. 
Спиновая плотность до работы [4] в нём не рас-
сматривалась. К изучению зарядовых и спино-
вых плотностей РПМ-р одного состояния он 
применён в [4, 5, 7], к переходным по спину 
РПМ-р – в [3], к нерутановским состояниям мо-
лекул и атомов с учётом пространственных 
симметрий – в [9, 10], к выводу ОИС между 
РМП функций Фока различной частичности – в 
[11] и т. д.. Способ его применения для получе-
ния ИС между компонентами РМП различного 
ранга и частичности предложен здесь.  

Все преобразования и вычисления прове-
дены с плотностями, зависящими только от про-
странственных координат, что подтверждает 
универсальность методов «квантовой механики 
без спина» [1 – 13, 15] и развивает их. 

Все установленные соотношения точные 
и не зависят от метода построения функции оп-
ределённого спинового состояния. Они будут 
применены и в проверках корректности при-
ближений, и как общий метод изучения спино-
вых свойств N-электронных систем с учётом и 
их пространственных симметрий. 
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Климко Г.Т. «Метод просторової функції Фока, інтегральні співвідношення між спіновими і 
зарядовими густинами, їхні властивості». Отримане в попередній роботі загальне інтегральне спів-
відношення між зредукованими матрицями густини (ЗМГ) різної частковості для функцій Фока, що 
витікає з методу просторової функції Фока, застосовано для встановлення інтегральних співвідношень 
між спіновими і зарядовими густинами. Ці співвідношення здобуті рішенням систем рівнянь, які було 
запропоновано й записано у базису ЗМГ для функцій Фока. Попередній результат використано, щоб ча-
сткові інтеграли від зарядових густин з транспозиціями розкласти по базису вказаних ЗМГ. Особли-
вість отриманих рішень пов'язана з неоднозначністю форми їхнього запису, тотожність яких доведена. 
В проведених перетвореннях використано тільки густини, що залежать від просторових координат. 
Цей підхід додав до методів квантової механіки без спіну нові засоби дослідження спінових розподілів. 
Згадано і результати попередніх робіт. Обговорено фізичні наслідки від обчислених значень інтегралів 
для дво-, трьох- і чотирьохчасткових матриць зарядової густини з транспозиціями, діючими на них з 
одного боку. Всі отримані результати точні. Тому доречно їх застосовувати і для перевірки припусти-
мості наближень, використаних у побудові матриць зарядової густини, і для тестування відповідності 
модельної функції чистому спіновому стану. 

Ключові слова: квантова механіка без спіну, зарядові та спинові густини, інтегральні співвід-
ношення. 

 

Klimko G.T. “The Fock coordinate wave function method, the integral relations between spin and 
charge densities, its properties”. The practical consequence of the Fock coordinate wave function method in 
form of the general integral relation between Fock functions reduced density matrices (RDM) with different 
number of particles has been obtained in the preceding article. This result was applied here for determining the 
integral relationships between spin and charge densities. These relations are obtained by solving systems of 
equations that have been proposed and ones have been written at Fock functions RDM basis. And also the spe-
cial cases of the general integral relation of the previous article have been considered. The last cases were used 
to obtain the expansions on the basis of the RDM of Fock functions for the partial integrals of the charge densi-
ties having the transpositions of their coordinates. This is not as straightforward as it may seem, since the multi-
ple character of integral relations are existing. But applied method allows obtaining the different forms of such 
relations in the strict sense. Moreover the identity of ambiguity forms of writing has been proved. In the con-
ducted transformations used only densities that depend on spatial coordinates of electrons. Therefore this ap-
proach added to the methods of spin free quantum mechanics new attack on the problem of spin distributions. 
The results of preceding articles have been touched. The full integral value for the two-, three- and four-particle 
charge densities having transpositions, which act on them on one side, were calculated, and its physical sense 
have been discussed also. The all received results do not depend on the used approached model for calculations 
of quantum mechanical system state, because ones are exact. Hence all such results can be applied to check of 
the fidelity of construction both the appropriate charge densities and the approached model wave function, 
which used. 

Keywords: spin free quantum mechanics, charge and spin densities, integral relations. 
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