ЦЕНТРИРОВАННЫЙ МЕТОД ЭЙЛЕРА – ПРОСТОЙ И ЭФФЕКТИВНЫЙ СПОСОБ РЕШЕНИЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ИНЖЕНЕРНЫХ ЗАДАЧАХ
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The paper deals with Euler’s centered method as a way to solve ordinary differential equations. There have been shown the advantages of its using. 

Многие задачи математического моделирования, например динамики или иные, связанные с анализом процессов во времени, приводят к необходимости решать обыкновенные дифференциальные уравнения. Так как зачастую встречающиеся в практических задачах уравнения или их системы не интегрируются в квадратурах, неизбежно применение численных методов. Поэтому возникает вопрос: какой метод численного решения выбрать? Наиболее употребительны методы: Эйлера, Рунге-Кутта, эктраполяционные, основанные на методе Адамса, и их модификации. При этом чаще всего предпочтение отдается методу Рунге-Кутта, как легко алгоритмизируемому и обеспечивающему высокую точность за счет нескольких этапов вычисления на каждом шаге интегрирования. Реже используют эктраполяционные методы. Что касается метода Эйлера, то обычно указывают на его предельную простоту, но низкую точность, поэтому его применение не только не рекомендуется, но подразумевается непригодным. При освещении численных методов в учебной литературе их практическое применение иллюстрируют примерами, которые подтверждают эту мысль: метод Эйлера предельно прост, но слишком «груб», поэтому следует использовать более точные методы решения, например Рунге-Кутта. С другой стороны, редкое использование метода Эйлера объясняется также тем, что алгоритмы численного интегрирования другими, более точными методами уже занесены в инженерные математические пакеты в качестве встроенных функций. Поэтому возникает естественное желание, точнее, нежелание пользователя задумываться о методе численного уравнения, а тем более программировать его самому, раз есть встроенные функции, которые позволяют решать дифференциальные уравнения по принципу «черного ящика» - не зная или не вдумываясь, как это происходит. Однако рассмотрим вопрос более детально.
Решить численно дифференциальное уравнение – значит найти приближенно значения искомой функции во множестве точек с дискретно изменяющимся аргументом. В работе [1] в качестве примера для сравнения численных методов рассмотрено уравнение 
[image: image1.wmf]'

yyx

=+

 при 
[image: image2.wmf](

)

01

y

=

 с известным аналитическим решением 
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. Численное решение с шагом 0,1 выполнено по методу Эйлера для первых 10 точек и разностному методу Адамса с четырьмя членами для первых 4 точек. В результате при 
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 относительная погрешность метода Адамса 0,15%, а метода Эйлера – 3,8%. При 
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 относительная погрешность метода Эйлера составляет уже 8%. 

На первый взгляд, этот пример показывает крайне низкую точность метода Эйлера и нерациональность его использования на практике. Однако, если отнестись к рассмотренному примеру критически, возникает ряд замечаний – не к самому расчету, но к его выводам. Во-первых, это касается шага интегрирования: решать уравнение с таким шагом вряд ли имеет смысл при наличии вычислительных средств. Во-вторых, решением является монотонная функция, способствующая накоплению локальных погрешностей и увеличению полной ошибки усечения, в то время как на практике большей частью имеют дело с немонотонными функциями типа полигармонических. Наконец, решающее возражение состоит в том, что метод Эйлера не проявляет своих достоинств при решении уравнений первого порядка, и в этом смысле рассмотренный выше пример явно неудачен. Вызвано это неоднозначностью приближенного представления производной в п-й точке. В самом деле, как приближенно выразить производную: 
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, где h – шаг интегрирования? Не вдаваясь в подробности, можно отметить следующее: для уравнений второго порядка  метод Эйлера «преображается» и дает точность совершенно иного, гораздо более высокого порядка. За счет чего это происходит?

Если принять что 
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, и решение смещается на одну точку вправо. При 
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 решение, напротив, смещается на одну точку влево. Выход из этого затруднения состоит в том, что вторая производная представляется следующим образом:  
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т.е. центрируется относительно рассматриваемой точки, в результате чего сам метод называется центрированным методом Эйлера. Такое представление обеспечивает наилучшее приближение найденного решения к точному. Подчеркну, что изложенное выше не направлено на критику иных численных методов, зарекомендовавших себя более высокой точностью, а преследует цель только показать преимущества предельно простого и в то же время эффективного, но малоиспользуемого центрированного метода Эйлера. 

Приведем несколько числовых примеров, остановившись вначале на самом алгоритме численного интегрирования. Пусть требуется решить уравнение вида 
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 с начальными условиями 
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 и шагом интегрирования h. В разностном виде это уравнение запишется так: 
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(1)
что представляет собой приближенное значение искомой функции в следующей точке на основании значений в текущей и предыдущей точках. Таким образом, в каждый момент времени в памяти сохраняются только два значения, а решение представляет собой последовательное применение рекуррентной формулы (1), выполненное 
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 раз (значение функции в первой точке вычисляется как 
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Теперь перейдем к примерам. Решим произвольно взятое уравнение 


[image: image19.wmf]0,06sin2

xxxt

++=

&&&


при нулевых начальных условиях с шагом 
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 на интервале 
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. Как следует из уравнения, оно описывает линейную диссипативную систему с синусоидальным вынуждающим воздействием. Свободные сопровождающие колебания затухают сравнительно медленно, так что на всем рассматриваемом интервале решение нестационарно (рис. 1). 

Чтобы оценить точность численного решения центрированным методом Эйлера, вычислим его среднюю по модулю относительную погрешность 
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 в сравнении с аналитическим решением. Для рассматриваемого интервала времени 
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, т.е. 0,2%, а для произвольного шага, в чем можно убедиться прямым расчетом, 
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. Например, достаточно часто используемый при обычных расчетах шаг 
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 дает точность 0,02%. 
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Рис. 1. Аналитическое решение уравнения 
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Уравнение 
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 при тех же условиях решается с точностью 
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Уравнение 
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, описывающее резонансные колебания консервативной системы, решается с погрешностью 
[image: image31.wmf]0,3

h

D»

. 

Уравнение 
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, дающее довольно интересное решение, решается с погрешностью 
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Для большей полноты сравним при тех же условиях решение нелинейного уравнения Дуффинга 
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с решением по методу Рунге-Кутта, т.к. точное решение неизвестно. Оно составляет  
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Можно продолжать примеры дальше, однако общая закономерность такова, что порядок погрешности равен порядку шага. Здесь отметим одно уточнение: в приведенных примерах погрешность вычислялась только в тех точках, в которых точное значение по модулю было больше 0,0001. Так как во всех примерах искомая функция характеризовалась амплитудами порядка 1, то данное ограничение не снижало существенно погрешность решения, и было введено исключительно с целью избежать окрестностей нулей функции-решения.

Итак, точность решения центрированным методом Эйлера характеризуется погрешностью порядка 0,01% при шаге 
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. Зададимся вопросом: достаточна ли такая точность? Ответ зачастую подразумевает уход в сторону, заостряя внимание на том, что, например, точность метода Рунге-Кутта на несколько порядков выше. Это действительно так: в рассмотренных примерах 
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, т.е. разница составляет 6 порядков. Однако имеет ли она практическое применение в инженерных задачах? Уравнение динамики является лишь приближением к действительности, в котором линейность упругого и диссипативного членов отражают закон Гука или гипотезу Фойгта, а зависимость вынуждающего воздействия и вовсе выводится из некоторых заведомо сделанных допущений. Попытка же более полного учета свойств динамической системы, например нелинейных эффектов, представляется полезной, однако следует учесть, что бессмысленно стремиться к точности решения, большей наименее точного элемента. Сомнительно, чтобы составленное уравнение динамики отражало динамику процесса с более высокой точностью, чем 0,01% или 0,001%, ибо, к примеру, коэффициент при первой производной вряд ли поддается более точному измерению. В связи с этим указанная точность представляется более чем достаточной, а точность многоэтапных и многошаговых методов – просто излишней. Сказанное, разумеется, относится только к инженерным техническим задачам, ибо автор сознает высокие требования к численным методам в области прикладной математики. 

В настоящее время дело обстоит так, что дифференциальные уравнения решаются в основном в программных пакетах с помощью встроенных функций, т.е. процесс решения отчужден от пользователя, который может вводить только исходные данные. Это явление имеет два недостатка. Во-первых, в своей практике автор неоднократно сталкивался со случаями отказа программного пакета от решения для сложных систем уравнений, например систем из пяти или шести нелинейных уравнений второго порядка, описывающих автономную систему. Связано это с многоэтапными вычислениями на каждом шаге, которые в случае громоздких уравнений становятся непреодолимой трудностью. 

Последовательное упрощение уравнений и приведение их ко все более простому виду на каком-то этапе приводит к тому, что программный пакет «соглашается» решать систему. В принципе для каждой сложной системы можно найти такое ее предельное состояние, дальнейшее усложнение которого приводит к ее «неразрешимости» программным пакетом. Это объясняется тем, что данные пакеты (MathCAD и даже Maple) рассчитаны на решение некоторого класса наиболее употребительных и не слишком громоздких уравнений и бессильны перед произвольной системой, даже если она содержит всего лишь пять или шесть уравнений. То есть использование для решения подобного ПО больше напоминает счастливый случай, причем «счастливость» тем выше, чем проще система. Такое положение дел автор считает неудовлетворительным. В случае же написания программы численного решения центрированным методом Эйлера таких проблем не возникает: разработчик видит и полностью контролирует всю программу, которая к тому же гораздо проще: для системы из п уравнений на каждом шаге рассчитывается п значений на основании сохраняющихся в памяти 2п значений. 

Второй недостаток связан с отучением думать. Все больше распространяется убеждение в универсальности и всесильности различных «моделирующих» программ, что крайне пагубно влияет на молодые умы, которые думают примерно так: «там уже все учтено», а наше дело – просто уметь этим пользоваться. Между исследователем и пользователем лежит глубокая пропасть, и быть пользователем еще не значит заниматься теоретическими исследованиями. Во многом это даже противоречит одно другому: нынешние «продвинутые» пользователи часто не имеют базовой теоретической полготовки и всего лишь свято верят в эти пакеты. Такой подход можно назвать «компьютерной технократией» - убежденностью в том, что компьютер сам думает и моделирует, однако основанной на неспособности решать задачи, оставаясь на твердой почве теоретической науки. В подобных случаях пользователь даже не имеет понятия о математической модели, скрытой в программе, а наблюдает только картинку на мониторе. О каких исследованиях может идти речь? По мнению автора, этот подход является пародией на теоретическую науку. Вызывает серьезные опасения повальная увлеченность этими «пакетами» в среде инженеров, которая губит преемственность знаний и катастрофически сужает научный кругозор пользователя, который уже не является инженером. 

В основе инженерной мысли всегда лежало критическое мышление. Сегодня оно вытесняется верой в универсальность и всесильность программ, где «все уже учтено», и пользовательским отношением. Этому можно противопоставить только творческое отношение к науке. Центрированный метод Эйлера – только пример такого отношения применительно к обыкновенным дифференциальным уравнениям. 
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